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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

Catalogue  de  modèles  pour  l'enseignement  des  Mathématiques  supérieures, 
en  vente  chez  L.  Brill,  à  Darmstadt,  1881. 

Cette  collection,  contenant  86  numéros,  renferme  106  modèles, 
destinés  à  renseignement,  dans  les  écoles  supérieures,  des  Mathé- 
matiques, de  la  Physique  et  de  la  Mécanique.  Souvent  on  s'est 
demandé  s'il  était  utile  d'employer  des  dessins  et  des  modèles  dans 
renseignement  mathématique.  La  réponse  est  bien  différente  sui- 
vant le  degré  que  Ton  veut  atteindre  et  le  but  qu'on  se  propose. 
De  plus,  cette  question  n'avait  jusqu'ici  aucune  signification  pra- 
tique, en  ce  qui  concerne  les  Mathématiques  supérieures,  parce 
que,  en  Allemagne  du  moins,  il  n'y  avait  pas  de  grandes  collée- 
ions  mathématiques  appropriées  à  l'enseignement  supérieur.  Et 
pourtant  toute  personne,  quelle  que  soit  son  opinion  sur  la  ques- 
tion posée  précédemment,  voudra  bien  convenir  que  le  modèle 
fournit  non  seulement  à  l'élève,  mais  aussi  au  professeur,  un  élé- 
ment plein  de  vie,  saisissant,  alors  qu'après  un  calcul  pénible  ou 
après  une  discussion  ardue  le  résultat  peut  être  présenté  sous  une 
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forme '.réelle,  concrète  et  élégante.  Même  pour  le   travailleur,  le 

modfelS^'peut  soulever  maintes  questions,  qui,   sans  une  représen- 

•  •    • 

taCÎQcr  plastique,  ne  se  seraient  pas  présentées. 

a 

'••,  C'est  cette  certitude  qui  a  engagé  Tlnstitut  Mathématique  de 
/.'•-.  FÉcole Technique  supérieure  de  Munich,  d'abord  sous  la  direction 
.''."%•*  de  MM.  Klein  et  Brill,  maintenant  sous  celle  de  M.  Brill  seule- 
..^  ".  ment,  à  faire  construire  par  les  étudiants  les  modèles  des  diffé- 
rentes surfaces  qui  se  présentaient  dans  les  problèmes  dont  on 
s'occupait  dans  le  séminaire.  Comme  nous  le  disions  en  publiant 
noire  première  série  :  «  En  faisant  construire  ces  modèles,  l'idée 
principale  était  d'exciter  les  étudiants  qui  assistaient  aux  confé- 
rences de  Mathématiques  à  pousser  jusqu*au  bout  la  discussion 
de  chacun  des  problèmes  qui  se  présentaient  et  par  là  même  à 
aller  plus  avant  dans  l'étude  de  ces  questions.  Les  questions  aux- 
quelles se  rattachent  les  modèles  sont  prises  à  différents  cours  faits 
à  l'École  Technique  supérieure.  On  reconnaîtra  certainement  qu'il 
était  utile  de  publier  une  telle  collection,  que  c'était  rendre  un 
service  que  de  la  répandre  partout.  De  plus,  ces  modèles  offrent, 
en  bien  des  cas,  beaucoup  de  particularités  nouvelles  et  intéres- 
santes ;  les  notes  qui  y  sont  ajoutées  présentent  maintes  fois  des 
recherches  originales.   » 

C'est  ainsi  que  cinq  séries  de  modèles  préparés  à  l'École  Tech- 
nique supérieure  de  Munich  se  trouvent  maintenant  dans  le  cata- 
logue de  l'éditeur.  Parmi  les  séries  qui  ont  une  autre  origine,  nous 
avons  à  citer  la  belle  et  riche  collection  des  types  des  surfaces  du 
troisième  ordre  et  de  leurs  surfaces  hessiennes,  faite  par  Roden- 
berg  à  Darmstadf,  et  aussi  différentes  représentations  élégantes 
des  surfaces  du  second  ordre.  Nous  allons  parler  d'abord  de  ces 
dernières  surfaces. 

Si  la  plupart  des  modèles  du  catalogue  ont  nécessité  des  études 
préliminaires  profondes,  des  recherches  géométriques  toutes  spé- 
ciales, nous  devons  dire  cependant  que  l'ensemble  des  sur/aces  du 
second  degré  constitue  une  partie  importante  de  notre  collection. 
On  a  déjà,  dans  le  Bulletin,  parlé  du  modèle  en  carton  de  l'el- 
lipsoïde. La  série  à  laquelle  il  appartient  contient  tous  les  types 
de  surfaces  du  second  ordre,  représentés  de  la  même  manière  :  on 
prépare  d'abord  avec  du  carton  une  série  des  sections  circulaires 
de  la  surface,  et  on  les  réunit  en  sorte  que,  lorsque  l'on  fait  varier 
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Tangle  des  deux  plans  de  section  circulaires,  on  obtient  toute  une 
suite  de  surfaces.  On  connaît  les  beaux  modèles  en  fil  de  surfaces 
du  second  ordre  qu'Olivier  a  fait  préparer  pour  le  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiçrs.  Notre  collection  contient  cinq  modèles  de  cette 
espèce,  trois  où  les  tiges  métalliques  auxquelles  sont  attachés  les 
(ils  de  soie  sont  mobiles,  deux  ou  ces  tiges  sont  fixes.  Une  autre 
série  de  surfaces  du  second  ordre,  en  gypse,  donne  sur  tous  ces 
types  la  ligne  de  courbure. 

La  considération  des  lignes  géodésiques  de  V ellipsoïde  de  ro- 
tation^ ainsi  que  de  celles  qui  passent  par  les  ombilics  de  l'el" 
lipsoïde  à  trois  axes,  se  rattache,  on  le  sait,  aux  fonctions  ellip- 
tiques. Ces  lignes  ont  été  représentées  de  différentes  manières  sur 
plusieurs  modèles.  Dans  les  notes  qui  y  sont  jointes,  on  a  indiqué 
la  marche  du  calcul,  comment  l'intégrale  elliptique  a  été  réduite 
à  sa  forme  normale,  et  comment  les  fonctions  ^  ont  été  in- 
troduites. 

Quant  à  la  série  de  surfaces  du  troisième  ordre  dont  nous  par- 
lions plus  haut,  ce  sont  des  modèles  où  sont  figurées  les  droites  et 
les  courbes  paraboliques.  On  a  eu  Fintention  de  donner  les  types 
caractéristiques  de  surfaces  du  troisième  ordre,  et  également  de 
celles  ayant  des  singularités  élevées.  On  peut  alors  se  faire  une  idée 
claire,  exacte  et  complète  de  toutes  les  formes  possibles  des  sur- 
faces du  troisième  ordre.  Il  était  impossible  de  songer  à  faire  une 
collection  complète  de  toutes  les  formes  qui  peuvent  se  présenter, 
mais  il  est  possible  de  déduire  des  différents  modèles  construits 
un  type  quelconque  ;  la  chose  se  fait  d'une  façon  bien  claire,  sans 
aucune  difliculté,  par  la  déformation  continue  d'une  des  surfaces, 
procédé  qui  permet  d'arriver  non  seulement  à  toutes  les  formes 
existantes,  mais  aussi  de  voir  comment  on  passe  d'un  des  modèles 
à  un  autre.  Le  même  problème  a  été  aussi  résolu  pour  les  surfaces 
hessiennes  qui  correspondent  à  un  pentaèdre  réel. 

Parmi  les  surfaces  d'ordre  supérieur,  citons  d'abord  quatre  mo- 
dèles élégants  représentant  des  types  différents  de  la  sur/ace  de 
Kummer,  cette  surface  connue  du  quatrième  ordre,  à  seize  points 
doubles,  qui  est  sa  propre  réciproque.  Signalons  encore  quatre 
types  de  la  cyclide  de  Dupin  et  cinq  types  de  la  courbe  gauche  du 
troisième  degré  représentés  sur  des  cylindres  du  second  ordre. 

Une  surface  curieuse  est  la  surface  transcendante  qui  représente 
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la  marche  de  la  fonction  elliptique  ff  =  sn{u,k)  pour  toutes 
les  valeurs  de  u  et  k  (même  pour  A*  >  i)  ;  pour  A*  =  i,  une  dis- 
continuité se  présente. 

Pour  l'application  d'une  surface  sur  une  autre,  les  surfaces  à 
courbure  constante,  et  en  particulier  deux  surfaces  hélicoïdales,  nous 
servent  d'exemple.  L'une  d'elles  est  applicable  sur  l'ellipsoïde  de 
rotation,  l'autre,  rhélicoïde  ordinaire,  peut  être  développée  sur  la 
caténoïde  ;  dans  ce  dernier  cas,  les  lignes  asymptotiques  se  trans- 
forment en  lignes  de  courbure  et  réciproquement.  Une  bande  de 
laiton  courbée  d'une  façon  convenable  permet  d'effectuer  réelle- 
ment le  développement. 

De  même  nous  avons  ajouté  aux  nombreux  types  de  sur/aces  à 
courbure  constante,  positive  ou  néffatii'e,  des  bandes  de  surface 
en  gutta-percha  pour  faire  avec  elles  un  essai  analogue.  En  parti- 
culier, le  déplacement  d'une  bande  à  courbure  constante  négative 
sur  la  surface  correspondante  a  quelque  chose  d'étonnant  ;  cela 
rappelle  l'impression  curieuse  que  l'on  éprouve  en  déformant  par 
une  pression  légère  une  sphère  creuse  de  gutta-percha.  La  courbe 
méridienne  de  la  surface  hélicoïdale  à  courbure  constante  positive 
conduit,  on  le  sait,  aux  intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce  ; 
dans  les  notes  adjointes  à  la  surface  on  a  ramené  ces  intégrales  à 
la  forme  la  plus  commode  pour  le  calcul  des  fonctions  ^,  Parmi  les 
surfaces  à  courbure  constante  de  la  collection,  il  faut  signaler  la 
sur/ace  de  L,  Blanchi,  dont  S.  Lie  a  parlé  précisément  dans  le 
Bulletin,  L'auteur  du  Mémoire  ajouté  au  modèle.  Th.  Kuen,  de 
Munich,  fait  remarquer,  ce  qu'on  n'avait  pas  vu  jusqu'ici,  qu'un 
des  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  cette  surface  est  composé 
de  lignes  planes,  et  que,  par  suite,  la  surface  appartient  à  un 
genre  de  surfaces  découvertes  depuis  longtemps  par  Enneper. 

Signalons  encore  le  modèle  d'une  surface  minimum  du  neuvième 
ordre,  d'après  Enneper,  qui  possède  des  lignes  de  courbure  planes 
du  troisième  ordre. 

Viennent  ensuite  deux  surfaces  focales.  La  première,  due  à 
Seidel,  s'obtient  quand  on  fait  tomber  sur  un  système  de  lentilles 
à  centre  un  faisceau  de  rayons  dont  le  point  de  convergence  est  en 
dehors  de  l'axe  du  système.  On  peut  le  réaliser  d'une  façon  élé- 
gante en  faisant  l'expérience  dans  un  liquide  coloré.  La  seconde, 
du  douzième  ordre,  est  la  surface  focale  des  rayons  qui  partent 
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d'une  ligne  et  se  réfléchissent  sur  un  cylindre  dont  Taxe  rencontre 
la  ligne.  Cette  surface  ofire  un  point  sextuple  remarquable.  La 
première  surface  focale  citée  peut  aussi  servir  comme  surface  du 
centre  du  paraboloïde  elliptique.  Trois  modèles  donnent  aussi  la 
surface  du  centre  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

En  ce  qui  concerne  la  Physique  et  la  Mécanique,  nous  citerons 
la  trajectoire  du  pendule  sphérique,  la  chaînette  sur  la  sphère, 
différentes  représentations  de  la  surface  des  ondes  pour  les  cris- 
taux à  deux  ou  à  trois  axes  ;  une  d'elles  donne  les  ombilics  et  les 
courbes  sphériques. 

Enfin,  on  trouve  à  côté  de  ces  modèles  de  surfaces  parfois  com- 
pliquées quelques  perspectives  relief  de  corps  géométriques 
simples.  Nous  n'appuierons  pas  sur  leur  utilité.  La  plupart  des 
modèles  sont  en  gypse,  à  surface  d'un  mat  brillant.  On  a  adjoint 
à  beaucoup  d'entre  elles  un  texte  explicatif^  provenant,  en  géné- 
ral, de  celui  qui  a  fait  le  modèle,  et  qui  donne  la  marche  du  calcul 
ainsi  que  les  propriétés  principales  du  corps  représenté.  Dans  le 
catalogue,  les  modèles  sont  arrangés  en  séries  qui  correspondent 
à  l'ordre  dans  lequel  ils  ont  paru,  mais  qui,  en  somme,  ne  forment 
point  des  groupes  de  modèles  de  même  espèce. 


GUNTHER  (S.)*  —  PaRABOLISCHE  LoGARITHMEN  UND  PARABOUSCflE  Trigon'o- 

METRiB.  —  Leipzig,  i88a.  In-S*",  100  pages,  18  figures. 

L'idée  de  réunir  et  de  signaler,  dans  un  même  parallèle,  les  pro- 
priétés et  les  analogies  de  certaines  courbes,  qui  ont,  pour  ainsi 
dire,  un  air  de  famille^  s'est  présentée  depuis  longtemps  à  la 
sagacité  des  géomètres.  La  Géométrie  des  Grecs  nous  en  offre 
un  premier  exemple,  emprunté,  il  est  vrai,  à  la  mesure  des  so- 
lides, forme  plus  accessible  que  l'étude  des  courbes;  cependant, 
pour  ces  dernières,  elle  ne  tarda  point  à  se  développer  dans  les 
écrits  de  Grégoire  de  Saint-Vincent,  de  Pascal,  de  Roberval  et 
de  Hobbes.  Mais  il  faut  arriver  à  Brendel  pour  trouver  une  étude 
méthodique  des  analogies  de  la  parabole  et  de  la  spirale  d'Archi- 
mède.  C'est  Brendel  qui  le  premier  a  complété  ces  analogies  par 
l'indication  de  la  nature  logarithmique  des  arcs  de  la  parabole;  on 
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lui  doit  i^invention  des  logarithmes  paraboliques.  Cette  notion  a 
été  reprise  avec  succès  par  James  Booth,  qui  a  montré  les  consé- 
quences de  ces  relations  de  nature  à  développer  les  propriétés 
géométriques  des  fonctions  elliptiques,  dans  un  travail  publié  en 
i85i. 

Ces  considérations  servent  de  point  de  départ  à  la  nouvelle 
monographie  que  M.  Gûnther  vient  de  consacrer  à  ses  recherches 
parallèles  sur  les  logaritlimes  paraboliques  et  la  trigonométrie  de 
la  parabole.  Elles  forment  le  premier  Chapitre  de  ce  travail. 

Le  Chapitre  II  renferme  un  rapide  aperçu  des  formules  de  la 
trigonométrie  hyperbolique,  dont  on  aura  besoin  pour  l'étude 
principale  de  la  courbe  dont  Tauleur  s'occupe  plus  particulière- 
ment, la  strophoïde  droite,  qui,  entre  autres  modes  de  génération, 
peut  se  définir  la  podaire  du  pied  de  la  direction  d^une  parabole. 

Les  propriétés  de  celte  courbe,  à  laquelle  J.  Booth  avait  pro- 
posé de  donner  le  nom  de  logocy  clique  y  ont  été  rappelées  avec 
détails  en  s'inspirant  des  études  du  géomètre  anglais.  Mais,  à  un 
autre  point  de  vue,  Ton  peut  considérer  ce  travail  comme  un  nou- 
veau Chapitre  de  l'Ouvrage  récemment  édité  par  M.  Giinther,  Sur 
les  fonctions  hyperboliques ,  dont  il  a  été  rendu  compte  au  Bul- 
letin (avril  1881).  L'auteur  retrouve,  en  effet,  au  moyen  de  ces 
fonctions,  les  principaux  résultats  obtenus  antérieurement  par 
J.  Booth,  et  les  complète  par  d'autres  propriétés.  Ilénumère  suc- 
cessivement celles  qui  se  rapportent  à  la  déQnition  de  la  courbe 
comme  lieu  géométrique,  à  ses  points  conjugués  qui  la  classent 
au  nombre  des  anallagmaliques;  aux  tangentes  et  normales;  aux 
rayons  de  courbure;  à  la  quadrature  et  à  la  rectification. 

Ces  divers  problèmes  forment  l'objet  du  Chapitre  III,  et  il  est 
intéressant  d'y  rencontrer  l'emploi  de  la  trigonométrie  de  l'hyper- 
bole équilatère,  qui  semble  ainsi  avoir  servi  de  transition  natu- 
relle entre  les  analogies  de  la  trigonométrie  du  cercle  et  la  trigo- 
nométrie de  la  parabole. 

Les  analogies  les  plus  frappantes  qui  existent  entre  ces  trois 
ordres  de  formules  sont  présentées  par  l'auteur  sous  forme  de  ta- 
bleau synoptique.  Cette  disposition  est  des  plus  favorables  pour 
faire  ressortir  l'utilité  de  celte  comparaison,  qui  sert  ainsi  de  ré- 
sumé aux  aperçus  développés  par  J.  Booth  dans  son  Mémoire  pu- 
blié en  i856.  Sur  la  trigonométrie  de  la  parabole  et  F  origine 
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géométrique  des  logarithmes,  et  son  Traité,  publié  en  iSyS, 
relatif  à  diverses  méthodes  géométriques  nouvelles.  De  nombreux 
extraits  de  ces  deux  Ouvrages  sont  indiqués  par  M.  Gûnther  et 
forment,  pour  ainsi  dire,  la  matière  du  quatrième  Chapitre.  Au 
surplus,  les  considérations  exposées  par  le  géomètre  anglais  dans 
le  Mémoire  de  i856  ont  été  en  partie  reproduites  dans  le  Traité 
de  1873,  dont  la  tendance  et  l'esprit  ont  été  appréciés  déjà  dans  le 
Bulletin  (mars  1874)' 

Le  cinquième  Chapitre,  qui  termine  ce  travail,  est  consacré  à  la 
représentation  graphique  d'un  système  de  logarithmes,  au  moyen 
de  paraboles  homofocales  et  de  même  axe,  associées  à  la  logocy- 
clique.  On  y  trouve  d'intéressantes  considérations  sur  le  mode  de 
représentation  de  la  formule  de  Moivre  étendue  aux  fonctions  hy- 
perboliques ou  paraboliques» 

La  monographie  dont  nous  venons  de  nous  occuper  aura  bien- 
tôt sa  place  marquée  dans  nos  livres  classiques,  parce  qu'elle  vient 
heureusement  compléter  la  trilogie  des  coniques  particulières,  cir- 
conférence, hyperbole  équilatère  et  parabole.  Ces  trois  courbes 
présentent,  comme  on  le  voit,  de  nombreux  points  dei  ressem- 
blance, que  la  Trigonométrie  ou  les  logarithmes  mettent  en  lumière 
à  tour  de  rôle.  Il  est  intéressant  pour  l'enseignement  de  savoir  où 
l'on  peut  les  rencontrer.  H.  Brocard. 


—  OM 


ElBAUCOUR  (A.).  —  Étudk  des  élassoïdes  ou  surfaces  a  courbure  MOYE^^*E 
NULLE,  Mémoire  couronné  par  rAcadémie  royale  de  Belgique,  dans  la  séance 
publique  du  j6  décembre  1880.  —  Bruxelles,  Hayez.  Extrait  du  Tome  XLIV 
des  Mémoires  couronnés  et  Mémoires  des  Savants  étrangers,  publiés  par  l'A- 
cadémie, 1881. 

L'Académie  de  Belgique  a  eu  souvent  la  bonne  fortune  de  rece- 
voir, en  réponse  aux  questions  qu'elle  proposait,  des  travaux  du 
mérite  le  plus  éclatant.  Sans  remonter  jusqu'à  l'immortel  Aperçu 
historique,  et  sans  sortir  de  France,  il  nous  suffira  de  rappeler 
que  le  beau  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  séries  de 
M.  O.  Bonnet  était  la' réponse  à  une  question  posée  par  l'Aca- 
démie. 
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Le  Mémoire  de  M.  Rihaucour  dont  nous  allons  rendre  compte 
présente,  lui  aussi,  le  plus  haut  intérêt.  Nous  avons  récemment  fait 
connaître  dans  le  Bulletin  les  belles  recherches  de  M.  Lie  sur  les 
surfaces  miniraa.  Ces  recherches  paraissaient  presque  avoir  épuisé 
la  question.  M.  Ribaucour  est  venu  nous  prouver  une  fois  de  plus 
qu'il  y  a  toujours  à  faire,  même  dans  les  questions  les  plu  sétudiées, 
quand  on  apporte  dans  leur  étude  un  esprit  ingénieux  et  inventif; 
son  travail  mérite  d'être  consulté  :  il  ouvre  bien  des  points  de  vue 
nouveaux,  et  il  contribuera  certainement  d'une  manière  notable 
aux  progrès  de  la  théorie  qui  trouve  son  origine  dans  l'intégrale 
de  Monge. 

Par  ses  recherches  sur  la  théorie  des  surfaces  en  général, 
M.  Ribaucour  était  bien  préparé  à  l'étude  que  demandait  l'Aca- 
démie. L'importance  même  de  son  travail  provient  de  ce  que  la 
plupart  des  propositions  qu'il  y  démontre  sont  des  cas  particuliers, 
ou  mieux  des  applications,  à  la  théorie  des  surfaces  minima,  de 
propositions  ayant  une  portée  générale. 

Dans  le  Chapitre  I*'',  M.  Ribaucour  développe  le  programme  de 
ses  rech^ches,  et  indique  les  procédés  de  démonstration  dont  il 
fera  usage.  Ces  procédés  de  démonstration  reposent  sur  les  for- 
mules de  la  théorie  des  surfaces,  et  en  particulier  sur  celles  qui 
portent  le  nom  de  M.  Codazzi.  Mais  la  méthode  employée  presque 
constamment  par  l'auteur  repose  sur  l'emploi  d'axes  variables  dont 
l'origine  se  déplace  sur  une  surface.  Elle  est  donc  analogue  à  celles 
qu'on  emploie  en  Mécanique,  lorsqu'on  substitue  aux  axes  fixes 
des  axes  mobiles,  et  au  mouvement  absolu  un  mouvement  relatif. 
M.  Ribaucour  désigne  cette  méthode  sous  le  nom  de  périmor- 
phie. 

Le  Chapitre  II  contient  une  démonstration  géométrique  de  la 
formule  de  Riemann  qui  fait  connaître  l'aire  de  la  portion  d'élas- 
soïde  terminée  à  un  contour  donné. 

Le  Chapitre  III  donne  la  solution  également  géométrique  du 
problème  de  Monge,  c'est-à-dire  l'intégration  effectuée  par  la 
géométrie  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  minima. 
Nous  aurions  ici  une  objection  à  présenter.  Nous  ne  voyons  pas 
d'abord  pourquoi  M.  Ribaucour  appelle  les  surfaces  minima  des 
surfaces  moulures,  La  génération  géométrique  qu'il  en  donne  n'est 
nullement  d'accord  avec  la  définition  universellement  adoptée  des 
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surfaces  moulures.  Nous  croyons  également  que  le  raisonnement 
de  Tauteur  aurait  besoin  d'un  complément,  si  Ton  ne  voyait  pas 
immédiatement  que  l'intégrale  obtenue  par  ses  procédés  géomé- 
triques coïncide  avec  celle  de  Monge. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  la  définition  d'un  élément,  la 
congruence  isotrope,  qui  joue  un  rôle  essentiel  dans  toute  la  suite 
du  Mémoire.  L'auteur  définit  ainsi  la  congruence  dont  la  surface 
focale  est  formée  de  deux  développables  circonscrites  au  cercle  de 
l'infini.  Le  théorème  suivant  explique  comment  la  théorie  des 
congruences  isotropes  est  liée  à  celle  des  surfaces  minima.  Appe- 
lons/>/an  moyen  d'une  droite  de  la  congruence  le  plan  qui  est 
perpendiculaire  à  cette  droite,  et  qui  passe  à  égale  distance  de  ses 
deux  foyers  ou  points  de  contact  avec  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face focale.  Le  plan  moyen  enveloppe  une  surface  que  l'auteur 
appelle  enveloppée  moyenne  :  cela  posé,  l'enveloppée  moyenne 
d'une  congruence  isotrope  est  une  surface  minimum. 

Dans  le  Chapitre  V,  M.  Ribaucour  étudie  et  construit  toutes  les 
congruences  isotropes,  admettant  pour  enveloppée  moyenne  une 
surface  minima  donnée.  Elles  sont  en  nombre  triplement  infini,  et 
il  est  ainsi  démontré  que  l'on  peut  toujours  faire  dériver  une  sur- 
face minimum  d'une  congruence  isotrope.  Les  Chapitres  VI  et  VII 
contiennent  des  conséquences  de  cette  importante  proposition. 

Le  Chapitre  VIII  traite  des  propriétés  des  surfaces  moyennes. 
M.  Ribaucour  donne  ce  nom  à  la  surface,  lieu  des  milieux  des 
segments  compris  entre  les  points  focaux  sur  toutes  les  droites 
d'une  congruence,  et  il  fait  d'abord  connaître  ce  beau  théorème  : 

La  surface  moyenne  d'une  congruence  isotrope  est  le  lieu 
des  milieux  de  cordes  égales  entre  elles  dont  les  extrémités 
décrivent  des  surfaces  applicables  Vune  sur  Vautre.  Récipro- 
quement, si  les  deux  extrémités  d'un  segment  constant  de  droite 
décrivent  deux  surfaces  (C),  (C)  applicables  Vune  sur  Vautre, 
la  droite  engendre  une  congruence  isotrope,  et  le  plan  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  la  droite  enveloppe  une  surface 
minima. 

Dans  le  Chapitre  IX,  M.  Ribaucour  montre  comment  on  peut 
faire  dériver  de  chaque  système  orthogonal  isotherme  de  la  sphère 
une  infinité  de  congruences  isotropes  donnant  naissance  à  des  sur- 
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faces  minima  ou  classoïdes,  qui  sont  étudiées  dans  le  Mémoire  sous 
le  nom  à^élassoïdes  groupés.  Tous  ces  élassoïdes  sont  applicables 
sur  Tun  d'eux,  mais  ils  ne  sont  pas  superposables.  Parmi  eux  il 
faut  distinguer  des  couples  de  surfaces  conjuguées,  dont  on  doit 
la  découverte  à  M.  Bonnet,  et  qui  jouissent  de  la  propriété  que 
l'image  sphérique  des  lignes  de  courbure  de  Tun  des  élassoïdes 
coïncide  avec  Tirnage  sphérique  des  asymptotiques  de  Tautre. 
M.  Ribaucour  ne  se  contente  pas  de  la  considération  des  élassoïdes 
groupés,  il  leur  associe  les  élassoïdes  stratifiés,  pour  la  définition 
desquels  nous  renvoyons  à  son  beau  Mémoire. 

On  peut  dire  en  résumé,  et  en  laissant  de  côté  une  foule  de 
résultats  de  détail,  que  la  méthode  de  M.  Ribaucour  a  pour  carac- 
tère distinctif  Temploi  des  congruences  isotropes.  Il  nous  sera 
permis  de  regretter  que  l'auteur  se  soit  trop  renfermé  dans  la 
question  posée  par  l'Académie,  et  qu'il  n'ait  pas  complètement 
développé  plusieurs  belles  propositions  générales,  notamment 
celles  qui  se  trouvent  à  la  fin  de  son  travail.  G.  D. 


MELANGES. 

SUR  LE  PROBLÈME  DE  PFAFF; 
Par  m.  g.  DARBOUX. 

La  méthode  que  Pfafl^a  fait  connaître  en  i8 14,  dans  les  Mémoires 
de  V Académie  de  Berlin,  pour  l'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles  à  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes, a  été  longtemps  négligée  :  les  belles  découvertes  de  Jacobi 
et  de  Cauchy  ont  seules  attiré  l'attention  des  géomètres  qui 
s'occupent  de  cette  théorie. 

Cependant,  la  méthode  de  Pfaff,  qui  est,  d'ailleurs,  la  générali- 
sation de  celle  que  l'on  doit  à  Lagrange  pour  le  cas  de  deux 
variables  indépendantes,  oflre  de  sérieux  avantages.  Elle  substitue 
à  des  calculs  souvent  compliqués  l'emploi  de  certaines  identités 
difierentielles  qui  donnent  la  clef  et  la  solution  intuitive  des  diffi^ 
cultes  qui  se  présentent  dans    les   autres  méthodes.   Les  beaux 
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résultats  obtenus  par  M.  Lie  dans  différents  iMémoires  insérés  aux 
Mathematische  Annalen  montrent  tout  le  parti  qu'on  peut  tirer 
de  ces  identités,  par  exemple  si  Ton  veut  réduire  au  plus  petit 
nombre  possible  les  intégrations  que  Ton  a  à  effectuer  successi- 
vement avant  de  parvenir  à  la  solution  complète  d'une  équation 
aux  dérivées  partielles. 

Dans  le  travail  qu'on  va  lire,  je  me  suis  proposé  d'expliquer  la 
solution  du  problème  de  Pfaff  sans  rien  emprunter  à  la  théorie  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  et  je  me  suis  surtout  attaché  à 
mettre  en  évidence  les  propriétés  d'invariance  qui  jouent  un  rôle 
fondamental  dans  cette  solution.  Je  ne  me  suis  nullement  occupé  des 
intégrations  qui  sont  nécessaires  pour  amener  une  expression  diffé- 
rentielle à  sa  forme  réduite,  et  d'ailleurs,  d'après  les  formules  que 
j'ai  données,  les  opérations  que  l'on  doit  faire  pour  obtenir  la 
solution  de  ce  problème  peuvent  se  calquer  en  quelque  sorte  sur 
celles  qui  se  rapportent  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles. 

Dans  la  première  Partie  j'étudie  les  formes  réduites,  et  je  montre 
que  l'intégration  du  premier  système  de  Pfaff  suffit  et  donne  immé- 
diatement la  forme  réduite  quand  il  s'agit  de  l'expression  diffé- 
rentielle correspondante  à  une  équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  la  seconde  Partie  j'étudie  les  relations  entre  les  formes 
réduites,  et  je  démontre  en  particulier  trois  propositions  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  groupes  de  M.  Lie  (*). 


(*)  La  première  Partie  de  ce  travail  a  été  écrite  en  1876  et  communiquée  à 
M.  Bertrand,  qui  enseignait  alors  au  Collège  de  France  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles.  M.  Bertrand  a  bien  voulu  exposer  la  méthode  que  je  lui  avais 
soumise,  dans  sa  première  leçon  de  janvier  1877. 

Quelque  temps  après  paraissait  dans  le  Journal  de  Borchardt  un  beau  Mémoire 
de  M.  Frobenius  qui  porte  d'ailleurs  une  date  antérieure  à  celle  de  janvier  1877 
(septembre  1876)  et  où  ce  savant  géomètre  suit  une  marche  assez  analogue  à  celle 
que  j'ai  communiquée  à  M.  Bertrand,  en  ce  sens  qu'elle  repose  sur  l'emploi  des 
invariants  et  du  covariant  bilinéaire  de  M.  Lipschitz.  En  revenant  dans  ces  der- 
niers temps  sur  mon  travail,  il  m'a  semblé  que  mon  exposition  était  plus  affran- 
chie de  calcul  et  que,  par  suite  de  l'importance  que  la  méthode  de  Pfaff*  est  appelée 
ià  prendre,  il  y  avait  intérêt  à  la  faire  connaître. 

Dans  la  même  année  1877  a  paru  aussi,  dans  VArchiç  for  Mathemalik  de 
Christiania,  un  important  Mémoire  de  M.  Lie  sur  le  même  sujet  (t.  H,  p.  338). 
Mais  ce  travail  repose  sur  des  méthodes  tout  à  fait  différentes  de  celle  que  je  vais 
exposer. 
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PREMikUE    PARTIE. 

I. 

Considérons  l'expression  différentielle 

OÙ  X|y . . . ,  X;,  sont  des  fonctions  données  de  Xf,  . . . ,  x,t.  Nous 
la  désignerons  par  la  notation  B^,  où  Tindice  d  indique  le  système 
de  différentielles  adopté.  Ainsi  Ton  aura 

(i)  6rf=:X|  c^j-H  . . . -H  X„  e/»r„, 

et  si  Ton  emploie  d'autres  différentielles  désignées  par  la  caracté- 
ristique 8 

(a)  0«=Xi  8j:r,  H-  . . .  -h  X„  8jr„. 

Des  deux  égalités  précédentes  on  déduit 

00^=^  \  oXidjCi-\-  \  Xi^dxij 

dBfz^  \  dXi^x,-h  \  XidojCi, 
et,  par  conséquent, 

oerf  — rfe^zzz  V  {^Xidxi—  dXi^Xi) 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  des  indices 

1,2,  . .  ./i,  et  se  composant,  par  conséquent,  de  — -^ termes. 

Nous  poserons,  pour  abréger, 
„  ôXi       âXfi. 

(•5)  «iA=-T -ï » 

(hvj^        ÔJr, 
et  l'égalité  précédente  deviendra 

(4 )  oB,/—  r/e«=  \  \  ai,,{dxi Ixk—  dxf, o:r,). 
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En  vertu  des  identités 

(^ik  -H  ciki  =  o,     au  =  o 

qui  découlent  de  la  formule  (3),  on  peut  encore  écrire  Téqua- 
tion  (4)  sous  la  forme 

i  =r  n    k  =  n 

{i  bis)  86rf — dSi:=z  \      \  aïkdxiOXk' 

i  =  1     A  =  1 

Supposons  maintenant  que  dans  l'expression  différentielle  (i) 
on  remplace  les  variables  x/par  d'autres  variables  j^/;  en  effectuant 
la  substitution  définie  par  les  formules 

qui  donnent 

l'expression  ©</  prendra  la  forme 

(6)  erf=yY,rfj,. 

â 

Dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  supposerons  que  les  n  fonc- 
tions ^1  soient  indépendantes  ;  par  suite,  les  nouvelles  variables  ^4- 
pourront  être  regardées  comme  fonctions  indépendantes  des 
anciennes,  xi»  Quant  aux  coefficients  Y/,  on  peut  toujours,  par 
l'emploi  des  formules  (5),  les  transformer  en  des  fonctions  des 
variables  yi. 

Cela  posé,  appliquons  la  formule  (4)  à  la  nouvelle  expression 
de  Brf.  Si  nous  posons 

àvk       àfi 
flous  aurons 

i  =  n    k  =  n 


oe^—  dei=i\     \  bik  dfi  Sjyt, 


i=l     k=l 

-t,  par  conséquent, 

i=:  n    k  =  n  i  =  n   k=:n 

(  8  )  Zj    Zj  ^'*  ^^'  ^^^'  ~  ^   ^  ^'*  ^^'  ^^^*' 

i  =  lA  =  l  i  =  iA  =  l 

^m//.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VI.  (Janvier  188a.) 
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Cette  formule  est  fondamentale  dans  notre  théorie;  aussi,  avant 
de  continuer,  nous  en  donnerons  une  démonstration  directe  sans 
nous  appuyer  sur  la  propriété  exprimée  par  Téquation 

dont  nous  avons  fait  usage. 

De  la  comparaison  des  expressions  (i)  et  (6)  de  6^  on  déduit 
les  égalités 

qui  servent  de  définition  aux  quantités  Y^.  On  déduit  de  là 
dyi~~  Zj    *  dykdyt      Zà  Zà  àx^  dyu  dyt  * 

a  a       «" 

et,  par  conséquent, 

àyt       dyk  ""  ZjZj\dx^       dx^J  \dyk  dyr      dyt  dykj 

la  somme  du  second  membre  étant  étendue  à  tous  les  systèmes  (^Be 
valeurs  différentes   de    a,    a!   et   comprenant,    par    conséquen       ^ 

n{n  —  i) 


termes. 

2 

Si  l'on  multiplie  Téquation  précédente  par  dyi^yx  —  dyk^yiy 


k 

c'est-à-dire 


) 


)i 


que  l'on  fasse  la  somme  des  — ^ équations  ainsi  obtenues,        fe 

coefficient  de 

dx^.       âxoL 

dans  le  second  membre  sera 

11  wi-d^-Wi  'àj'J  '^'^y^'^y'-^y'^y^' 


dx^'  ^x^  —  dx^  î  JT.. . 
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aura  donc 

i       à 

]ui  est  la  même  chose  que  Téquation  (8). 


II. 

Zela  posé,  considérons  les  variables  Xi  comme  des  fonctions 
ne  variable  auxiliaire  t  définies  par  les  équations  différentielles 

an  dxi  H-  ...  H-  ûf;,!  dx„'==.  XX|  dt^ 
a^i  dœ^  -h  ...  -H  (int  dXf^  -^iX^^  dt, 

a,„  dœ^-\- . .  .-^ann  dxn^=y<Xndt, 

X  sera  une  quantité  que  Ton  pourra  choisir  arbitrairement,  o, 
;  constante  ou  une  fonction  de  ty  suivant  les  cas.  Nous  ferons 
larquer  que  les  équations  (lo)  peuvent  être  remplacées  par 
[uation  unique 

)"  \  \  aa.dxi^X/^ziz'k  dt\  X/Sj?/, 

i        k 

î  l'on  obtient  en  les  ajoutant,  après  les  avoir  multipliées  respecti- 
lent  par  S:r< , . . . ,  ùx„  ;  pourvu  que  l'on  exige  que  cette  équation 
l  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  aux  différentielles 
iliaires  ox/.  Ainsi  le  système  (10)  peut  être  remplacé  par 
[uation  unique 

)*  oea  —  deizzzieidty 

devra  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  différentielles  S.  Dans 
applications,  il  sera  toujours  préférable  de  former  directtaiH 
deux  membres  de  cette  dernière  équation  au  lieu  de 
cessivement  les  quantités  a/^  qui  fignrent  dans  le  ^ 
i  à  présent,  les  remarques  qui  précèdent  vonl  i 
*  propriété  fondamentale  du  système  (lo). 
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Supposons  que  l^on  cfTectuc  un  changement  de  variables  et  que 
Ton  remplace  les  variables  xi  par  d'autres  variables  yi  en  nombre 
égal,  qui  soient  fonctions  indépendantes  des  premières.  Il  est  aisé 
de  voir  que  le  système  (lo)  se  transformera  dans  celui  que  Ton 
formerait  de  la  même  manière,  en  prenant  les  nouvelles  variables 
indépendantes.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  ce  système, 
écrit  sous  la  forme  (lo)*,  est  évidemment  indépendant  de  tout  choix 
de  variables  indépendantes.  Mais,  pour  plus  de  netteté,  considérons 
l'équation  (lo)**.  On  sait,  en  vertu  de  l'égalité  (8),  que  son  pre- 
mier membre  deviendra 


^^b,,dy, 


^yk- 


Quant  au  second  membre,  il  se  transformera  évidemment  dans  le 
suivant 

\dtS\k^yk. 
Ainsi  l'équation  (lo)**  prendra  la  forme 


\  \  bik dyi oj/,  —  \dt\  Y/ o >,. 


Les  fonctions  y  g  étant  indépendantes,  leurs  différentielles  ôjv 
sont  arbitraires,  comme  les  différentielles  ùXi  :  on  pourra  donc 
égaler  les  coefficients  de  ces  différentielles  dans  les  deux  membres, 
et  l'on  aura  les  équations 

I'  ^11  dy^  4-  ^»ji  ^Ji  -i-      •  -H  àn\  dy„  i=  X  Y,  dt, 
ài%dy^-^  .    —W^dt, 
■ \ » 
V    ^1/1  <ri  -f- -h  bnndyn—y^^n  dt. 

Ainsi,  toutes  les  fois  que  les  fonctions  Xi  satisferont  aux  équa- 
tions (lo),  les  fonctions  ^/satisferont  aux  équations  (i  i).  La  réci- 
proque se  démontrerait  évidemment  de  la  même  manière.  On  peut 
donc  dire  que  les  systèmes  (lo)  et  (ii)  sont  absolument  équiva- 
lents, qu'ils  sont  deux  formes  d'un  même  système  d'équations 
différentielles  écrites  avec  des  variables  différentes.  Comme  ils  sont 
composés  de    la  même  manière   au    moyen   des   variables   qui   y 
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entrent,  nous  exprimerons  d^une  manière  abrégée  la  propriété 
dont  il  s'agit  en  disant  que  le  système  (lo)  est  invariant.  Nous 
allons  faire  usage  de  cette  proposition  pour  indiquer  les  formes 
réduites  auxquelles  on  peut  ramener  l'expression  différentielle  %a* 

III. 

Supposons  d'abord  n  pair.  Le  déterminant  gauche 

Z  +  aiia,, . .  ,ann 

sera  un  carré  parfait.  Nous  commencerons  par  supposer  que  ce 
déterminant  est  différent  de  zéro. 

Alors  on   pourra  résoudre  les  équations  (lo)   par  rapport  à 
^X|, . . ., dxni  ^^  l'on  obtiendra  un  système  de  la  forme 


-__1  —       —       !!  —  àdt 


admettant  n  —  i  intégrales  indépendantes  de  /. 

Prenons  pour  nouvelles  variables  ces  n  —  i  intégrales,  que  nouf 
désignerons  par  v,y ..  .,^«_iy  et  une  fonction  j^jb  assujettie  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  être  une  intégrale  du  système.  Alom 
/« , . . .  y  v«  formeront  an  système  de  n  fonctions  indépendantes,  et 
le  système  (io)«  écrit  avec  les  nouvelles  variables,  prendra  la 
forme  (i  i).  D  faut  donc  exprimer  que  les  équations  (i  i;  sont  véri- 
fiées quand  on  y  suppose  constantes  les  /i  —  i  fonctions^i , . . .  ,^v«.  #  « 

On  devra  donc  avoir 

On  déduit  de  là 

\jt^  àfrw^tfr^  <éq«»Ek-tt.f  mr-^ft^f^nt  <T|i«^  li^*  ffV,ft^'*-.r*>  ^  . .  \  ^   . 
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dépendent  réellement  de  ya,  mais  que  leurs  rapports  mutuels  en 
sont  indépendants.  On  pourra  donc  poser  pour  i<,n 


Y^  étant  indépendant  de  la  varîable_^„,  et  K,  au  contraire,  U 
contenant  nécessairement.  On  a  ainsi  ramené  l'expression  diETéren- 
tîelle  à  la  forme 

Ôrf—  K(  Y»  dy,  +  .. .+  YS-,  rfy,-,  ), 

qui  a  un  terme  de  moins,  mais  qui  jouit  encore  de  la  propriété  de 
ne  contenir  la  variable  yn  l^i^  dans  le  facteur  K.  On  peut  encore 
écrire 

(13)  e^^y„(Y',dy,  +  ...  +  Y'„_,dy„.,), 

en  désignant  maintenant  par^n  le  coefficient  K. 

Supposons  maintenant  n  impair.  Alors  le  déterminant 


sera  nul  comme  symétrique  gauche  d'ordre  impair,  et,  par  consé- 
quent, les  équations  (lo)  ne  seront  jamais  impossibles  si  l'on  y 
fait  X  =:  o.  Nous  supposerons  d'abord  que  tous  les  mineurs  du 
premier  ordre  de  A  ne  soient  pas  nuls.  Dans  ce  cas,  les  équations 
(lo),  où  l'on  feraX=^  o,  détermineront  complètement  les  rapports 
des  difTérentielles.  Elles  admettront  donc  n  —  i  intégrales  indé- 
pendantes, que  nous  désignerons  encore  parj-t,.  ■  .,^h_i,  et  que 
nous  prendrons  pour  nouvelles  variables  en  leur  adjoignant  une 
fonctionna,  qui  ne  sera  pas  une  intégrale,  et  formera,  par  consé- 
quent, avec  elles  un  système  de  n  fonctions  indépendantes.  Alors 
les  équations  (ii)  devront  être  vérifiées  par  la  substitution  des 
équations 

>.  =  o,    rfj,  — o,     ...,     dy„^,  =  o, 

ce  qui  donnera 


=  o, 

il. 

—  o. 

il.-. 

iy.-t 

=  o. 
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Il  est  aisé  de  trouver  la  forme  la  plus  générale  des  fonctions 
satisfaisant  à  ces  équations.  Posons,  en  effet, 

ày„  dyk 

Les  équations  exprimeroot  que  les  dérivées  des  fonctions  YJ, 
par  rapport  ky„,  sont  toutes  nulles.  On  pourra  donc  poser 

Srf—  rfv  +  y;  rfr,  H- . . .  +  V^i  dy„.i, 

les  fonctions  Y]^  ne  dépendant  pas  de  yn- 

Mais  ici  deux  cas  différents  peuvent  se  présenter.  En  général,  W 
contiendra ^„,  et,  par  conséquent,  W,yf,. .  .,^„_i  seront»  fonc- 
tions indépendantes.  En  changeant  de  notation,  et  désignant  W 
par _;>'„,  on  aura  la  première  forme  réduite 

(i3)  ed=  dy^-\-  \\  rfj',  +  . . .  +  Y^,  dy„-^. 

Mais  il  peut  aussi  arriver  que  W  ne  contienne  pas  yn-  Alors  on 
aura 

e.=  (-.v,).„.....(^.V..,)....„ 

OU  plus  simplement 

(.4)  &^=Y\dy,  +  ...^y%.,dy^,. 

11  sera,  du  reste,  très  aisé  a  priori  de  distinguer  ces  formes 
l'une  de  l'autre.  La  seconde,  en  effet,  est  caractérisée  par  cette 
propriété  que  B^  s'annule  quand  on  a 

dyt^o,     ...,    dy„-i^o. 

On  voit  donc  que  l'on  obtiendra  cette  forme  toutes  les  fois  que 
l'équation 

X,  do:,  + . . . -H  X,  djE»  =  o 

sera  une  conséquence,  une  simple  combinaison  linraire  des  équa- 
tions (lo),  où  l'on  aura  fait  \^o. 
Considérons,  par  exemple,  la  forme  A  Irnis  v^rinl^lLU 
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Le  système  (lo)  devient  ici 

.   - ,  dx  dv  dz 

(i5) 


dz       dy       dx       dz       dy       dx 

Si  l'on  remplace  dans  la  forme  dx^  dy,  dz  par  les  quantités  qui 
leur  sont  proportionnelles,  on  obtient  l'expression  bien  connue 


<->  ''(rr-i)-^(i-S)*Kf-^'- 


dx) 


Si  cette  expression  n'est  pas  nulle,  on  pourra  ramener  F^  à  la 
forme 

où  a,  p  sont  les  intégrales  du  système  (i5),  M  et  N  des  fonctions 
de  a  et  de  p,  et  y  une  fonction  indépendante  de  a,  p.  Si,  au  con- 
traire, l'expression  (i6)  est  nulle,  le  terme  rfy  disparaîtra  et  il 
reste 

¥d=  Mrfa  H-  Nc^p  =  [X  duy 

ce  qui  est  d'accord  avec  les  résultats  connus. 

IV. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  système  (lo)  était  déter- 
miné. Imaginons  maintenant  qu'il  ne  le  soit  pas.  Alors,  si  n  est 
pair,  le  déterminant 

sera  nul,  et  il  en  sera,  par  conséquent,  de  même  de  tous  ses 
mineurs  du  premier  ordre,  en  vertu  d'une  propriété  connue  des 
déterminants  symétriques  gauches.  Si  n  est  impair,  les  mineurs  du 
premier  ordre  du  même  déterminant  seront  tous  nuls. 

Alors  les  équations  (lo)  se  réduisent  à  moins  de  n  équations 
distinctes,  et  ne  suflisent  plus  à  déterminer  les  rapports  mutuels  de 
dXif. . . ,  dxnf  dt.  Mais  je  remarque  qu'elles  forment  toujours  un 
système  équivalent  au  système  (i  i),  le  raisonnement  que  nous 
avons  fait  pour  établir  celte  équivalence  ne  souffrant  pas  d'excep- 
tion. 
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Pour  simplifier,  supposons  que  r<Mi  ait  fût  jl  =  o.  Les  équa- 
tions (lo)  seroot  indéterminées.  Sopposons  qnVDes  se  réduisent  à 
p  équations  distinctes,  p  pouvant  être  é^:al  à  léro. 

J^ajoute  arbitrairement  n  — p  —  i  équations  difieientielles,  par 
exemple,  les  snivanles  : 

€fc|  =.  O,      <fc.  :=!  O rf5._»_i  :=.  O, 

•  •  •  ■*  •  ^      r        • 

OÙ  9|,. . .,  fj|_^_i  sont  des  fonctions  quelconques,  et  j^obtiens 
ainsi  un  système  parfaitement  déterminé.  J^appelle  encore 
Vf,. .  .,^j|_i  les  n  —  I  intégrales  du  système  ainsi  complété,  et, 
en  leur  adjoignant  une  fonction  r^,  qui  ne  soit  pas  une  intégrale, 
j  ^obtiens  encore  n  fonctions  indépendantes  f*/,  que  je  substitue  aux 
variables  x/.  Le  système  (i  i)^  où  Ton  fera  a  =  o,  devra  être  vérifié, 
comme  le  premier,  quand  on  v  fera 

dvf  =zo dym-t  =  o- 

En  raisonnant  comme  nous  Tavons  fait  dans  le  cas  où  n  est 
impair,  nous  serons  conduits  aux  mêmes  conclusions,  et  nous 
trouverons  Tune  des  formes  (i3)  ou  (i4)-  ^^  résumé,  nous  pou- 
vons énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  forme  %d  à  n  variables  peut  toujours  être  ramenée  par 
VintegrcUion  du  système  (lo)  à  Vune  des  trois  formes 

i         v,(  Y,  ^r,  -r- . . .  -i-  Y._,  dYm-x)^ 
(A)  J  Y,€/ri-»-..-^-Y._,  €/>„_,, 

(  dv»  -h  Y,  €/>',  -h ...  H-  Y._,  dVm-u 

où  les  variables  y  iy .  - .  ^yn^t  sont  indépendantes,  et  où  les  fonc- 
tions Yi  ne  dépendent  que  de  ^'i, ..  •  ,^ii_i.  Quelques-unes  de 
ces  fonctions  Y  g  pourront,  d^  ailleurs  j  être  nulles,  La  première 
de  ces  trois  formes  ne  se  présente  que  lorsque  n  est  pair  et  le 
déterminant 

différent  de  zéro. 

On  peut  encore  énoncer  le  résultat  précédent  de  la  manière 
suivante.  Désignons  par  BJ  une  forme  différentielle  à  n  variables. 


Hf^l 
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où  u,  Uij  Vk  sont  des  fonctions  indépendantes  dejKo-  •  •  >JK;î_o  et 
où,  par  conséquent,  jK/î,  w,  w/,  Vk  sont  des  fonctions  indépendantes 
des  variables  primitives. 

Les  deux  dernières  expressions  rentrent  évidemment  dans  le 
type  indéterminé.  Quant  aux  deux  premières,  on  les  ramène  au 
second  type  en  substituant  aux  fonctions  i>i, .  . . ,  (^^  les  suivantes  : 


Ti  7„  ==  itz  fv, ,   ...,  Vpyn  =  :^^Vp. 

Le  théorème  est  donc  établi.  Il  en  résulte  évidemment  la  consé- 
quence suivante  : 

Si  la  forme  réduite  de  l'expression  à  n  variables  6^  est 

^^s  'i,p  fonctions  zi^y^  des  variables  xi  étant  indépendantes,  on  a 
m^cessairement  np^n. 
Si  la  forme  réduite  est 

dy  —z^dy^  —  .,,—  Zpdyp, 
\    faudra  de  même  que  Ton  ait  ip  -\-\^n. 


VL 

Nous  allons  maintenant  résoudre  le  problème  suivant  : 

Étant  donnée  une  forme  %d  à  n  variables,  auquel  des  deux 
(17)  peut-elle  être  ramenée  et  quelle  est  alors  la  valeur 
nombre  p? 


problème  est  susceptible  d'une  solution  extrêmement  simple, 
effet,  supposons  que  Ton  transforme  l'expression  0^  en  pre- 
comme  nouvelles  variables  celles  qui  figurent  dans  la  forme 
Lite,  et  d'autres  d'une  manière  quelconque  pour  compléter  le 
>re  de  n  fonctions  indépendantes.  Voyons  ce  que  deviendra 
système  (10).  Ce  système  peut  se  remplacer  par  l'unique  équa- 

3^] 


ioit  avoir  lieu,  quelles  que  soient  les  différentielles  0.  Suppo- 
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sons  d'abord  que  la  forme  réduite  de  B^  soit 

On  aura 

SBrf—  dSè=  dzi  Sj,  —  ûfj,  Si;,  H- . . .  H-  dzp  S/p  —  dfp  85^, 

et  le  système  (10)  ou  l'équation  (18),  qui  lui  est  équivalente,  nous 

donnera 

dvi  =  o,     dzi  =  —  X^i  dty 

dy^  z=L  o,     dzf  m  —  X  5,  dt, 

(19)  [ 

dfp=zOy      dzp^^ — \Zpdty 

0=1!  dl. 

On  voit  que  Ton  aura  nécessairement  X  =  o,  et  que  les  équa- 
tions (10)  se  réduiront  à  2/?,  qui  seront  complètement  intégrables. 
Si,  au  contraire,  la  forme  réduite  est 

^d=  z^dy^-^.,,-}rZp  dfp, 

le  système  (10)  sera  équivalent  au  suivant  : 

dyi  zzz  o,     dzi  =1  X.5,  dt, 

,      .  ,  ûfvt  1=  o,     dzm^nXzmdt, 

(20)  ^     ^i         7         « 

/ ' 

\  dyp  -=^  o,     dZp  zziXzp  dt. 

Il  ne  sera  pas  nécessaire  ici  de  faire  X  =  o,  ce  qui  distingue  ce 
cas  du  premier.  D'ailleurs  les  équations  admettront  2/>  —  i  inté- 
grales indépendantes  de  t, 


Jp  —  ^py       -    — ^p-f 

Nous  pouvons  donc  énoncer  les  théorèmes  suivants  : 

Si  les  équations  (10),  considérées  comme  déterminant  les 
différentielles  dxi,  sont  impossibles  tant  que  \  est  différent  de 
zéro,  la  forme  Sj  est  réductible  au  type  indéterminé 

^y  —  ^1  ^7i  —  ^1 4>'î  —'  —  ^pdyp- 
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Le  nombre  2/>  est  égal  à  celui  des  équations  distinctes  aux- 
quelles se  réduisent  les  équations  (lo)  quand  on  y  fait  X=  o, 
et  y  par  conséquent  ^  il  sera  facile  de  le  déterminer  a  priori.  De 
plus,  les  a/>  équations  auxquelles  se  réduisent  alors  les  équations 
(lo)  sont  complètement^  in  té  g  râbles,  et  les  variables  y  i^  Zk  de  la 
forme  réduite  sont  des  fonctions  de  leurs  ip  intégrales. 

Si  les  équations  (lo)  peuvent  être  vérifiées  en  supposant 
X  différent  de  zéro,  la  forme  est  réductible  au  type  déterminé 

Zidyi-h.  ..-^Zpdyp, 

Le  nombre  2/>  est  égal  à  celui  des  équations  distinctes  aux- 
quelles  se  réduisent  alors  les  équations  (lo).  De  plus ^  ces  équa- 
tions sont  toujours  complètement  intégrables,  et  Von  aurait, 
au  moyen  des  variables  de  la  forme  réduite,  un  système  d' inté- 
grales de  ces  équations  par  les  formules 

Yx^^u     z,e-r^^=^,, 

» 

jp^^p,     Zpe'f^'=?p, 

En  d'autres  termes,  ces  équations  différentielles  admettent 
pour  intégrales  indépendantes  de  t  les  fonctions  y  ^  ^  . .  ,,yp  et 

les  quotients  ^  >  •  •  •  5  ~ 


p 
1 


Comme  application,  étudioDS  la  forme  réduite  de  6j  dans  le  cas 
le  plus  général. 
Si  n  est  pair,  le  déterminant 


«11-  "^an 

n'est  pas  nul,  et  Ton  peut  résoudre  les  équations  (10)  par  rapport 
aux  différentielles  dxi;  A  n*est  pas  nul,  et  les  équations  (10)  sont 
toutes  distinctes.  On  a  donc  ici  le  second  type  (17)9  et  la  forme 

réduite  est 

-I  dvt  -r  ^t  dr^  -^ .  . .  -h  5„  dy„ . 

Si.  au  contraire,  n  est  impair,  le  déterminant 
est  nul;  mais  ses  mineurs  du  premier  ordre  ne  sont  pas  nuls  en 
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général.  Il  faut  donc^  nous  Tavons  vu,  sauf  un  cas  exceptionnel, 
que  A  =  o,  et  alors  les  équations  se  réduisent  k  n  —  i  distinctes; 
la  forme  réduite  est 

dy  —  z^dYi  —  .,.  —  Zn^xdjp^x  • 

t  t 

VIL 

Nous  avons  vu  comment  on  reconnaît  à  quel  type  se  rattache 
une  forme  différentielle  et  comment  on  détermine  le  nombre  />;  il 
resterait  à  indiquer  les  intégrations  qui  sont  nécessaires  pour  ra- 
mener une  expression  différentielle  donnée  à  sa  forme  canonique. 
Les  belles  découvertes  de  MM.  Mayer  et  Lie  ont  beaucoup  dimi- 
nué la  difficulté  de  ce  sujet;  mais,  dans  ce  travail,  je  ne  m'occupe- 
rai que  des  propriétés  d'invariance  relatives  à  une  forme  différen- 
tielle. Je  vais  donc  me  contenter  d'expliquer  la  marche  générale 
des  intégrations,  mon  unique  but  étant  de  montrer  que  la  méthode 
de  Pfaff,  appliquée  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  conduit 
aux  mêmes  résultats  que  celle  de  Cauchy. 

Considérons  d'abord  une  expression  différentielle 

ej  =  X,  dx^  -h ...-+-  X„  dxn, 

dont  la  forme  canonique  soit 

(21)  z^dy\-^...-}rZpdyp, 

Nous  savons  qu'alors  le  système  de  Pfaff 

oOrf  —  d%i  =z  Xei  dt 

est  complètement  intégrable  si  ip  <in^  et  admet  par  conséquent^ 
dans  tous  les  cas,  ip  —  i  intégrales  indépendantes  de  t.  Il  y  aura 
donc  toujours  au  moins  n  —  2/>  —  i  des  variables  Xi  qui  ne  seront 
pas  des  intégrales.  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  soient 
les  dernières 

Les  ip  —  I  intégrales  du  système  de  Pfaff  se  réduisent,  quand 
on  fait      \ 
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xlpj  ,  , .,  x^  étant  des  constantes  numériques,  à  des  fonctions  de 
Xi,  . . . ,  X2p-i'  n  y  aura  donc  une  intégrale  qui  se  réduira  à  x<, 
une  autre  à  Xo,  et  ainsi  de  suite  (*).  Nous  désignerons  par  [x,]  ou 
Ui  celle  de  ces  intégrales  qui  se  réduit  à  Xi.  Nous  savons  que  les 
fonctions  Ui  dépendent  uniquement  des  variables  ^^,,  . .  ^^j^p  qui 

figurent  dans  la  forme  canonique  (21),  et  des  quotients  ^,  ...,_£. 

Zi  Zi 

Cela  posé,  prenons  pour  nouvelles  variables 


Wj,       •••)       ^ip—lj      ^ipy       •••>      •^/»> 

qui  sont  évidemment  des  fonctions  indépendantes  des  premières. 
La  forme  BJ  deviendra 

(22)  K(U,  t/£/,  -h.  .  .-hUjp-.,  ûfM,p_,), 

U|,  . . . ,  U2p-i  ne  dépendant  que  de  M|,  . . . ,  Uip^t  et  K  contenant 
au  contraire  une  ou  plusieurs  des  variables  X2p^  . . . ,  x„.  Cela  est 
aisé  à  démontrer  de  plusieurs  manières.  Par  exemple,  si  Ton  part 
de  la  forme  canonique  (21) 


- 1  (  ûÇr  1  +  ?  «(r  î + •  •  •  -+-  ^  ^jp  )  » 


on  sait  que  — >  jk/  sont  des  fonctions  des  variables  ///.  Si  donc  on 

»  » 
remplace  ^1,  ~  par  leurs  expressions  en  fonction  des  intégrales  Ui 

et  si  Ton  remarque  que  Zi  est  une  fonction  indépendante  des  pré- 
cédentes, on  retrouve  bien  l'expression  (22). 

Je  ferai  remarquer  que  la  fonction  K,  qui  figure  dans  cette  expres- 
sion, n'est  pas  complètement  définie.  Rien  n'empêche  de  la  divi- 
ser par  une  fonction  quelconque  ^(ui,  . . . ,  U2p-i)f  à  la  condition 
de  multiplier  les  quantités  u  par  la  même  fonction  ^.  Maison  peut 
déterminer  complètement  K  par  la  condition  suivante  : 

Supposons  que,  pour  X2p  =  x\py  .  .  . ,  X2n  =  ^\ny  ^  ^^  réduise  à 


(')  Cette  classification  des  intégrales  d'un  système  d'équations  est,  comme  on 
sait,  due  à  Caucby  dans  le  cas  où  il  y  a  une  seule  variable  indépendante.  Elle  a 
«^lé  déjà  utilisée,  en  ce  qui  concerne  les  systèmes  complètement  intégrabics,  par 
M.  Lie,  dans  le  ^lémoirc,  (|uc  nous  avons  déjà  cité,  sur  le  problème  de  PfafT. 
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une  fonction 

Nous  diviserons  K  par  ^(  «/<,  ^2?  •  •  •  >  U2p-\)j  et  alors  la  nouvelle 
valeur  de  K  sera  complètement  définie  et  jouira  de  la  propriété 
de  se  réduire  à  i  quand  on  fera  x^p  =^  ^\dj  •  •  •  >  ^/i  =  <^»- 

Cela  posé,  écrivons  l'identité 

et  faisons  dans  les  deux  membres  X2p  =  xj^,  . . . ,  jj„  =  x\.  Dési- 
gnons par  XJ  ce  que  devient  alors  X^,.  Comme  K  devient  alors  égal 
à  I ,  i/|  égal  à  Xi,  on  aura 

et  par  conséquent  on  pourra  écrire 

ce  qui  nous  conduit  au  théorème  suivant  : 

Supposons  que  la  forme  canonique  d'une  expression  diffé- 

rentielle 

ej  =  X,  dx^  H- . . .  -h  X„  dxn 

soit 

Le  premier  système  de  Pfaff  sera  complètement  intégrable  si 
7.p<in^  et  dans  tous  les  cas  admettra  ip  —  i  intégrales  indé- 
pendantes. Il  y  aura  donc  toujours  au  moins  n  —  a/?  +  i  des 
variables  Xi  qui  ne  seront  pas  des  intégrales  de  ce  système. 
Soient  x^p^ . .  •  ,^«,  n  —  2/>-|-i  variables  jouissant  de  cette  pro- 
priété. Considérons  les  a/>  —  i  intégrales  du  système  de  Pfaff 
qui  se  réduisent  à  x^j  , . ,,  ^2p-\  quand  on  fait  x^p  =  x\py  . . . , 
Xn'=x^at  ^^  désignons  par  ui  celle  qui  se  réduit  à  Xi,  Si  Von 
choisit  ces  intégrales  pour  nouvelles  variables,  F  expression  BJ 
prend  la  forme  suivante 

K(Ui  ûfw,  -h . . .  4-  U,p_i  t/a,p_i  ), 

oà  Von  déduit  Ua  de  X^  en  y  remplaçant  respectivement 
X\^»»*,X2p-%  par  Mj,  . . . ,  M2p_4  ;  X2py»»",Xn  par  les  con- 
scances  x^~y  •  •  • ,  x„» 
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Considérons  maintenant  le  cas  où  la  forme  B^  est  réductible  au 
type 
(  23  )  ^J  —  -1  ^Ji  —  -2  </«—..•—  -p  dfp. 

On  sait  qu'alors  le  système  de  PfafTne  sera  possible  que  si  Ton  y 
fait  \z=LOy  et  que  dans  tous  les  cas  il  admettra  ip  intégrales  qui 
seront  ^i ,  . . . ,  Zp^  j'i ,  ...  yjp.  Nous  pouvons  ici  raisonner  comme 
précédemment.  Parmi  les  n  variables  ^/,  il  y  en  aura  au  moins 
n  —  2/>  qui  ne  seront  pas  des  intégrales.  Soient 

n —  2/>  variables  jouissant  de  cette  propriété.  Désignons  par  ui 
celle  des  intégrales  qui  se  réduit  à  xi  quand  on  remplace 
X'ip^^  j  . . . ,  :c„  par  les  constantes  numériques  ^5^+, ,  •  •  • ,  ^J.  Enfin 
effectuons  un  changement  de  variables  qui  substitue  aux  variables 
primitives  les  suivantes 

On  aura,  pour  la  nouvelle  forme  de  l'expression  différentielle, 

(«4)  dll-\-\Jidui-\-, .  ,-i-UipdUip, 

En  effet,  dans  la  forme  canonique  (aS),  les  variables  Zi,  yi^  qui 
sont  les  intégrales  du  système  de  Pfaff,  peuvent  être  regardées 
comme  des  fonctions  de  u^^  ...,  ii^p»  Si  donc  on  les  supposait 
exprimées  en  fonction  de  W|,  ...,  ti^p,  on  obtiendrait  bien  un 
résultat  de  la  forme  précédente. 

Dans  l'expression  (îî4)»  '^  fonction  H  n'est  pas  définie  et  il  est 
clair  que  cette  expression  ne  changerait  pas  si  on  remplaçait  H  par 

à  la  condition  d'ajouter  -r-^-  à  U/.  Si  H  se  réduit  à  ^{x^,  .  .  . , X2p) 

pour  x^p^i  =  ^\p^x  I  . .  . ,  jr„  =  xJJ,  nous  conviendrons  d'en  retran- 
cher 

alors  la  nouvelle  valeur  de  H  se  réduira  à  zéro  pour  .r2/74.i  ^=^\p^\'i  ••> 

^n  ==  ^n  • 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  VI.  (Janvier  1882.)  3 


Ecrivons  raainlenant  l'identilé 

X,  dx^  H-.  ..-\-\ndXn  =ûfll  4-U|^w,  -h.  ..H-  U^pdiiip, 

^l  faisons-y  X2p^i  =  ^Jp+i»  •  •  •  >  ^/i  =  J^«»  Soil  encore  XJ  ce  que 
<levient  X/  par  cette  substitution.  Comme  ///  devient  alors  égal 
à  Xi  et  H  égal  à  zéro,  on  aura 

XJ  dxi  4- . . .  H-  XJp dx^p  =  U,  dxi  H- ...  4-  U,^  ^J^i/„ 

cl  par  conséquent 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  nouvelle  proposition  qui  suit  : 

Supposons  que  la  forme  canonique  d'une  expression  diffé- 
rentielle 

soit 

clj'  —  Zi  «  >'i  — ...  —  Zp  dVp. 

Le  premier  système  de  Pfaff  ne  sera  possible  que  si  F  on  y 
fait  \  =  o  et  il  admettra  ip  intégrales.  Soient  x^p^x ,  . . . ,  x„ 
un  système  de  variables  qui  ne  fassent  pas  partie  de  ces  inté- 
grales, et  désignons  par  ui  l'intégrale  du  système  de  Pfaff  qui 
se  réduit  à  Xipourx2p^\  =  «a^J^^,  ^  , .  ,,x„  =  x^.  L'expression  BJ 
pourra  être  ramenée  à  la  forme 

d\\  -f-  U,  du^  H- . . .  -f-  \jip  dujip, 

où  Fon  déduit  Ua  de  X^v  en  y  remplaçant  jti,  . . . ,  x^p  respecti- 
vement par  ;/, ,  ...,  U2p\  ^ay^+i»  •••j-^^//  par.  les  constantes 
^îp+i»  ••  'ï-^rt-  H  ^^^  ^^^  fonction  qui  se  réduit  à  zéro  pour 

11  est  bon  de  remarquer  que  H  se  déterminera  sans  difficulté 
par  une  quadrature,  quand  u^,  . . . ,  u^p  seront  connus.  Car  on  a 

dll  z=i  ej  —  U,  du^  — ...  —  U^y,  du^j , 

et  tout  sera  connu  dans  le  second  membre. 

Les  deux  théorèmes  qui  précèdent  conduisent  à  plusieurs  con- 
séquences. On  voit  tout  de  suite  que  les  divers  systèmes  d'équa- 
tions différentielles  auxquels  conduit  successivement  l'application 
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de  la  mt'lliodc  acquièrent  en  quelque  sorte  une  existence  indé- 
pendante. On  peut  écrire  chacun  d'eux  avant  d'avoir  intégré 
le  précédent.  M.  Mayer  avait  déjà  fait  des  remarques  analogues 
relativement  aux  systèmes  complètement  intégrables.  On  volt,  de 
plus,  qu'à  partir  du  second  système,  on  n'a  plus  d'indétermina- 
tion et  l'on  ne  rencontre  plus  que  des  formes  appartenant  aux 
deux  types  généraux. 

On  peut  faire  une  application  importante  des  résultats  qui  pré- 
cèdent à  la  forme  particulière  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soit 

(25)  p^  r=.J(Zy  a^ij    ...jÛT^yPti    -  '  *  f  Pn) 

une  équation  aux  dérivées  partielles,  où  pi  désigne  -y-^'  Il  est  clair 

que  l'intégration  de  celte  équation  est  équivalente  au  problème 
suivant  :  Annuler  la  forme 

%a'=^dz  —  fdx^  —  /?,  dx^  — ... — p^  dx^ 

ù 'in  variables  5, ^i , . . . ,  x^^p^j  • .  • ,/?//,  en  établissant  n  relations 
entre  ces  variables  ;  el  l'on  sait  que  la  solution  de.  ce  problème 
n'offre  aucune  difficulté  dès  que  6^  est  ramené  à  la  forme  cano- 
nique. Or,  Je  dis  que  pour  ramener  Sj  à  la  forme  canonique,  il 
suffira  d'intégrer  le  premier  système  de  Pfaff  relatif  à  cette 
forme. 

Ecrivons,  en  effet,  ce  système 

oOrf  —  é/e«  =  \  05  dt, 

ou  bien 

dflxx  —  <»fdxx  -h  dp^  ox^  —  0/?,  dx^  -t- . . .  4-  dpn  oj:,!  —  dx^  ^Pn 

=zldt( OZ  —  /or,  —  ...  —  pn  ^Xn)y 

ce  qui  donne  les  équations 

df—-^dx,  —  —  \fdt, 

uXi 

—  -r-^  dX4  -+-  d/Jf   ==  —  X/7j  dt, 
OXj 
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*  -  ,    ~  -      -  -  . 
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SINE  (E.)-  —  Handbuch  der  Kugelfungtionen.  Théorie  und  Anwendun- 
gen;  Zweiter  Band  :  Anwendungen  der  Kugelfunctionen  und  der  ver- 
WANDTEN  Functionen.  —  Berlin,  G.  Reiner,  1881  (*). 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  du  premier  Volume  de  la  nou- 
Ue  édition  que  publie  M.  Heine  (^)  de  son  Traité  des  fonctions 
hériques.  Le  second  Volume,  que  nous  avons  sous  les  yeux, 
rmine  TOuvrage  et  contient  les  applications  à  la  Physique  mathé- 
atique  et  à  la  théorie  des  quadratures  mécaniques.  En  fait,  les 
notions  sphériques  jouent  un  rôle  fondamental  dans  tous  les 
oblèmes  de  la  théorie  de  Fattraction  et  de  la  chaleur.  Exposer 
i  détail  toutes  leurs  applications  équivaudrait  à  écrire  un  Traité 
mplet  de  Physique  mathématique.  M.  Heine,  sans  avoir  cette 
étention,  a  passé  en  revue  les  problèmes  essentiels,  et  il  a  exposé 
s  résultats  les  plus  importants  acquis  à  cette  partie  de  la  science 
ir  les  beaux  travaux  de  Laplace,  de  Gauss,  de  Green,  de  Lamé 
aussi  par  ses  propres  recherches. 

La  première  Partie  traite  des  quadratures  mécaniques.  L'auteur 
aminé  avec  quelque  détail,  en  même  temps  que  la  méthode  de 
luss,  celle  de  Cotes  et  de  Newton,  fondée  sur  l'emploi  des  ordon- 
nes équidistantes.  Il  termine  en  exposant  ce  qui  concerne  la 
néralisation  de  la  méthode  de  Gauss  et  Tintégrale 


/ 
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La  seconde  Partie  traite  du  potentiel.  Un  premier  Chapitre 
•ntient  les  généralités  et  les  problèmes  relatifs  à  la  sphère.  Puis 
.  Heine  examine  successivement,  et  dans  des  Chapitres  séparés, 
îllipsoïde  de  révolution,  Tellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  le 
lindre,  le  cône,  l'emploi  de  la  méthode  des  rayons  vecteurs 
cîproques  et  son  application  à  deux  sphères,  ainsi  que  le  tore. 


;•)  Voir  Bulletin^  II,,  371. 

;')  Décédé  le  24  octobre  1881,  à  l'Age  de  61  ans. 

Bull,  det  Sciences  mathém.,  2*  série,  l.  VI.  (Février  i88i.)  /» 


La  Cmtôièiiu»  Partie  cnmpremi  les  ipplicatÊoiis»  k  la  Théorie  ansH 
Nûifue  tie  la  chalenr. 

Eutm.  une  «iiiaCrTèiiie  Partie,  -lasexpen  «ié^eloppée  •  ▼ùurt  pagesV 
«natpreml  Tétiide  'ie  ifoelqiies  qoesduns  ies^plns  simples  «fH^dro- 
«fvnsiniîipie. 

L'Oavnçp  «  té^nmine  p«ir  «pieliiiie!»  fapplêmeiits  aa  Toaie  I", 
#m  ranlenr  a  «n  ^urtAmt  pior  bat  «ie  diirc  «lonnaâtre  les  rccberches 
tes  pinti  imporlaaCie^*  ^Cifs  liepoûi  la  pabiiiratûia.  de  sou.  pccaûer 

lions  ne  po«rroiis  que  coolirmer  rapprécstCiftHi.  déjà  donnée  lots 

rChinnrage 


<ie  M.  Heine  «f^t  oa  véritable  serfice  rentia  à  la  Scâence:  cette 
aoo^efle  édîtioa.  â  ao^naentêe.  sesa  acciieil£e  ïirec  É&^eiir  et  exer- 
cera ane  infloence  nteile  sor  le  «ièveiâ>ppeiBen£  des  dihéacMs  ao 
prf>^rês  des^fM^Ocs  l'aoCear  a  déjà  si  noiaUemeaft  coocoora  par  ses 
travaux  persdaaeb.  G.   D. 


SELT1A30  X  .  —  scLt  BQViijma» 


Uaateiir  tait  reiaarqaer  qae  le  MêaMÙe  de  M.  Lecorma. 
daule  XLMIP  Cahier  daJ<iurmaI  de  rE^yjle  de  Polyieckmique, 
a^  trè»  opportanéaieat,  raatenê  Tatteatûm  des  ^réoaètres  sar  an 
sajet  qui  n'avait  pas  été  coQTe&ahleaMBt  approtbodi.  et  «{ai  pn- 
raiséaît  même  abandonné  dans  ces  derniers  lemps.  U  ajoate  que 
M.  Lecoma  a  iaî^i  nne  méthode  noanreile.  et  qaHl  a  établi  an  lien 
étroit  entre  la  qaesti«>n  m-fcaniqae  par  loi  traitée  et  la  théorie  géo- 
métriqae  de  la  déformation  des  >artaces.  Mja>  la  question  pare- 
ment mécanique  de  l'é»:|uîlibre  d'une  >urtace  fleuble  et  inexten- 
sible avait  été  âouvenl  étudié^»,  bien  que  son  historique  ne  soit 
pas.  à  la  vérité,  aussi  bien  établi  que  celui  d'autres  questions  moins 
intéressantes  et  moins  compliquées. 

Sans  remonter  jusqu'au  problème  de  la  voile  de  Jean  BemouUi* 
qui  dérive  de  la  théorie  de  la  courbe  fiiniculaire.  M.  Beltrami  fait 


'  ■;  3if:morie  delV  Accadfmyi  délie  Sciemze  dHl'  istituio  di  Boio^rmM,  i*  5èrHr. 
l,  lit:  i'».>î. 
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remarquer  que  Lagrange  (Méc.  anal.,  Partie  I,  Section  V,  Cha- 
pitre III,  §  II)  et  Poisson,  dans  son  Mémoire  de  i8i4,  Sur  les 
mr/aces  élastiques  (Mém,  de  UInst.  de  France,  18 12,  p.  167), 
ivaient  cherché  à  établir  une  théorie  générale  qui  s'applique,  en 
particulier,  au  cas  d*une  surface  flexible  et  inextensible.  Cisa  de 
jrésy,  dans  ses  Considérations  sur  V équilibre  des  surfaces 
ïexibles  et  inextensibles  {Mém,  de  VAc.  de  Turin,  P*  Série, 
.  XXIII,  1817),  n'a  fait  autre  chose  que  remettre  en  examen  et 
liscuter  les  hypothèses  et  les  formules  de  ces  deux  illustres  au- 
eurs.  S'ils  n'ont  pas  à  la  vérité  donné  les  véritables  équations  de 
'équilibre,  ils  ont  du  moins  indiqué  clairement  la  voie  à  suivre,  et 
eur  méthode  devait  se  prêter  à  l'emploi  des  coordonnées  curvi- 
ignes. 

Mais  M.  Beltrami  insiste  surtout  sur  les  recherches  de  Mossotti 
pi,  en  i85i,  a  consacré  une  des  leçons  de  son  cours  de  Méca- 
lique  rationnelle  à  l'étude  de  l'équilibre  des  surfaces  flexibles  et 
nextensibles,  en  l'accompagnant  de  quelques  exemples.  M.  Bel- 
rami  discute  ce  travail,  en  examinant  une  erreur  dans  laquelle 
!St  tombé  Mossotti,  erreur  qui  n'aflecte  pas  du  reste  les  applica- 
ions  faites  par  ce  géomètre. 

M.  Beltrami,  après  avoir  mis  en  évidence  par  des  considérations 
ztréroement  simples  les  imperfections  de  la  marche  suivie  par 
fossotti,  établit,  dans  l'article  2  de  son  travail,  le  principe  général 
le  l'équilibre,  et  de  cet  unique  principe  il  déduit  les  équations 
iidéfinies  et  les  équations  aux  limites  en  coordonnées  curvilignes 
3S  plus  générales.  C'est  une  application  très  élégante  du  principe 
es  vitesses  virtuelles.  De  ces  équations  d'équilibre  il  déduit  en- 
uite  une  théorie  de  la  tension  superficielle  qui  est  pleinement 
'accord  avec  celle  que  M.  Lecornu  a  obtenue  par  des  procédés 
éométriques. 

La  suite  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  de  plusieurs  cas 
'équilibre  remarquables  par  leur  simplicité  et  leur  généralité, 
l'un  d'eux  avait  été  signalé  par  Poisson,  les  autres  sont  nouveaux, 
let  important  travail  se  termine  par  l'étude  de  quelques  formules 
îlatives  à  la  déformation  infiniment  petite  d'une  surface  flexible 
t  inextensible.  M.  Beltrami  fait  remarquer  que  l'on  pourrait 
assi  écrire  les  équations  du  mouvement  d'une  telle  surface.  Mal- 
eureusement,  on  connaît  si   peu  de  surfaces  pour  lesquelles  on 
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puisse  résoudre  le  problème  de  la  déformation,  que  ces  équations 

auraient  peu  d'applications  utiles. 

G.  D. 


MÉLANGES. 

LISTE  DES  TRAVAUX  SUR  LES  OVALES  DE  OESGARTES; 

Pau  m.  V.  LIGUINE, 
Professeur  à  TUniversité  d'Odessa. 

Interrompu,  par  des  circonstances  particulières,  dans  la  prépa- 
ration d'une  monographie  sur  les  ovales  de  Descartes,  j'ai  cru  qu'il 
y  aurait  un  certain  intérêt  à  publier  séparément  cette  liste,  assez 
complète,  je  l'espère,  des  Ouvrages  et  Mémoires  concernant  ces 
courbes,  liste  que  j'ai  été  conduit  à  dresser  en  étudiant  Thistorique 
de  la  question.  Outre  les  travaux  d^une  certaine  étendue,  il  y  avait 
lieu  de  citer  beaucoup  de  questions,  proposées  sur  les  ovales  dans 
divers  journaux,  principalement  dans  V Educational  Times;  à  ces 
citations  j'ai  ajouté  les  énoncés  mêmes  des  théorèmes  à  démontrer, 
afin  d'épargner  aux  lecteurs  de  pénibles  recherches  et  de  présenter 
en  même  temps  une  suite  de  propriétés  relativement  moins  con- 
nues des  ovales. 


1637.  Descartes,  —  La  Géométrie.  Livre  II. 

1687.  Neivton,  —  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica. 
T.  I  :  De  motus  corporum,  lib.  I,  propositio  97,  pro- 
blema  47  et  cor.  1-2. 

1690.  Huygens,  —  Traité  de  la  lumière.  Ghap.  VI. 

1693.  Roberval.  —  De  geometrica  planarum  sequationum  resolu- 
tione  (Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de- 
puis  1666  jusqu'à  1699.  T.  VI,  p.  157-194). 

1799.  Montucla.  —  Histoire  des  Mathématiques.  T.  II,  p.  lag- 
i3o. 
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1823.  Quetelet,  —  Mémoire  sur  une  nouvelle  manière  de  consi- 

dérer les  caustiques  soit  par  réflexion  soit  par  réfraction 
(Nouveaux  Mémoires  de  l'Académie  de  Bruxelles,  t.  III, 
p.  89-140). 

1824.  Sturm.  —  Recherches  sur  les  caustiques  (Annales  de  Ger- 

gonne.  T.  XV,  p.  2o5-2i8). 

1827.  Quetelet,  — Résumé  d'une  nouvelle  théorie  des  caustiques 
(Nouv.  Mém.  de  l'Acad.  de  Bruxelles,  t.  IV). 

1829.  Quetelet.  —  Démonstration  et  développement  des  principes 

fondamentaux  de  la  théorie  des  caustiques  secondaires 
{Ibid.,  t.  V). 

Quetelet,  —  Des  surfaces  réfléchissantes  ou  dirimantes  qui 
ont  deux  foyers  conjugués  (Correspondance  mathéma- 
tique et  physique,  publiée  par  Quetelet.  T.  V,  p.  1-6). 

Quetelet,  —  Sur  les  lignes  dirimantes  à  deux  foyers  con- 
jugués {Ibid,y  p.  109-116). 

Chasles,  —  Sur  les  lignes  dirimantes  à  deux  foyers  conju- 
gués (Ibid,,  p.  1 16-120). 

Chasles,  —  Sur,  les  lignes  aplanétiques  (Ibid,,  p.  188-190). 

Quetelet,  — Sur  les  lignes  aplanétiques  (Ibid,,  p.  ipo-ujS). 

1830.  Plana,  — Mémoiresurlescaustiques(/6«V/.,  t.  VII,p.  1 10). 

1832.  Chasles,  —  Sur  les  propriétés  des  coniques  qui  ont  des 

foyers  communs  (Ibid,,  p.  295-29-). 

1833.  Quetelet.  —  Analogie  entre   la   théorie  des  causli(|ues  et 

celle  des  développantes  et  des  développées  (Traité  de  la 
lumière  par  llerschel.  T.  H,  Supplément6,  p.  o8o-4o'j). 

1837.  Chasles,  —  Aperçu  historique  sur  Torigine  et  le  dévelop- 
pement des  méthodes  en  Géométrie.  /\^  époque,  §  18,  et 
Note  21. 

1850.  Roberts  (  TVilliani),  —  Théorème  sur  les  arcs  des  lignes 
aplanétiques  (Journal  de  Ijouville,  ]'**  série,  t.  XV, 
p.   194-196). 
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1850.   Cayley.  —  Addition  au  Mémoire  sur  quelques  transmuta- 
tions des  lignes  courbes  {Ibid.^  p.  35 1 -356). 

1856.  Cayley,  —  A  Memoir  upon  Caustics  (Phîlos.  Transactions 

of  the  Royal  Society  ofLondon.  T.  CXLVII,  p.  273-312). 

1857.  Cayley.    —  On  the  Ovals  of  Descartes  (The  Quarlerly 

Journal  of  Mathem.  T.  I,  p.  320-328). 

L'auteur,  ayant  en  vue  d'exposer  plusieurs  détails  concernant 
l'histoire  des  recherches  sur  les  ovales  de  Descartes,  destine  ce 
premier  article  à  la  reproduction  textuelle  du  passage  de  la  Géo- 
métrie de  Descartes  relatif  aux  ovales. 

1858.  Mannheim,  —  Constructions  du  centre  de  courbure  de  la 

courbe,  lieu  des  points  dont  les  distances  à  deux  courbes 
données  sont  dans  un  rapport  constant  (Annali  di  Mate- 
mat,  pubblic.  da  Tortolini.  T.  I,  p.  364-309). 

1860.  Mannheim.  —  Application  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques  à  l'étude  des  anticaustiques  (Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques,  I"  série,  t.  XX,  p.  220- 

222). 

1862.  Mannheim.  —  Sur  les  arcs  des  courbes  planes  ou  sphé- 
riques  considérées  comme  enveloppes  de  cercles  (Journal 
de  Liouviile,  2®  série,  t.  VIT,  p.  121-1 35). 

1864.  Darboux.  —  Sur  les  sections  du  tore  (Nouv.  Ann.  de  Math., 
2**  série,  t.  III,  p.  i56-i65). 

Darboux,  —  Théorèmes  sur  l'intersection  d'une  sphère  et 
d'une  surface  du  second  degré  {Ibid,^  p.  199-202). 

1864.  Darboux,  —  Remarque  sur  la  théorie  des  surfaces  ortho- 
gonales (Comptes  rendus  de  l'Académie,  t.  LIX,  p.  240- 

242). 

GenocchL  —  Intorno  alla  rettificazione  e  aile  proprietà  délie 
caustiche  secondarie  (Annali  di  Matem.  pubblic.  da  Tor- 
tolini. T.  VI,  p.  97-1  a3). 

De  Trenque Iléon,  —  Sur  l'intersection  de  deux  cônes 
(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^  2®  Série,  t.  III, 
p.  539). 
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1866.  Crpfton,  —  On  certain  properties  of  ihe  Cartesian  Ovals, 

treated  by  the  method  of  veclorial  coordînales  (Proceed- 
ings  of  the  London  Mathem.  Society.  T,  I). 

Crofton,   —  Question  1924  (Mathem.  Questions  from  the 
«  Educational  Tiraes  »,  edited  by  Miller.  T.  VI,  p.  XVI). 

L'arc  d'un  ovale  de  Descartes  en  un  point  quelconque  P  fait  des 
angleb  égaux  avec  la  droite  tirée  de  P  vers  un  foyer  quelconque 
et  la  circonférence  passant  par  P  et  par  les  deux  autres  foyers 
(pour  la  solution  de  cette  question,  voir  le  même  Recueil, 
t.  XXV,  p.  17,  question  4793). 

ê 

Syhester.  —  Question  1990  (Ibid,,  p.  35,  70,  88;  voir  aussi 
Ibid.,  t.  VIII,  p.  69). 

L  Les  trois  points  où  une  cubique  circulaire  est  rencontrée  par 
une  transversale  quelconque  sont  les  foyers  d'un  ovale  de  Des- 
cartes passant  par  les  quatre  foyers  de  la  cubique.  H.  Lorsqu'une 
circonférence  et  une  droite  rencontrent  une  transversale  quel- 
conque en  trois  points,  ces  points  sont  les  foyers  d'un  ovale  de 
Descartes  appartenant  à  un  système  de  ces  ovales  ayant  entre 
eux  double  contact  en  deux  points  fixes.  (Le  second  théorème 
est  dû  à  i\l.  Crofton). 

1867.  Burnside.  —  Question  1874  {Ibid.  T.  VII,  p.  69). 

Appliquer  la  théorie  de  Plticker  à  la  détermination  des  foyers 
des  ovales  de  D. 

Sylvester,  —  Question  2332  {Ibid,,  p.  74). 

Démontrer  que  l'on  ne  peut  construire  que  deux  ovales  de  Des- 
cartes ayant  un  axe  donné  et  passant  par  quatre  points  donnés, 
et  faire  voir  conséquemment,  à  l'aide  de  la  proposition  I  de  la 
question  1990  (voir  plus  haut),  que  tous  les  ovales  que  l'on  peut 
mener  par  quatre  points  donnés  situés  sur  une  même  circonférence 
consistent  exclusivement  de  deux  tribus  (familles  de  familles) 
dont  les  foyers  se  trouvent  respectivement  sur  les  deux  cubiques 
circulaires  ayant  les  quatre  points  donnés  pour  foyers. 

Crofton.  —  Question  2280  {Ibid, y  t.  VIII,  p.  66). 

Un  ovale  de  Descartes  ou  une  ellipse  sont  rencontrés  par  une 
circonférence,  dont  un  diamètre  coïncide  avec  l'axe,  en  deux 
points  dont  les  coordonnées  bipolaires  relatives  à  deux  des  foyers 
sont  (r,  r')et  {s,  s').  Gela  posé,  si  l'on  mène  une  circonférence 
concentrique  à  la  première  et  tangente  à  la  courbe,  les* coordon- 
nées bipolaires  de  chaque  point  de  conlact  seront 
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1867.  Croflon,  —  On  various  properties  of  bicircular  quartics 

(Proceed.  of  ihe  Lond.  Math,  Soc,  t.  Il,  p.  33«44)- 

1868.  Cayley.  —  Question  2373  (Math.  Quest.  from  the  Educ. 

Times,  t.  IX,  p.  78). 

L*enveIoppe  d*un  cercle  variable  ayant  pour  diamètre  la  double 
ordonnée  d'une  cubique  rectangulaire  est  un  ovale  de  Descartes. 
(  L'expression  «  cubique  rectangulaire  »  est  employée  pour  dési- 
gner une  cubique  à  trois  asymptotes  réelles,  ayant  un  diamètre 
formant  un  angle  droit  avec  Tune  des  asymptotes  et  un  angle  de 
45®  avec  chacune  des  deux  autres,  c'est-à-dire  une  cubique 
ayant  pour  équation  a?^*  =  a?* -h  bx^-h  cx->r  d,) 

Darboux.  —  Note  sur  une  classe  de  courbes  du  quatrième 
degré  et  sur  Taddition  des  fonctions  elliptiques  (Annales 
de  l'École  Normale,  i'«  Série,  t.  IV). 

Panton,  —  Question  2562  (Ibid.,  p.  85). 

L'équation  d'un  ovale  de  Descartes,  le  foyer  triple  étant  pris 
pour  origine,  est 

[a7«-+-7»— (Py  -4-  7a  -+-  ap)]*H-  4apY[^^~-  (*  +  P-+-  T)]  =  <^» 

où  a,  p,  Y  expriment  les  distances  des  trois  foyers  simples  au 
foyer  triple. 

1869.  Panton.  —  Question  2622  {Ibid.,  t.  XI,  p.  56). 

L'équation  qui  relie  les  distances  (ri,  rt,  r^)  d'un  point  quel- 
conque pris  sur  un  ovale  de  Descartes  aux  foyers  est 

(p  _  Y)ai  r, -h  (y  — «)?*/-!+ (a  — P)Y' '•»=<>» 
a,  p,  Y  désignant  les  distances  des  foyers  au  foyer  triple. 

Roberts  {Samuel),  —  Question 2888 ( 76 irf.,  t.  XII,  p.  94). 
Lorsqu'un  ovale  de  Descartes  a  deux  foyers  axiaux  imaginaires 
et  par  conséquent  deux  foyers  extra-axiaux  réels,  la  tangente  en 
un  point  quelconque  est  la  bissectrice  (intérieure  ou  extérieure) 
de  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  axial  réel 
et  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  les  foyers  extra-axiaux  et  le 
point  de  contact,  le  rayon  étant  mené  à  ce  dernier  point.  Pro- 
priété correspondante  pour  une  conique. 

Casey, —  On  bicircular  quartics  (Transactions  of  the  Royal 
*Irish  Academy,  t.  XXIV,  p.  457-569). 

1870.  Roberts  (  5.).  —  On  the  ovals  of  Descartes  (Proceed.  of  the 

Lond.  Math.  Soc,  t.  Ill,  p.  106- ia6). 


MÉLANGES.  4^ 

170.  Roberts  (*?.). —  Question  3151.  (Math.  Quest.  from  the  Ed. 
Times,  t.  XIV,  p.  21). 

Dans  un  ovale  de  Descartes  à  nœud  fini  (limaçon  à  nœud),  la 
différence  entre  les  longueurs  des  boucles  est  égale  à  quatre 
fois  la  distance  des  sommets. 

Crofton,  —  Question  2111  (Ibid,), 

Dans  un  ovale  de  Descartes  dont  les  deux,  foyers  intérieurs 
coïncident,  la  différence  des  deux  arcs  interceptés  par  deux, 
transversales  quelconques  menées  du  foyer  extérieur  est  égale  à 
une  portion  de  droite  que  Ton  peut  déterminer. 

{72.  Cayley.  —  Note  on  the  Cartesian  (Quarterly  Journ.  of 
Math.,  t.  XII,  p.  16-19). 

Darboux.  — Mémoire  sur  une  classe  remarquable  de  courbes 
et  de  surfaces  (Société  des  Sciences  physiques  et  natu- 
relles de  Bordeaux,  t.. VIII  et  IX,  i*""  Série). 

Î73-  Roberts  (S.).  —  Note  on  the  expression  of  the  length  of 
ihearc  of  a  Cartesian  by  elllptic  functions  (Proceed.  of 
the  Lond.  Math.  Soc,  t.  V,  p.  6-9). 

Clifford,  —  Question  4010  (Math.  Quest.  from  the  Educ. 
Times,  t.  XIX,  p.  ^3). 

Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  du  second  degré  sont 
projetées  d'un  ombilic  sur  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  en 
ce  point  suivant  une  série  d'ovales  de  Descartes  confocaux. 

874.  Roberts  (S.).  —  Question  4242  (Ibid,,  t.  XXI,  p.  91). 

Deux  ovales  de  Descartes  conjugués  rencontrent  l'axe  en  quatre 
points  réels  A,  B,  C,  D,  dans  l'ordre  môme  de  ces  lettres.  Les 
diamètres  axiaux  peuvent  alors  être  groupés  en  trois  paires 
(AB,CD),  (AC,  BD),  (AD,  BC).  Si  l'on  construit  trois  ellipses 
ayant  leurs  demi-diamètres  principaux  égaux  aux  trois  paires  de 
diamètres  des  ovales,  la  circonférence  de  l'ovale  extérieur  sera 
égale  à  la  demi-somme  des  circonférences  des  ellipses  construites 
sur  (ACjBD),  (AB,  CD),  la  circonférence  de  l'ovale  intérieur 
sera  égale  à  la  demi-différence  des  circonférences  des  mêmes 
ellipses,  et  les  arcs  des  ovales  compris  entre  l'axe  et  les  points  de 
contact  des  tangentes  menées  du  foyer  extérieur  seront  expri- 
mables à  l'aide  d'arcs  de  la  troisième  ellipse  et  des  circonfé- 
rences des  premières. 
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1874.  Panton,  —  Question  4279  (Ibid.j  p.  89). 

La  somme  des  aires  des  deux  ovales  de  Descartes  conjugués  est 
égale  au  double  de  Taire  du  cercle  qui  a  le  foyer  triple  pour  centre 
et  qui  passe  par  les  points  de  contact  de  la  tangente  double. 

Catalan,  —  Question  27  (Nouvelle  Corresp.  Mathém.,  1. 1, 

p.  67). 

Un  quadrilatère  ÂBCD  articulé  en  A,  B,  C,  D  a  pour  axe  de 
symétrie  la  diagonale  AC.  De  plus,  le  côté  AB  est  fixe.  Cela  étant, 
le  lieu  du  point  de  rencontre  des  côtés  AD,  BG  est  un  ovale  de 
Descartes  (Pour  la  solution  de  cette  question,  voir  le  même 
Recueil,  t.  II,  p.  89). 

1875.  Merrifield.  —  Question  4621  (Mathem.  Quest.  from  the 

Educ.  Times,  t.  XXIII,  p.  64). 

L'équation  bipolaire  d'un  ovale  de  Descartes  dont  les  foyers 
sont  F  et  Q  est 

P       ^ 

Si  Ton  pose  PQ  =  c,  le  troisième  foyer  R  est  déterminé  par  la 
relation 


QR:pr=(.-£;):(.-^). 


et  rindice  de  réfraction  est entre  P  et  Q,  ip  -7  entre  Q  et  R 


et  ±  —  entre  R  et  P. 
c 


Cajley.  —  On  the  expression  of  the  coordinates  of  a  point 
of  a  quartic  curve  as  func lions  of  a  parameter  (Proceed. 
of  the  Lond.  Math.  Soc.,  t.  VI,  p.  81 -83). 

Johnson.  —  Bipolar  équations.  Cartesian  ovals  (The  Ana- 
lyst,  t.  II,  p.  106-118). 

1876.   Crofton,  —  Question  4795  (Mathem  Quest.  from  the  Educ. 
Tim.,  t.  XXV,  p.  17). 

Voir  la  question  i92i  du  même  Recueil,  t.  VI,  p.  XVI. 

Wolstenholme,  —  Question  4926  (Ibid.y  p.  5i). 

Si  dans  un  ovale  de  Descartes  on  mène  des  cordes  par  le  foyer 
triple,  le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes  est 

(/^— 3y)(''*  — Y3t)(/-2  — a?)-+-a2?«Y»sin*0  =  0. 
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1876.    TVilliamson,  —  Question  4901  {Ibid,,  p.  65  ). 

Si  P  est  un  point  quelconque  d'un  ovale  de  Descartes,  G  le 
centre  de  courbure  correspondant  et  N  le  point  où  PG  rencontre 
Taxe  de  la  courbe,  on  a 

NG  ^  sinasinpsinY 
PC  "  smÔ  ' 

a,  p,  Y  désignant  les  angles  formés  par  PG  avec  les  trois  rayons 
vecteurs  du  point  P  menés  des  foyers  et  6  étant  Tangle  entre  PG 
et  Taxe  delà  courbe.  (Gette  propriété  fournit  une  construction 
géométrique  du  centre  de  courbure  de  Tovale  de  D.  en  un  point 
quelconque  de  cette  courbe.) 

Sylvester,  —  Question  4922  (Ibid.,  p.  68). 

En  partant  de  la  définition  primitive  d*un  ovale  de  Descartes, 
trouver  Téquation  polaire  de  cette  courbe,  un  foyer  étant  pris 
pour  pôle  et  la  droite  qui  joint  les  deux  foyers  pour  axe  polaire, 
et  en  déduire  l'existence  d'un  troisième  foyer  sur  la  droite  pas- 
sant par  les  deux  premiers. 

Cro/ton.  —  Question  5082  (Ibid.j  t.  XXVI,  p.  79). 

Si  0  est  l'angle  au  sommet  dans  un  triangle,  dont  la  base  est 
une  ligne  fwe  AB  =  2  c,  et  si  x,y  sont  les  coordonnées  du  som- 
met, on  a 

/•  /* 

sinÔctrrf^  =  8  c(a  —  c). 


ff 


l'intégration  étant  étendue  sur  un  ovale  de  Descartes  quelconque, 
dont  les  foyers  intérieurs  sont  A,  B  et  dont  l'axe  est  2a. 

1877.  Boberts  (R.-A.).  —  Question  5069  (Ibid.,  t.  XXVU,  p.  24). 

Le  lieu  des  foyers  triples  d'une  série  d'ovales  de  Descartes 
passant  par  cinq  points  fixes  est  une  hyperbole  équilatère. 

Cajley.  —  On  tlie  construction  of  Cartesian  (Quarterly 
Joum.  of  Math.,  t.  XV,  p.  34). 

Williamson.  —  Note  on  the  Cartesian  Oval  (An  elementary 
Treatise  on  thedifferential  Calculus.3''*edit.,p.4i  i-4i6). 

1878.  Darboux.  —  Sur  la  rectification  des  ovales  de  Descartes 

(Comptes  rendus  de  FAcad.,  t.  LXXXVII,  p.  SgS-Sgj). 

Darboux, —  Addition  à  la  Note  sur  la  rectification  des  ovales 
de  Descartes  (/61V/.,  p.  741). 
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1878.  Roberis  {R.-A.).  —  Question  5S53  (Mathem.  Quest.  from 

the  Educ.  Times,  t.  XXIX,  p.  86). 

Les  points  àe  contact  des  tangentes  parallèles  menées  à  un 
ovale  de  Descartes  sont  situés  sur  une  conique  qui  passe  par 
quatre  points  fixes. 

Miller.  —  Question  48a6  {Ibid,j  l.  XXX,  p.  ao). 

Étant  donnés  les  trois  foyers  axiaux,  d'un  ovale  de  Descartes,  le 
lieu  des  points  de  contact  de  sa  tangente  double  est  la  conique 

3,  ^,  Y  désignant  les  distances  des  foyers  à  Torigine. 

1879.  Ribaucour.  —  Mémoire  sur  les  courbes  enveloppes  de  cer- 

cles et  sur  les  surfaces  enveloppes  de  sphères.  (Nouv.  Cor- 
resp.  Math.,  t.  V). 

1880.  Dewulf, —  Extrait  d'une  Lettre.  (Nouv.  Annales  de  Math., 

2*  Série,  t.  XIX,  p.  4^8-4^}))- 

L*autear  propose  une  nouvelle  construction  de  la  tangente  à 
un  ovale  de  Descartes.  On  donne  une  circonférence  de  cercle 
dont  le  centre  est  le  point  G,  et  un  point  fixe  Â.  On  sait  que  le 
lieu  géométrique  des  points  dont  les  distances  au  point  A  et  au 
cercle  (C)  sont  dans  un  rapport  constant  est  un  ovale  de  Des> 
cartes.  Soient  P  un  point  de  la  courbe,  N  le  point  où  PC  coupe 
le  cercle  (G).  Si  Ton  élève  en  P  une  perpendiculaire  à  PG  qui 
coupe  AG  en  P',  si  Ton  mène  par  P'  une  parallèle  à  AN  qui 
coupe  en  P'  la  perpendiculaire  en  P  à  AP,  si,  ensuite,  on  élève 
en  P'  une  perpendiculaire  à  PP  et  en  P*  une  perpendiculaire  à 
PP',  ces  perpendiculaires  se  coupent  en  un  point  Q,  et  la  droite 
PQ  est  la  tangente  en  P  à  l'ovale  de  Descartes. 

Williarnson.   —    Question   6177  (Math.  Quest.  from  ihc 
Educ.  Times,  t.  XXXIII,  p.  85). 

Désignons  par  F,  F|,  Fj  les  trois  foyers  des  ovales  de  Descarlcs, 
Fj  étant  le  fo>er  extérieur,  et  posons  FFi  =  Cj,  FFj=Ci, 
F|Fi=  c\  alors,  si  rt\r-\-  Ir^  =  /icj  est  Féquation  de  Tovale  inté- 
rieur rapporté  à  F  et  Fj,  i*  son  équation  rapportée  à  F  et  Fj  est 

et  son  équation  rapportée  à  Fi  et  Fj  est  mr^  —  nri  =  ic;  2* pour 
avoir  les  équations  correspondantes  de  l'ovale  extérieur,  il  suffit 
(le,  cliangrr  /en     -/  dans  les  équations  précédentes. 
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1881.  D'Ocagne.  —  Sur  la  construction  de  la  normale  dans  un 
certain  mode  de  génération  des  courbes  planes  (Nouvelles 
Annales  de  Math.,  i^  série,  t.  XX,  p.  199-200). 

Lignine.  —   Sur   les   aires  des    courbes    anallagmatiques 
(Bulletin  des  Sciences  Math.,  2®  série,  t.  V,  p.  25o-264). 

188â.  Barbarin.  — Note  sur  les  coordonnées  bipolaires  (Nouv. 
Annales  de  Math.,  3*^  série,  t.  I,  p.  i5-28). 
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SUR  LE  PROBLÈME  DE  PFAFF; 

Par   m.  g.  DARBOUX. 
(Suite.) 

DEUXiÈMB    PAETIE. 
VIII. 

La  proposition  relative  aux  propriétés  d'invariance  du  sys- 
tème (10),  qui  nous  a  été  si  utile  dans  la  première  Partie  de  ce 
travail,  est  susceptible  d'une  généralisation  que  nous  allons  main- 
tenant exposer. 

Considérons,  en  même  temps  que  la  forme 

d'autres  formes  S^,  BJ,  . . . ,  B^y  définies  par  les  équations 

Assujettissons  les  variables  ûCi  et  des  variables  ti  à  satisfaire  aux 
équations  différentielles 

Iaiidwi  -h. .  .-hanida^n  =X}^/i-h  XJf//, -h.  .  .-hX^dtp, 

ai„dxi-{',,.-^an„djc„z=X},dty-h -+-Xg^/p, 

Ixç*»  é/^i  -f- . . .  H-  x;;^'  da-n  =  o, 

Xf» r/.r,-h.  .  . -h  \f/'  ' d.vn^o, 
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qui  sont  au  nombre  de  n  -t-/>  —  i ,  et  qui,  par  conséquent,  forment 
un  système  déterminé.  On  peut  écrire  ces  équations  sous  la  forme 
abrégée 

^^^  i  eir«  =  o,    ...,    eiSii  =  o, 

en  supposant  que  la  première  ait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  attri- 
buées aux  difTérentielles  auxiliaires  o. 

Le  système  (i)  étant  écrit  sous  la  forme  (2),  on  reconnaît  immé- 
diatement qu*il  exprime  des  propriétés  indépendantes  de  tout 
choix  de  variables,  et,  par  conséquent,  il  aura  les  propriétés  d^in- 
variance  du  système  {10)  de  notre  première  Partie. 

Si  Ton  remplace  les  variables  Xi  par  n  variables  j^'/,  et  que  la 
forme  Hj  devienne 

le  système  (1)  prendra  la  forme 

'^11  <v,      4- . . .  H-  6«,  dvn     r=  Y|  C?/|  4- . . .  -h  Yf  c?/p. 


> 


(3) 


Vr*^v,  4-...4-Yr'rf7«  =0, 


Yr-'<>'«H-...  +  Vr-»rt[rnZ=o, 


les  quantités  bik  ayant  la  sip^nification  déjà  donnée. 

Si  l'on  considère  maintenant  une  nouvelle  forme  B^'',  le  quo- 
tient 

q  désignant  l'une  quelconque  des  variables  ^i,. . .,  ^„,  se  transfor- 
mera dans  l'expression 

Y«p1^4-       -f-Y»/»^. 
^»    dt^  ^-^   ^-ï«    ^^^» 

et  il  se  formera  de  la  même  manière,  soit  au  moyen  des  anciennes 
variables  et  du  système  (i),  soit  au  moyen  des  nouvelles  et  du 
système  (3).  En  d'autres  termes,   ce   quotient  sera   un  invariant 
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absolu  pour  tout  changement  de  variables.  Il  n'y  a,  d'ailleurs, 
aucune  difficulté  à  le  calculer;  il  suffit  d'éliminer  entre  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  les  différentielles  dxi^  du,  et  l'on  obtient  le 
résultat  suivant  : 

Posons,  pour  abréger, 

a,i      ...      ani     X}     ...    Xf 


(5) 


e5 


es 


x\^p 


...    ... 


XA 


xr"  o 


On  trouvera,  par  «xemple, 


(6) 


dtn 


es 


ei 


eS"^ 


X'' 


Remarquons  que,  si  l'on  avait  p  =  ij  le  dénominateur  devrait 
être  remplacé  par 


A  =  Sihaii. .  .fln»' 


D'après  cela,  si  l'on  considère  a/i  formes  et  que  l'on  désigne, 
pour  un  moment,  par  A^  le  déterminant 


les  quotients 


ei 


A./»         A;,_i  Al 

Â '      Â '       *  "'      "Â~ 


sont  des  invariants  absolus.  Mais  on  a 


(-,)«A„  = 


■A..  ...         ^1 


Xi 


X» 
n 


XJ^» 


X}'» 


xr* 


Xi/i 


et  il  est  aisé  de  voir  que,  si  l'on  remplace  les  variables  Xi  par 
d'autres  variables  jk<,  chacun  des  déterminants  qui  figurent  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  se  reproduit  multiplié  par  le 
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(It'ienniluni  tond  ion nel 

#)t  jr|. . .  Jf«) 

ou  déterminant  de  la  substi talion.  Donc  Aj,  et,  par  conséquent, 

A«   , A,.  A  se  reproduisent  multipliés  par  le  carré  de  ce 

déterminant. 

Par  suite,  toutes  les  fonctions 

\     ^i       ^i       ...      ej     I 

I  <*r '  ^r^  ...  ^^  ) 

s^int  des  invariants  relatifs  que  Von  transformera  en  ifwariants 
«lits** fus  m  fes  fiii-isani  par  l'une  d*elles^j>ar  exemple  par  A. 

Je  no   nrarréterai  pas  à  montrer  comment  on  peut  exprimer 
toutes  ces   fonctions  au   moven  des   plus  simples  d'entre  elles 

[    •  et  je  me  contenterai,  pour  cet  objet,  de  renvoyer  à  mon 

M é moin'  Sur  la  théorie  algébrique  des  formes  quadratiques, 
où  S'*  tmuve  résolue  un**  tfuestion  analogue.  Mais  il  y  a  une  pro- 
prit'tô  que  j'établirai  en  terminant  cet  article  :  Toutes  les/ois  que 
Cr's  in^'f triants  contiendront  sur  leurs  deux  lignes  la  forme  Bd 
cll<^mémt\  qu'ils  tiuronty  par  conséquent^  pour  expression 

à  _  ^  ^''      ^*'      '  "      ^    ! 

ils  jouirv'nt  dr  la  propriété  de  se  reproduire  multipliés  par  une 
f*uiss:rcr'  d'-  :,  quand  on  remplacera  la  forme  B^  par  p^d* 
:  <:;':•'.   ;*•:///<•///■*.  une  tofnUion  quelconque  des  variables  indé- 

Kn  ortVt,  considér\nis  l'expression  de  A  sous  forme  de  déter- 
mina ni 

il..         ...        '1,1        \|       Aï       •  • .       ^1    ' 


»     *     • 

*    «    » 

•    •    • 

«Ni 

•    ■    • 

•    •    • 

•    •   • 

••  •  1 

\, 

*    *    ft 

\, 

O 

O 

O 

\,:  • 

.  .  . 

\î-« 

»* 

o 

O 

\: 

•       •       «       « 

•     • 

*    • 
«  1 

•»      1 
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Si  Ton  multiplie  Sa  par  p,  il  faudra,  dans  le  déterminant  pré- 


d? 


dp 


cèdent,  remplacer  X/  par  pX/,  aik  par  pa/A+X/  -r-^  — X^ 
Après  avoir  effectué  celte  substitution,  ajoutons  à  la  Â**^™°  ligne 
la  /H-i»^"™*'  multipliée  par  —  -;r-^»  età  la  i'*"°colonnela /i  +  i**"** 

multipliée  par  -  j-^  •  Nous  obtiendrons  alors  Fancienne  expression 

de  Ay  où  tout  élément  compris  dans  le  carré  formé  par  les  /i  +  i 
premières  lignes  et  colonnes  aura  été  multiplié  par  p.  Le  déter- 
minant A  se  reproduira  donc  multiplié  par  p""^*"^. 


IX. 


Nous  allons  appliquer  les  propositions  précédentes,  mais  en 
considérant  seulement  les  formes  les  plus  générales.  Nous  avons 
vu,  d'ailleurs,  à  l'article  VII,  que  tous  les  cas  peuvent  se  ramener 
presque  immédiatement  à  ceux  que  nous  avons  Tintention  d'étu- 
dier. 

Supposons  d'abord  n  pair  et  égal  à  ^yn,  La  forme  réduite  peut 
alors  s'écrire 


je  considérerai  seulement  les  deux  Invariants  suivants. 

Le  premier  s'obtient  avec  la  forme  fondamentale  et  la  diffé- 
rentielle d'une  fonction  quelconque  9;  son  expression  générale  est 


(7) 


«11 

a„ 

•  •     «/Il 

X. 

«i, 

•  •   •            •  < 

f^nt 

X, 

do  \ 

1      .' 

•      •      • 

«1» 

•     •     •                 •     i 

•        ... 

•    •    • 

x„ 

Ô^ 

d«p 

do 

o 

dxi     âxf 


dxn 


Nous  emploierons  avec  Clebsch  le  symbole  (cp)  pour  désigner  le 
quotient 

(B) 


e. 


(©)  =  -?    "  i, 


qui  sera  un  Invariant  absolu. 

BuU.  des  Sciences  mathém.y  ii*  série,  l.  VI.  (Février  i88:î.) 


j 
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l.  IX,  p.  370).  M.  Mayer  a  montré  que,  si  Ton  considère  trois 
fonctions  cp,  'i,  -y^  des  2//i  4-  i  variables  z,  Xi,  pkj  on  a 

(  [?['}7.J]  +  ['1'[7.?]]  +  [X[?'Î']] 

S!  Ton  applique  cette  relation  à  trois  fonctions  ne  contenant  pas  z, 
on  en  déduit  la  relation  de  Jacobi 

(i4)  (?(^.))  -+-  ('Kz?))  -^-  (xCçi'))  -  o, 

entre  les  symboles  (9^). 

Si  l'on  pose  y^  =  ;;,  et  si  Ton  suppose  les  fonctions  '>?,  ^  indé- 
pendantes de  z,  on  trouve  de  même 

(i5)  (?('l'))-('K?))  =  (?'l')4-((o^.)). 

Telles  sont  les  deux  relations  qui  servent  de  base  à  la  méthode 
dHntégration  de  Clebsch. 


X. 

Je  vais  faire  une  application  des  résultats  qui  précèdent  àPétude 
des  relations  entre  deux  réduites  différentes  d^une  même  forme. 
Considérons  une  expression  différentielle  B^  et  soit 

une  première  forme  réduite  ;  je  dis  d'abord  que,  toutes  les  fois  que 
Ton  pourra  trouver  m  fonctions  X|,  . . .,  X^,  donnant  naissance  à 
une  identité  de  la  forme 

(16)  pida\-r-.  .  .-hpmdjTm^PidXi  -h.  .  .-4-  P,„dX„tj 

le  second  membre  de  cette  égalité  sera  une  forme  réduite  nouvelle. 
Pour  cela,  il  suffira  de  démontrer  que  les  fonctions  X/,  P^  sont 
indépendantes,  et  cela  est  à  peu  près  évident;  car  s'il  y  avait  une 
ou  plusieurs  relations  entre  les  variables  X/,  P^t,  on  pourrait,  au 
moyen  de  ces  relations,  exprimer  quelques-unes  de  ces  fonctions 
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au  moyen  des  autres^  et  par  conséquent  ramener 

à  une  forme  normale  contenant  moins  de  2 m  fonctions.  Oosait 
que  cela  est  impossible  et  Ton  peut  conclure  que,  si  m  fonctions  X, 
satisfont  à  Téquation  (16),  le  second  membre  de  cette  équation 
sera  certainement  une  nouvelle  forme  réduite  de  Oj.  En  d'aulres 
termes,  les  fonctions  X,-,  P*  seront  indépendantes. 

Cela  posé,  les  deux  symboles  (  cp  ),(  îpt};  ),  étant  des  invariants  abso- 
lus, conserveront  la  même  valeur  quand  on  les  formera  en  consi- 
dérant çp,  '},  soit  comme  des  fonctions  de  X/,  P^,  soit  comme  des 
fonctions  de  j:,,  pi^. 

On  aura  donc 


(  I*"  ) 

^  ^  ^^  à^    d^        d^    d'^  V  ^?    ^^        ^?    ^4* 

^  dfi  dxi      ôpi  OXi  ^  Z^  dP/  d\i      d\i  dVi 

Appliquant  ces  équations  générales  aux  fonctions  X/,  Vu  elles- 
mêmes,  nous  obtenons  sans  difficulté  les  équations  suivantes 

(    (P.)=Pn       (X,)=0, 
^'    ^     |(P,X,)  =  I,      (P/X^)=:o,      (X,X^)=0,      (P/P^)=o. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  m  fonctions  X/  des  a  m  variables  Xi^  pk  satisfont  à  une 
identité  différentielle  de  la  forme 

P,C?X,  H-.  .  .-i-  P,nd\,n^=P\dx^  -H.  .  ,-^Pmdx,nt 

les  1  m  fonctions  ^iPfçSont  indépendantes  et  elles  satisfont  aux 
relations 

(P,)r=P,,       (X,)z^O, 

(P,X,)=::,     (P,X^)=o,     (X,Xa.)  =  o,     (P,P,.)  =  o. 

Les  deux  premières  équations  expriment  queP/  est  une  fonction 
homogène  de  degré  i  et  X/  une  fonction  homogène  de  degré  o 
des  variables  /?^.  C'est  ce  que  mettent  en  évidence  les  équations 
finies  données  par  Clebscb,  qui  permettent  de  passer  d'une  forme 
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normale  à  toute  autre.  Je  ne  reviens  pas  sur  ce  point,  qui  est  bien 
connu. 

Je  vais  maintenant  établir  une  proposition  fondamentale  et  dont 
M.  Lie  a  fait  le  plus  heureux  usage  dans  sa  théorie  des  groupes  : 
Si  l'on  a  k  fonctions  indépendantes^^  j  X21 .  • .,  insatisfaisant 
aux  équations 

(\i)  —  0,      (XfX/i)=:0, 

il  sera  possible  de  trouver  une  forme  normale  dont  feront  partie 
les  k  fonctions 

=Pidxi-^, ,  ,-hpmdXm. 

Je  commencerai  par  démontrer  cette  proposition  dans  le  ca$ 
où  Ton  a  une  seule  fonction  Xi.  Alors,  je  détermine  une  fonction 
Pi  par  les  deux  équations 

(19)  (Pi)  =  P„     (PiX,)  =  i. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  équations  ne  sont  pas  incompatibles. 
La  première  nous  montre  que  Ton  aura 

et,  si  nous  nous  rappelons  qu'en  vertu  de  Téquation 

à  laquelle  satisfait  X|,  cette  fonction  est  homogène  de  degré  zéro 
par  rapport  aux  variables />|,  nous  reconnaîtrons  sans  difBculté  que 

Téquation 

(P.X.)  =  i 

se  réduit  à  une  relation  entre  les  dérivées  de  ç  et  les  variables 

j:/,  —  dont  elle  dépend.  Ainsi,  il  est  toujours  possible,  et  d'une 
Pi 

infinité  de  manières,  de  déterminer  une  fonction  P|  satisfaisant 
aux  deux  équations  (19).  H  suffira  de  prendre  une  inlégrale  d'une 
équation  linéaire  à  2m  —  i  variables  indf''pendanlrs. 
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Supposons  donc  P|  déterminé.  Considérant  la  fomic 

nous  allons  faire  voir  qu*ellc  appartient  au  type 
(20)  F,é/X,H-...^P^t/X^, 

ce  qui  démontrera  la  proposition  que  nous  avons  en  vue. 

Pour  cela,  j'écris  le  système  des  équations  différentielles  de  Pfaff, 
relatif  à  cette  forme  Urf.  On  a 

8Urf  —  dUi^^pidxi  —  cÇpiSxi  -h . . .  -h  é/PiSX,  —  t/X» 8P,, 

ce  qui  permet  de  former  les  équations  différentielles  cherchées  sous 
la  forme  suivante 

Je  vais  démontrer  que  ces  a  m  équations  peuvent  être  vérifiées 
sans  que  l'on  fasse  a  =  o  et  que  deux  d'entre  elles  sont  la  consé- 
quence des  autres.  Introduisons  les  inconnues  auxiliaires  rfX|,  rfPi 
en  fonction  desquelles  les  différentielles  rfj:/,  dpi  se  déterminent; 
et  essayons  de  déterminer  rfX| ,  rfPj  en  portant  les  valeurs  de  e/x/, 
dpfi  dans  les  expressions  développées  de  rfX|,  t/P|, 

nous  obtiendrons  ainsi  les  deux  équations 

[(P,x.)  -  i](rfp,  +  ÀP.rfo  =  idt[(P,)  -  p.], 

[(P.X,)-i]rfX,  =  Xrf^(X,), 

qui  sont  identiquement  vérifîces.  Donc  les  équations  (ai)  peuvent 
être  vérifiées  sans  qu'on  fasse  )>  =  o;  elles  admettent  une  indélcr- 
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minatîon  du  second  degré,  et  par  suite  la  forme  U^  appartient  au 
type  (ao),  comme  11  fallait  Tétablir. 

Il  nous  reste  à  démontrer  d'une  manière  générale  que,  si  l'on  a 
k  fonctions  indépendantes  X|,  . . . ,  X^,  satisfaisant  aux  équations 

(Xh)  —  o,     (\,^Xh')  —  o, 

il  sera  possible  de  trouver  une  forme  normale  dont  elles  fassent 
partie.  Puisque  nous  avons  démontré  le  théorème  pour  une  fonc- 
tion, il  suffit  de  prouver  que,  s'il  est  vrai  pour  Âr  —  i  fonctions 
X|,  . . .,  X*_|,  il  sera  vrai  pour  une  fonction  de  plus,  V,  sous  la 
condition  que  cette  fonction  V  satisfasse  aux  équations 

(")  (V)^o,     (VX,)  =  o, 

et  ne  soit  liée  aux  premières  par  aucune  relation,  indépendante 
des  variables. 
Soit 

une  des  formes  normales  dont  font  partie  les  k  —  i  fonctions 
X|,  . . .,  Xa_|.  Si  Ton  exprime  V  au  moyen  des  variables  X,-,  P^, 
les  équations  (22)  deviendront,  en  vertu  des  propriétés  d'inva- 
riance des  symboles  (<p),  (<f  J^), 

La  fonction  V  est  donc  indépendante  de  P|,  . . . ,  P^_| ,  mais  elle 
ne  l'est  pas  nécessairement  de  X|,  ...,  X^_|.  Faisons  pour  un 
instant  ces  dernières  variables  constantes.  Gomme,  par  hypothèse, 
la  fonction  V  n'en  dépend  pas  uniquement,  elle  demeure  variable; 
et  comme  elle  satisfait  à  la  première  des  équations  (28),  on  voit, 
d'après  la  proposition  démontrée  en  premier  lieu,  que  l'on  pourra 
ramener 

à  une  forme  normale 

P'kd\-h  Pi„  rfX',,,  + . . .  +  P'„ rfX'„, , 
qui  contiendra  V.  Mais  on  a  regardé  X|,  .  .  .,  X^;   1  comme  con- 
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slantes;  si  on  les  rend  variables,  Texpression  précédente  s^augmen- 
lera  de  termes  en  tffXi,  • . . ,  d\k-i  6t  i*on  aura,  par  conséquent 

Ainsi  la  forme  normale  primitive 

P,é/X,  -h. .  .-hP^_,rfXx-,  ^  PkdXi,  ^. .  .^  P^€fV« 

se  changera  dans  la  suivante 

(P,-hA,)é/X,-+-...+  (P^_,--Ax._i)€/Xx-, 
-^  P\.d\  ^  Fi,,  dX',,,  4- . . .  ^  P..^X'^, 

qui  contient  bien  les  k  fonctions 

X,,   . . . ,  Xji._|,  \  ; 

le  théorème  est  donc  démontré  généralement. 

En  résumé,  nous  pouvons  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Toutes  les  fois  que  l'on  aura  des  fonctions  indépendantes 
X|,  ...,  ILr  des  variables  j:/, /?a,  homogènes  et  de  degré  zéro 
par  rapport  aux  variables  pi^  et  satisfaisant  en  outre  auX 
équations 

(X.Xp)rzzO, 

il  sera  possible  de  leur  adjoindre  ini  —  r  autres  fonctions  don-- 
nant  naissance  à  r  identité  différentielle 

p^dXi-^-,  .  .-hpmdx,n=PidXi-h,  .  ,-^P,ndX,„. 

Le  cas  oit  r=  m  n'est  pas  exclu.  Les  fonctions  X,,  P/  seront 
toutes  homogènes  par  rapport  aux  variables  pi,  les  premières 
du  degré  o,  les  autres  du  degré  i .  Elles  auront  une  forme 
quelconque  par  rapport  aux  variables  X/. 

Ce  théorème  important  donne  naissance,  par  un  simple  chan- 
gement de  notation,  à  une  autre  proposition  fondamentale  que 
nous  allons  exposer. 

On  peut  donner  une  forme  nouvelle  à  Tidentité 


(l'»)  Pidu'i  -f-.  .  .-h  />mdx,n  =  Pi  ^T^Xj  -+-... -|-  P,„  r/X 


m 


MÉLANGES.  Gi 

Posons 

Elle  deviendra 

Considérons  une  fonction  cp  des  variables  Xi,  pi,  homogène  et  de 
degré  jx  par  rapport  aux  variables />|.  Elle  prendra  la  forme 

et  l'on  aura 

àpi  ~  ^'^    d^,  <)^,       ^"'  dxi  '     c?^      ^"  dz 


d^  df  do  df 

dpm 


=/>5r'[^/-?.^ -...-?».-.  ^] 


Si  nous  calculons  de  même  les  dérivées  d'une  autre  fonction  (^i , 
le  degré  pi|  par  rapport  aux  variables  piy  et  que  l'on  substitue 
.eûtes  ces  dérivées  dans  le  symbole  (cpcpi  ),  on  aura 

y/t  ]  désignant  l'expression 

dq,  L<J-*i  "^  ''  <^-  J       <^7i  Ldx,       ^'  i)5  J  "^ •  ■  •  • 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  fonctions  homogènes 
ie  degré  zéro  ;  on  aura  [a  =  ja,  =  o, 

C25)  (oo,)  =  i^. 


'm 


Si  maintenant  on  opère  de  même  avec  les  variables  Z,  Q,-,  X^,  et 
si  l'on  applique  la  seconde  équation  (17),  on  aura 

/'m  *  fn 
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les  lettres  z^  Z  placées  en  indice  indiquant  le  système  de  variables 
avec  lequel  on  forme  le  crochet.  Nous  pouvons  donc  écrire 

Si  nous  appliquons  cette  équation  à  toutes  les  fonctions  Z,  X/, 
Q^  nous  en  conclurons 

[X,Z]  =  o,     [X,X,.]  =  o,     [Q,Q*]  =  o, 
[ZQa]-^pQx==o,     [Q/X,]  =  p. 

On  a  donc,  en  changeant  les  notations,  la  proposition  suivante  : 

Considérons  2  m  -h  \  fonctions  Z,  X/,  P)t,  satisfaisant  à  P iden- 
tité différentielle 

(27)  é/Z  —  Pi  dX^  — .  . .  —  F,«  d\,n  =  p{dz—pidXi  —  ..,  —  p„^dx^)\ 

ces  fonctions  sont  nécessairement  indépendantes.  Elles  satis- 
font en  outre  aux  relations 

i   [Z\i]—o,      [X,X^]=o, 

(28)  [P,X,]  =  p,     [P,X,.]=o,     [P,P,.]  =  o, 
(  [ZPa.]4-pPa-  =  o. 

Réciproquementy  toutes  les  fois  que  Von  aura  k  fonctions  in- 
dépendantes Z,  X| ,  . . . ,  Xa_i  ,  dont  les  crochets  seront  tous  nuls, 
on  pourra  leur  adjoindre  d* autres  fonctions  telles  que  V iden- 
tité {'i'])  soit  satisfaite, 

■ 

Il  est  essentiel  d'ajouter  aux  équations  (28)  les  relations  sui- 
vantes, que  Ton  obtient  en  appliquant  la  formule  de  M.  Mayer  à 
trois  des  fonctions  Z,  X/,  P^ 

(29)  UPX,]=:-?^, 

Ces  formules,  qu'on  pourrait  démontrer  directement,  dolvenl  être 
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jointes  aux  équations  (28),  si  Ton  veut  avoir  Téquivalenl  des  rela- 
tions (18)  relatives  aux  fonctions  satisfaisant  à  Tidentité  (16). 

Signalons  encore  un  cas  particulier  de  la  proposition  précé* 
dente:  On  peut  satisfaire  à  Inéquation  (27)  en  prenant  arbitrai- 
rement Z,  et  alors  p  devra  satisfaire  uniquement  à  la  première 
des  équations  (29). 

XI. 

Supposons  maintenant  n  impair  et  égal  à  am  -{-  i.  Le  détermi- 
nant A  =  Saii  •  •  •  ann  sera  nul;  mais,  si  nous  nous  bornons 
au  cas  général,  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre  ne  seront  pas 
nuls.  Tant  que  l'invariant  R,  défini  par  la  formule 


(3o) 


«Il 
«11 


a 


^nl         X, 


«/It 
-X, 


—  X 


Xn 

n        O 


ne  sera  pas  nul,  6^  appartiendra  au  type  indéterminé,  et  sa  forme 
réduite  pourra  s'écrire 

dz  —  p^  dxx  — ...  — p,n  dxjn. 

Nous  considérons  les  deux  invariants  suivants. 
Le  symbole  (cp)  sera  défini  par  la  formule 


(3i)        R«(?)«=: 


d^ 
—  d^ 


a 


11 


a 


Al 


«1/1 


a 


nn 


dXa 


âxi 


do 

ÔXn 


o 


et  le  symbole  [f'}]  par  la  relation 

Orf      do        ) 


(32) 


R*[?+]  = 


0rf     -  d'}^  ) 


D'après  les  propriétés  des  déterminants  symétriques  gauches,  tous 
ces  invariants  sont  rationnels. 
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Si  on  les  calcule  sur  la  forme  réduite,  on  trouvera 

(33,/  <'>■=(©■ 

Nous  prendrons 

,    ^       (h 

Il  suffira»  quand  on  prendra  les  racines  carrées  dans  la  formule 
(3i),  de  choisir  le  signe  du  second  membre  de  telle  manière  que 

rinvariant  absolu  (^)  se  réduise  à  -7^9  lorsqu'on  le  calculera  sur  la 

forme  réduite. 

L'invariant  R  appartient  à  la  classe  de  ceux  que  nous  avons  con- 
sidérés à  la  fin  de  l'article  VIII,  et  il  est  aisé  de  reconnaître  qu'il 
se  reproduira  multiplié  par  c"'^*,  quand  on  multipliera  la  forme  B</ 
par  une  fonction  quelconque  p.  Donc  pSa  appartiendra,  quelle 
que  soit  p,  au  type  le  plus  général.  Considérons  en  particulier  une 
forme  normale  de  B</.  Nous  aurons  le  théorème  suivant  : 

Quelle  que  soit  la  fonction  p  des  variables  5,  xi^pk^  il  est  pos- 
sible de  trouver  des  fonctions  Z,X/,  P^t  satisfaisant  à  t identité 

dZ  —  Pi  t/X,  — . . .  —  P,„  dX„t  —p{dz—pi  dx^  —  ...  —p„,  dx„,) 

déjà  considérée. 

Les  expressions  (33)  permettent  de  développer  une  méthode 
d'intégration  toute  semblable  à  celle  que  Clebsch  a  employée  dans 
le  cas  d'un  nombre  pair  de  variables.  J'utiliserai  seulement  leurs 
propriétés  d'invariance  pour  étudier  encore  ici  les  relations  entre 
deux  formes  réduites  différentes. 

XII. 

Je  dis  d'abord  que,  toutes  les  fois  que  Ton  a 
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les  variables  Z,  X/,  P)t  sont  indépendantes.  Cette  proposition  se 
démontre  comme  dans  le  cas  précédent. 

Considérons  maintenant  deu\  formes  réduites  dtfTérenles  don- 
nant naissance  à  Tidentité 

(34)    dz—py^dx^  —  .,,  —  p^dx„^^^   û?Z  — PjcfX,  — ...— P,;jrfX«„ 

et  remarquons  que  Ton  aura,  en  appliquant  les  propriétés  d'inva- 
riance des  symboles  ('f  )i  ['f^]i 

(d<p d^ 
Tz~"dZ' 

La  première  équation  appliquée  à  Z  nous  donne 

dZ 

et  par  conséquent 

Z  —  z-^W, 

Q  ne  dépendant  que  des  variables  xi^pk-  La  même  équation,  appli- 
quée aux  fonctions  X,-,  P^,  nous  montre  ({nielles  sont  indépen- 
dantes de  z.  Si  donc  on  remplace  Z  par  sa  valeur  dans  l'identité 
(34),  elle  devient 

(36)       ^  =  P,  é/X,  4- . . .  -h  Pm  d\m  —P\dx^—.,,^p^  dxm, 

et  z  est  complètement  éliminée. 

Réciproquement,  de  toute  égalité  de  la  forme  (36)  on  peut  reve- 
nir à  l'égalité  (34)  en  remplaçant  FI  par  Z  —  z.  Ces  deux  égalités 
doivent  donc  être  considérées  comme  absolument  équivalentes. 

Appliquons  la  seconde  des  formules  (35)  aux  fonctions  Z,  X/, 
Vk\  nous  aurons 

/  (X,XA)r=o,     (P,P,.)  =  o,     (X,P;t)  =  o,     (P,X,)--=i, 

dX,  dX, 


Nous  sommes  ainsi  conduits  à  la  proposition  suivante  : 

Lorsque  im-\-\  fonctions  X,-,  P^,  FI  des  variables  ^/, p^  satis- 
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font  à  une  équation  de  ta  forme 

(38)      dn  =  P,dX,^.,,^P„dX^-p,djri^...-p^djr„, 

les  fonctions  X/,  P^  sont  indépendantes,  et,  jointes  à  ta  fonc- 
tionHj  elles  satisfont  aux  relations  {3y). 

Je  vais  malntenaiit  terminer  en  démontrant  que,  si  r  fonctions 
indépendantes  X|,  . . . ,  X^  des  variables  x/^p^  satisfont  aux  éqaa- 
tions 

(X.X,)=:0, 

on  peut  leur  adjoindre  des  fonctions  qui  permettent  de  satisfaire 
à  Téquation  (38),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  nous  Tavons  dé- 
montré, à  Téquation  (34). 

La  démonstration  étant  semblable  à  celle  qui  a  été  développée 
à  l'article  X,  je  me  contenterai  de  Tindiquer. 

Considérons  d'abord  le  cas  d'une  seule  fonction  X|  et  détermi- 
nons une  fonction  P|  des  variables  x,-,  p^  par  l'équation 

(PiX.)  =  i; 

il  est  aisé  de  voir  que,  si  Ton  considère  la  forme 

\Jd  ~dz—pi dxx  —...—/?« dœ^  -h  Pi ^i, 

les  équations  de  PfafT  relatives  à  cette  forme  et  comprises  dans 
l'équation  unique 

sont  indéterminées.  D'ailleurs,  par  suite  de  la  présence  de  la  dif- 
férentielle dz^  Urf  ne  peut  appartenir  qu'au  type  indéterminé.  On 
aura  donc  nécessairement 

Urf  ^=  dTL  —  P,  ^/Xj  — ...  —  P;,,  d\  ,„ , 
et  par  conséquent 

dz—p^dxx  —  .,  ,—pndXm—dZ^PidXi  — ..  .  —  P„dX„, 
ou  encore 

du  ==:  P,  d\i  4- ...  -4-  V,„  dXf),  —  pi  dxi  — ...  —  p„,  dx,„. 
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Le  théorème  est  donc  dëmonlré  pour  le  cas  d'une  seule  fonction. 

Quand  il  y  en  aura  plusieurs,  il  suffira  de  répéter,  presque  lex- 
tuellement,  les  démonstrations  de  l'article  X.  Nous  nous  dispen* 
serons  de  les  reproduire. 

Nous  avons  fait  maintenant  connaître  les  trois  propositions  de 
M.  Lie  relatives  aux  identités 

pidz—piàxi--..  .  —  p,ndXm)—dZ--PidXx'-'  •    —  Pm^m, 
Pi  djpy  -+-...  -H />«»  dx„^  =  Pt  dXi  4- . . .  -h  P;„  dXm  -t-  du. 

Ck>mme  elles  ont  de  nombreuses  applications,  nous  avons  voulu 
les  démontrer  par  les  procédés  les  plus  élémentaires.  La  seule  pro« 
position  que  nous  ayons  empruntée  à  la  théorie  des  équations  aux 
dérivées  partielles  est  la  suivante:  Toute  équation  du  premier 
ordre  admet  au  moins  une  solution.  Et  même  cette  proposition 
est  démontrée  par  les  raisonnements  donnés  à  l'article  VIL 

Nous  ferons  remarquer  que  la  proposition  de  l'article  X,  à  sa- 
voir, que  l'on  peut  satisfaire  à  l'équation 

p{dz — P\dxx — . .  '—pmdxm)  =  fi^  —  Pje/X,  — . . .—  P,ndx,n 

en  prenant  pour  Z  une  fonction  quelconque,  offre  un  moyen,  diffé- 
rent de  celui  de  l'article  VII,  de  rattacher  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  à  la  solution  du  problème  de  Pfaff. 

Car,  si 

Z  =  o 

est  l'équation  à  intégrer,  on  pourra  se  proposer  de  ramener  l'ex- 
pression différentielle  à  un  nombre  impair  de  variables 

dz  —pi  dœ^  — . .  .  —pm  dx^ 
à  la  forme 

i  (  rfZ  —  P ,  ûTX ,—...—  P  ,„  rfj7„,  ) , 

P 

et,  ce  problème  une  fois  résolu,  les  équations 

donneront  une  intégrale  complète  de  la  proposrc.  A  la  vérité,  ce 
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moyen  paraît  moins  direct  que  celui  de  Tarticle  Vil,  et  il  sembla 
qu'il  augmente  la  didficulté  du  problème^  puisqu'il  conduit  à  la  so- 
lution «  non  seulement  de  l'équation 

mais  aussi  de 

Z^nC. 

Mais  il  est  aisé,  comme  on  sait,  d'introduire  une  constante  dans 
une  équation  aux  dérivées  partielles.  Par  exemple,  on  remplacera 
Xi  par  Xi  4-  C,  -5  par  5  4-  C  ou  5  -f-  C^  ^*  ;  et  en  résolvant  par  rap- 
port à  cette  constante,  on  fera  disparaître  l'objection  que  nous  ve- 
nons de  signaler. 
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UASONI   (U.).    —   SOPRA  ALCUNE   CURVB  DEL  QUARTO  ORDINE  DOTATE  DI   PUNTI 

Di  oNDULAzioNB.  Memoria  del  Dottor  Udalrigo  Masoni,  presentata  per  dis- 
sertazionedi  laurea  air  Università  di  Napoli,  il  10  novembre  1881.  —  Napoli, 
tipografia  della  R.  Accademia  dello  Scienze  fis.  e  mat.,  1882. 

M.  Cayley  est  le  premier  géomètre  qui  ait  considéré  les  points 
d'ondulation^  c'est-à-dire  ceux  où  la  tangente  coupe  la  courbe  en 
quatre  points  consécutifs,  et  il  a  démontré  d'une  manière  générale 
qu'en  ces  points  la  courbe  est  touchée  par  sa  hessienne.  M.  Sal- 
mon,  dans  sa  Géométrie,  a  reproduit  le  théorème  de  M.  Cayley,  et 
lia  donné  l'équation  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  douée  de 
quatre  points  d'ondulation  situés  sur  une  conique  qui  touche  la 
courbe  en  ces  quatre  points.  Enfiu  M.  Kantor,  dans  un  Mémoire 
publié  en  1879  (*),  a  étudié  géométriquement  un  faisceau  de 
courbes  du  quatrième  ordre  ayant  quatre  ondulations.  Ce  sont  là 
les  seuls  travaux  publiés  sur  ce  sujet. 

L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  toutes  les  courbes  du  quatrième 
ordre  douées  de  points  d'ondulation.  Après  avoir  établi  quelques 
propositions  générales  relatives  à  ces  points,  il  donne  l'équation 
générale  des  courbes  du  quatrième  ordre  admettant  un,  deux  ou 
trois  points  d'ondulation.  Puis  il  considère  les  courbes  du  qua- 
trième ordre  ayant  quatre  ondulations. 

Si  l'équation  d'une  conique  est 

Cz=o 
€ît  que  Ton  écrive  les  équations 

ti  =0,     ^j  =  o,     ^3  =zz  o,     /^  =  o 
de  quatre  tangentes  à  cette  conique,  il  est  clair  que  l'équation 

t^présente  un  faisceau  de  courbes  du  quatrième  ordre  ayant  toutes 


(*)    Kantor,   Ueber   gewisse    Curvenbiischel   dritter   und  viertcr    Ordnung 
{  Sitzb.  der  K,  Akad.  der  Wiss.  zu  Wien,  Bd.  LXXIX;  1879). 

Buil.  des  Sciences  mathem.,  a*  scorie,  t.  VI.  (Mars  i^H-x.)  0 
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quatre  points  d'ondulation  communs,  à  savoir  les  points  de  con- 
tact de  la  conique  C  et  des  quatre  tangentes.  C'est  le  faisceau 
considéré  par  M.  Kantor.  L'auteur  démontre  que  ce  cas  est  le  seul 
dans  lequel  les  quatre  points  d'ondulation  soient  réels;  c'est- 
à-dire  :  si  une  courbe  du  quatrième  ordre  a  quatre  points  d^ on- 
dulation réels,  ces  quatre  points  sont  sur  une  conique  qui 
touche  la  courbe  du  quatrième  ordre  en  ces  points.  Et  l'on  dé- 
duit aisément  de  là  qu'une  courbe  du  quatrième  ordre  ne  peut 
avoir  plus  de  quatre  points  d'ondulation  réels. 

Le  reste  du  Mémoire  contient  une  étude  des  cas,  beaucoup  plus 
diflicilesy  où  tous  les  points  ne  sont  pas  réels.  En  particulier,  au 
§  Vllly  l'auteur  fait  connaître  une  courbe  n'ayant  pas  moins  de 
douze  points  d'ondulation  :  c'est  celle  qui  est  représentée  par 
Téquation 

;r*  -h  /*  -H  5*  =:  O. 

Les  points  d'ondulation  sont  sur  les  droites 

X  ^=LO,      V  ^=  o,      ZznL  o, 

et  leur  considération  donne  naissance  à  quelques  propositions  élé- 
gantes par  lesquelles  se  termine  le  Mémoire. 


D'ESCLAIBES.  —  Sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques  a  létude 
DES  COURBES  DU  PREMIER  GENRE..  ThôsG  préscntéo  à  la  Faculté  des  Sciences 
et  soutenue  le  ai  mai  1880   —  Paris,  Gauthior-Villars,  1880. 

La  première  Partie  de  cette  ïlièse  reproduit  les  résultats  obte- 
nus par  Clebscli  au  sujet  des  courbes  elliptiques.  L'auteur  a  no- 
tablement simplifie  le  mode  d'exposition  adopte  par  l'illustre  géo- 
mètre. Signalons  en  particulier  la  méthode  nouvelle  au  moyen  de 
laquelle  il  évalue  le  degré  du  polynôme  placé  sous  le  radical  qui 
figure  dans  rcxpressioii  des  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe. 
Cette  méthode  peut  s'appliquer  également  aux  courbes  du  second 
genre. 

Ce  Mémoire  contient  encore  une  démonstration  très  simple  des 
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formules  d'Âronhold  relatives  aux  courbes  planes  du  troisième 
degré,  et  des  formules  de  M.  Westphal  relatives  à  la  courbe 
gauche  intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre.  Au  moyen 
de  la  fonction /^(i/)  considérée  par  M.  Weierstrass,  Fauteur  ob- 
tient, en  fonction  des  invariants  d'une  cubique  et  des  coordonnées 
d^un  de  ses  points,  les  racines  de  l'équation  du  neuvième  degré 
qui  détermine  les  points  d'inflexion.  Il  établit  ensuite  plusieurs 
propriétés  des  courbes  de  sixième  classe,  enveloppées  par  les 
droites,  qui  joignent  deux  points  de  la  cubique  dont  les  argu- 
ments ont  une  différence  constante.  Ainsi,  par  exemple  :  une 
quelconque  de  ces  courbes  est  tangente  à  la  cubique  en  ses  dix- 
huit  points  de  rencontre.  Quatre  de  ces  courbes  ont  pour  tan- 
gentes  triples  les  trois  côtés  d^un  des  triangles  d'^ inflexion,  et 
les  points  de  contact  sont  situés  sur  les  neuf  polaires  harmo- 
niqueSy  etc. 

A  l'égard  de  la  biquadratique  gauche,  l'auteur  établit  la  relation 
qui  existe  entre  les  valeurs  des  paramètres  relatifs  à  un  même 
point  dans  deux  modes  de  représentation  différents,  et  retrouve, 
en  les  complétant,  plusieurs  théorèmes,  démontrés  par  MM.  La- 
guerre  et  Westphal  au  sujet  de  cette  courbe. 


0P.iOBT)    (PepaCHMl»).   O   HtKOTOpblXli   nOlUHOMaX'b    Cb    OAHOK) 

H  MHorHMH  nepeMtuHUMH.  — CaHKxneTepôyprb  i88i  r.  (*). 


(Analyse  faite  par  l'Aoteur.) 


Ce  travail  a  pour  objet  l'étude  de  certains  systèmes  de  poly- 
nômes à  un  nombre  quelconque  de  variables,  analogues  aux  poly- 
nômes X,|  de  Legcndre  et  leurs  semblables  (^). 


(•)  Orlof  (•)  (Ghérassimc),  Sur  quelques  polynômes  à  une  ou  plusieurs  va- 
riables.  Sainl-Pélcrebourg,  1881  {ii\  pages  in-4*'). 

(*)  Quelques-uns  des  résultats  exposés  dans  ce  travail  ont  été  commuDiqués  dans 

la  séance  du  27  décembre  1879  du  sixième  Congrès  des  Naturalistes  russes,  tenu  à 

Saint-Pétersbourg. 

*)  I.'orUiographe  adoptée  pour  les  transcriptions  par  le  Bulletin  traduit  OBI)  par  of  ei  non  \ttir  off 
*vAitw,  le  doublement  de  l/ftant  atMolumenl  inutile,  et  iv  nVlant  pa»  une  lettre  rranralKe 
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C'est  M.  Hermitequi  a  indiqué  pour  la  première  fois  deux  svs- 
tèmes  de  polynômes  U/„,«  et  V^,/!,  qui  dépendent  de  deux  variables 
et  jouissent  de  la  propriété  suivante  : 

(c  Pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  /?i,  /i,  |x,  v,  et 
pourvu  que  les  indices  m  et  [x,  /z  et  v  ne  soient  pas  égaux  en  même 
temps,  on  a 

les  variables  étant  limitées  par  la  condition  x^-^y^^x.  » 

Les  polynômes  \Jm^n  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
fonctions  X„  de  Legendre,  et  l'expression  générale  de  ces  poly- 
nômes, 

'"'^ ~  m\n\ 2"*-*-'»  dxfndy^  ' 

est  bien  remarquable  par  son  analogie  avec  l'expression  bien  con- 
nue de  la  fonction  X;,  trouvée  par  O.  Rodrigues  et  Jacobi. 

Les  fonctions  Vm,/i9  qu'il  faut  associer  aux  fonctions  Um,#i  pour 
que  l'égalité  (i)  ait  lieu,  sont  déterminées  par  M.  Hermite  au 
movon  de  la  formule  suivante 

(i  —  7.ax  —  iby  ->r  a^b^)-^=  ^ a'" 6»  V,»  ». 

M.  Hermite  fait  voir  que  ces  deux  systèmes  de  polynômes  Xim^n  et 
^m,n  conduisent  à  des  développements  de  fonctions  de  deux  varia- 
bles j?,jk>  dans  l'étendue  limitée  par  la  condition  a:^4-^*5  i,  et  que 
la  méthode  bien  connue,  consistant  à  déterminer  les  coefGcients  par 
l'intégration,  après  avoir  multiplié  la  fonction  par  un  facteur  con- 
venable, s'applique  encore  dans  ces  nouvelles  circonstances.  Mais 
ici  il  V  a  une  différence  essentielle  entre  le  cas  d'une  variable  et  le 
cas  de  plusieurs  variables.  Les  seules  propriétés  des  fonctions  U^»,» 
ne  permettront  pas  de  faire  le  calcul  de  leurs  coefficients  dans  la 
série  qui  exprimera  une  fonction  de  deux  variables,  et  c'est  dans 
la  nécessité  d'introduire  dans  le  calcul  les  fonctions  associées  V^,/!, 
pour  pouvoir  déterminer  ces  coefficients,  que  consiste  la  modifica- 
tion caractéristique  pour  les  fonctions  de  plusieurs  variables. 

M.  Hermite  indique  encore  un  autre  système  de  fonctions  as- 
sociées, qu'il  désigne  par  'Om,n  ^^  '^^m.nj  et  pour  lesquelles  l'in- 
tégrale double 

f  fxDn,,nV.,,.dxdr, 
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étendue  sur  la  surface  du  cercle  x^'i-y^=iy  se  réduit  aussi  à 

zéro,  à  moins  qu'on  n'ait 

/n  =  [JL,     n  =  V. 

s 

L'expression  générale  de  la  fonction  Vm.n-) 

1 

m  4-  /iH-  - 

_  (m-f-n)!     (— i)/»-HA(m-f-/i-f-i)     d^^^^iï  —  x^—y^)  ' 

^'"•'•"~      ml  ni      i.3.5...[2(m-f-/i)-Hi|  é^"«  rfK«  ' 

présente  une  ressemblance  remarquable  avec  celle  de  la  fonction 

^in[(/t  -h  i)  arc  cosa*], 

sous  la  forme  de  la  dérivée  multiple  donnée  par  Jacobi. 

Les  fonctions  associées  tp,^^;,  sont  les  polynômes  entiers,  déter- 
minés par  la  formule 

8 

Les  recherches  postérieures  des  propriétés  des  polynômes  de 
M.  Hermite  appartiennent  à  Didon,  qui  a  traité  diverses  questions 
qui  s'y  rattachent  assez  directement,  et  qui  a  généralisé  pour  un 
nombre  quelconque  des  variables  les  résultats  trouvés  par  M.  Her- 
mite. 

Aux  deux  systèmes  de  fonctions  de  M.  Hermite,  Didon  en  ajouta 
encore  un  troisième,  à  savoir  :  les  fonctions  Um,n  et  Vm,m  satis- 
faisant aussi  à  la  condition  (1).  Les  fonctions  Um,n  et  Kwi,w,  dont 
la  première  est  un  polynôme  entier  analogue  par  ses  propriétés  à 
la  fonction  trigonomé trique  cos(/î  arc  cosj?),  sont  déterminées  par 
les  formules  suivantes  : 


i i 


1 


ml  ni      \.^,S,,.[i{m-\-  n) — ij  dx"^dy" 

1  •  _i 

Didon  a  montré  encore  qu'il  existe  une  infinité  de  systèmes  de 
polynômes  associés  satisfaisant  toujours  à  l'égalité  (i),  et,  parmi 
tous  ces  systèmes,  il  y  en  a  un  qui  se  distingue  des  autres  par  la 
circonstance  que  les  deux  séries  de  polynômes  qui  le  constituent 
sont  identiques.  Ainsi,  en  désignant  les  polynômes  de  chacune  des 


tiftt%  wsxK^  par  Pflt.^   Nt 


»  I  ?..?„êrA.=^ 


«fn  jtippn^wir  'iBe    n  —  i.^  —   m  —  »  *  a'eat  pa»  mal  et  <{iie  les 
Y^abie»  MBt  LifBÎiKiR»  .iaiift  riiiiAs^ialiiiB  par  \m.  miKlinn 


^ —  ^*^_i. 


«me  l«*s  paiyiHiiwpf  Cn..jB^  ^  pla»  ^ranie  iwaliigie  stcc  les 
ÊHirxioiis  \«  'le  f.^gruihe,  «st  liMiiwe  par  Didon  soos  bi  forme 


-é*-  v^ — I  * 'i"»* -r* — r* — 1 1^ 

k«.^  #Ai^igTrMit  une  coastaBfe. 
Ea  pwat 


d  îMfm^^,  fnmr  b  feactiiB  gûéntrice  «A»  ptit;mMMes  P«.«.  c*esl- 

/♦     îli  —  ax  —  br ]r "  I      • 


jr  I 


i^r 


•    «. 
I;»  formulf: 


\  If'- 


dxdv  =  ^ 


im  —  I 
'  i?/w       n   -TLi^nm  —  #1  —  >t — t  jm  —  »^ — i»  i.t.> i-im-^an 


/i.'j**«^**  1.4.6 ^  a  171 -f- 2  n -^ 

\ii  rnow-n  Atcf.^  propriétés,  il  déduit  IV^pression  du   coefB- 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


/ 


) 


cient  \m,n  de  la  série  sous  la  forme 

En  étudiant  les  propriétés. des  polynômes  Pm,/i)  j'ai  trouvé  que 
les  expressions  (a)  et  (3),  assez  compliquées,  peuvent  être  rem- 
placées par  d'autres  plus  simples. 

Dans  la  Note  sous  le  titre  :  Sur  la  fonction  génératrice  des 
polynômes  Pm,n  de  Didon,  insérée  dans  les  Nouvelles  Annales 
de  Mathématiques  (a*  série,  t.  XX,  p.  481  ),  j'ai  fait  voir  que,  si, 
au  lieu  de  l'expression  employée  par  Didon  pour  le  facteur  con- 
stant Km,R9  on  pose 

'"•'*""  m!/i!(a/n-h/i-+-a)(a/n-+-/i-f-3)...(5t/n-i-2n-f-i)' 

on  aura,  en  place  des  expressions  (9.)  et  (3),  les  formules  sui- 
vantes : 


m  sim  n Si 


(4> 


(5) 


*  ms=0    n  —9 

i.3.5...(a/n  —  i)  (a/n  -4-  2)(2/n  -+-  3). .  .(am  -h  /i  -i-  i) 


ml  ni 


Par  conséquent,  en  effectuant  le  développement  d'une  fonction 
quelconque  de  deux  variables  en  série  ordonnée  suivant  les  poly- 
nômes Pm,n9  on  obtient  pour  le  coefficient  du  terme  général  une 
expression  plus  simple  et  plus  commode  pour  les  applications  que 
celle  de  Didon. 

L'expression  que  j'ai  trouvée  pour  la  fonction  génératrice  des  po- 
lynômes Pm,/j  est  encore  remarquable  par  la  possibilité  d'être  géné- 
ralisée. Donnant  à  cette  expression  la  forme 

_i 
_i  r  rt'd V*)    1    * 

et  introduisant  dans  l'exposant  du  second  facteur  un  paramètre  ar- 
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bi traire  p,  on  forme  une  nouvelle  expression 

ou  bien 

(6)  _LL±i 

\       X  [(i  — 'laar  —  267-h  6>)(i  — 26/-H  6*)-f-a*(i— j'*)]       »    , 

qui  est  à  son  tour  la  fonction  génératrice  des  fonctions  plus  géné- 
rales que  je  désignerai  par  Ûm,/i(^>^,  P)  ^^  ^^^  se  présentent  sous 

la  forme 

1 

(7)  )  (J*— l)  * 


X 


(x«-f-x*— i)^  ^'" 


Cm,rt  désignant  une  constante.  Ces  polynômes  se  réduisent  aux 
P/w,rt  dans  le  cas  particulier  ^  =  o. 

Les  polynômes  ûm,/f  présentent  la  plus  grande  analogie  avec  les 
fonctions  connues  co/  déterminées  par  Tune  des  égalités  suivantes  : 


^o-^.l       '=• 


(i  —  2axH-a*)        •     =N 


a'(u/,     (0/  =  C/ 


i  df{x^—\)^f 


{x^—iy-  dxf 

OÙ  Cl  désigne  une  constante,  a  un  paramètre  arbitraire,  /un  nombre 
entier  et  positif. 

C'est  dans  l'élude  des  propriétés  des  polynômes  Û/w,«  que  con- 
siste l'objet  principal  de  mon  travail.  Mais  je  ne  trouve  pas  inutile 
d'analyser  préalablement  les  propriétés  des  fonctions  to/,  pour 
montrer  en  premier  lieu  l'analogie  complète  entre  les  résultats  qui 
expriment  les  propriétés  diverses  des  fonctions  w/  et  ^m^m  et  les 
méthodes  mêmes  qui  y  conduisent,  et,  en  dernier  lieu,  pour  établir 
toutes  les  propositions  auxiliaires  indispensables  à  l'exposition  des 
propriétés  des  fonctions  ilm^n-  J  ai  trouvé  d'autant  plus  nécessaire 
d'exposer  les  propriétés  des  fonctions  o)/,  que,  dans  les  divers 
Ouvrages  où  ces  fonctions  sont  traitées,  les  différents  résultats  ne 
sont   pas   présentés  sous  la  forme  dont  j'ai  besoin,   et   en  outre 
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qu^il  n'y  a  aucun  Ouvrage  russe  complet  consacré  à  Tétude  de  ces 
fonctions  remarquables. 

Dans  ce  but,  j*ai  divisé  mon  travail  en  deux  Chapitres. 

Dans  le  premier  Chapitre,  j'expose  les  propriétés  des  poly- 
nômes (O/. 

En  partant  de  l'égalité 

(i  —  aaa7-Ha')       '     =7   a'cu/, 

/  =  o 

je  trouve  le  polynôme  (o/  sous  la  forme 

(2a-hi)(2a-f-3)...(aa-Ha/  —  i) 


CO/  = 


II 
1(1-1) 


./-î 


+  (_,),  /(/-.)(/-2)...(/-,7+l)_     ^,.,,^        I 

^Î2^(2aH-2/ — l)(2aH-2/— 3)  ..(2a-H2/— 2Çr-hl)  "J' 

et  je  forme  encore  quelques  autres  expressions  de  ce  polynôme. 

Ayant  déterminé  ensuite  la  relation  entre  les  trois  polynômes 
consécutifs  w/^i,  to/,  ti>/_i,  et  quelques  autres  relations  qui  subsis- 
tent entre  les  polynômes  w/  pour  les  différentes  valeurs  de  /et  de  a, 
j'obtiens  l'équation  différentielle 

(8)  (i  — a:»)  2-5._-2(a-f-i)ar^-f-/(2a-+-/-^i)(o  =  o, 

à  laquelle  satisfait  le  polynôme  co/,  et  qui  le  définit  complètement, 
c'est-à-dire  que  le  polynôme  le  plus  général  cj  satisfaisant  à  cette 
équation  ne  difïère  du  polynôme  w/  que  par  un  facteur  constant. 
Je  trouve,  au  moyen  de  l'équation  (8),  l'expression  du  polynôme  tu 
sous  la  forme  de  la  dérivée  multiple 

d'où  Ton  déduit  le  polynôme  w/,  en  posant 

1     (2aH-i)(2a-h  2)..  .(2aH- /) 


c  = 


/Î2'      (a-+-  i)(a-i-  2)..  .(a-H  /) 


J'ai  trouvé  aussi  la  seconde  intégrale  de  l'équation  (8),  et  je  l'ai 
présentée  sous  la  forme  de  série  hypergéom étriqué,  de  quadrature, 
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watioa  de  celte  formule,  je  forme  le  dévelop- 
*  BuivanL  les  polynômes  <i>/,  et  j 'obtiens  la 


-i)»,-+-(a!H-an-3)- 


tonle  bien  cODDue,  proposée  par  Legendre, 
ïrmet  de  démontrer  les  propriétés  suivantes 

^polynômes  >f{x)  du  degré  n,  dans  lesquels 
est  égal  à  l'uni/é,  celui  i}ui  rend  minimum 


1 J   (i-^'r[T>(^)i'» 


\fynôme  w/,  «  un  facteur  constant  près, 
^térie  ordonnée  su  ii'ari  lies  polynômes  fa>|,,cD,,  u^,..., 
une  fonction  donnée  f{3s),  un  nombre  quel- 
'.s,  pris  à  partir  du  premier,  forme  un  polynôme 
parmi  tous  ceux  de  même  degré,  donne  à  Pin- 


f     (,_x«r[ç(^)-F<r)l»r 


Hir  minimum. 


ao^en  des  iornitiles  prùcédenips,  on  peut  généraliser  les  ré- 
ppoposés  par  Didon  dans  im  Mémoire  intitulé  :  Sur  une 
aie  double  (Annales  de  l' li cote  Normale,  t.  VII,  1870). 
BOtitre  que  la  valeur  de  Tinlr^Talc 


[<»-'*-.?')*      U 


hrt't    *H  —  xbj    i-i'(    '(/j-</>. 
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dans  laquelle  les  variables  x  ely  sont  limitées  par  la  condition 

ne  dépend  que  du  produit  abj  dans  le  cas  où  |x  est  un  nombre  en- 
tier et  positif  quelconque,  el  où  a  et  é  sont  moindres  que  Tunité. 
A  cet  effet,  il  établit  deux  formules  auxiliaires,  desquelles  cette  pro- 
position découle  immédiatement. 

Je  démontre  que  la  proposition  de  Didon  subsiste  aussi  dans  le 
cas  de  [x  fractionnaire  positif,  et  que  les  formules  auxiliaires  que  cet 
auteur  établit,  indépendamment  Tune  de  l'autre,  ne  sont  que  deux 
cas  particuliers  d'une  même  formule  générale  que  je  déduis  du  dé- 
veloppement de  l'intégrale  précédente  en  série. 

Revenant  au  développement  des  fonctions  en  séries,  je  montre, 
en  m'appuvant  surlaformule(i3),que  toute  fonction  développable 
en  série  suivant  les  puissances  de  la  variable  peut  être  représentée 
encore  sous  la  forme  d'une  série  ordonnée  suivant  les  fonctions  w/. 
Comme  exemple,  je  forme  le  développement  de  la  fonction 
{}'  —  ^)"'*,  et  j'obtiens  la  formule 

/  =o 

Ce  développement  conduit  à  de  nouvelles  fonctions  p/(x,  a), 
dites  fonctions  de  seconde  espèce.  Je  trouve  l'équation  diffé- 
rentielle à  laquelle  satisfait  la  fonction  p/.  Cette  équation  se  confond 
avec  l'équation  (8)  dans  le  cas  où  a  =  o.  Dans  les  autres  cas,  elle 
en  est  dinorenle  par  les  coelïicîents  :  mais,  en  posant 

on  Irauve  la  fonction  y/  satisfaisant  à  Téquation  (8)  :  d'où  l'on  con- 
clut qu'on  peut  ramoner  la  théorie  des  fonctions  de  première  et  de 
seconde  espèce  à  la  considération  d^une  seule  équation  différen- 
tielle. Je  donne  huit  expressions  diflerentes  pour  la  fonction  p/. 
Ces  expressions,  sauf  un  facteur  constant,  ne  présentent  que  des 
cas  particuliers  de  celles  de  M.  Darboux  pour  la  fonction  de  se- 
conde espèce  relative  aux  polvnùmes  de  Jacobi  (voir  son  Mémoire 
intitulé  :  Mémoire  sur  rapprorimalion  des   fondions   de  très 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  8i 

grands  nombres  et  sur  une  classe  étendue  de  développements 
en  série). 

En  exprimant  la  fonction  p/  par  la  fonction  linéaire  de  po,  on 
trouve  la  formule 

/!r(aa-Hi)  I  p/i  3        i  \      ^ 

où  J^/  est  un  polynôme  entier  du  degré  /  —  i .  Cette  formule,  pour 
a  =  Oy  se  réduit  à  une  formule  remarquable  de  Gauss.  La  formule 
précédente  montre  que  le  produit  du  polvnôme  cj/  par  la  fonction 

(•4)  jF(I,     .,     a+?,      1), 

exprimé  parla  série,  ordonnée  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  X,  ne  contient  pas  de  termes  en 


T  X^  a?'  X* 


Cette  nouvelle  propriété,  qui  caractérise  aussi  le  polynôme  (O/  à 
un  facteur  constant  près,  montre  encore  que  ce  polynôme  ne  dif- 
fère que  par  un  facteur  constant  du  dénominateur,  de  la  réduite  de 
IWdre  /,  de  la  fraction  continue  résultante  du  développement  de 
l'expression  (i4)' 

En  terminant  le  premier  Chapitre,  je  considère  les  propriétés  des 
polynômes  cj/  pour  les  valeurs  particulières  du  paramètre  a,  à  sa- 
voir :  a  =/?  et  a  =  ^  ~~  (p  étant  un  nombre  entier  et  positif  quel- 
conque). Le  polynôme  w/  s'exprime  par  la  dérivée  multiple  de  la 
fonction  X;,  de  Legendre  dans  le  premier  cas,  et  de  la  fonction 
cos(n  arc  cosj;)  dans  le  second. 

Enfin,  dans  le  cas  de  a  =  oo  ,  les  polynômes  w/  se  réduisent  à 
un  nouveau  système  des  polynômes  entiers  du  degré  /,  que  nous 
désignerons  par  5/(x),  et  qui  peuvent  être  déterminés  par  une  des 
formules  suivantes  : 


:  —  s         aï  ~ 


Jl     •' 


m.  K. 


m:  rr; 


r  Ts 


^    fc 


•  •Il      i     irr^L'ir 

ru    Df    u  3 


IX       •«  t  \  il     • 


'"•7" 


^|-^'      JIK 


—    V    —    — 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  83 

Je  forme  d*abord  les  équations  aii\  dérivées  partielles 

(I  — T«  —  r«)-^j  — aO-hi)ar^  ^,^(2? -i- m-f- i)iV1  =0, 

(i  — >'');t:ï  — (ap  —  2/w-^3)7^-+-n(2p-+-imH-  n-+-2)N  =  o, 

ar  les  fonctions  M  et  N.  La  formation  de  la  seconde  de  ces 
étions  est  assez  longue,  tandis  que  la  première  et  la  troisième 
Induisent  immédiatement  de  Téquation  (8).  Le  polynôme  Û  ou 
satisfait  évidemment  à  la  première  équation.  En  multipliant 
«conde  équation  par  N  et  la  troisième  par  M,  et  en  les  ajou- 
1,  on  obtiendra  une  autre  équation  à  laquelle  satisfait  aussi 
Polynôme  Q.  De  cette  manière,  nous  obtenons  pour  le  poly- 
pe ^m,n  le  svstèmc  suivant  d'équations  aux  dérivées  par- 
les : 


«  démontre  directement  que  ce  système  caractérise  la  fonction 
»my  en  se  bornant  aux  solutions  rationnelles  et  entières;  en 
titres  termes,  que  le  polynôme  le  plus  général  qui  satisfait  aux 
Valions  (i5)  est  le  polynôme  Qm.n  ou  CQ„,^n'  Mais,  outre  ce  poly- 
pe, le  système  des  équations  aux  dérivées  partielles  sera  vérifié 
d'autres  fonctions.  La  solution  complète  du  système  (i5)  ne 
Client  que  quatre  constantes  arbitraires,  et,  par  conséquent, 
^  aura  comme  solution  quatre  fonctions  distinctes.  Pour  trouver 
^lution  complète  de  ce  système,  je  forme  un  nouveau  système 
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d*équations 

(I—  ^*— j*) -p^  -f-  2(3 -^  m  —  i)d-  ^  -4-  a( p  -f-  m)K  =  o, 

tel  que,  en  posant  -j—  =  (x^  -^  y^  —  0^^>  ^*  fonction  û  satisfera 

au  système  des  équations  (i5). 

Si  l'on  pose  K  =  (j?^ -h^'^  4- i)P'*''"L,  le   dernier  SYStème    se 
transforme  dans  le  système  suiyant  : 


—  (23-4-2m-i-a)r-T--4-/i(a  3-1-2/11-4-  /n-2)L=  <^' 


lia  première  équation  de  ce  nouyeau  système  s'intègre  ivci^t^^' 
diatement.  On  trouve 

1-  =  AO)^  My  ^Ç  ^.  _  ,.  ^-;.)>.«..  > 

et,  en  substituant  cette  valeur  de  L  dans  la  seconde  équatios^^ 
obtient,  après  quelques  simplifications,  une  équation  qui  se  r^^ 
à  deux  suivantes  : 

(i  — j«)-^-Y  —  (a^H-am-hB)^^  -+-  /i(2?-4- am -+-  /n-a)/,  =  <>, 

La  seconde  de  ces  deux  équations  se  réduit  à  la  première  si  ï   ^ 

I 

p-t-m-H- 

fait  /a  =  (i  —  y^)  */|.  Quant  à  la  première  équation,  ell^ 
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;,  en  posant  ^-f-mH —  =:a,  /i=/,  ^=:;r,  à  l'équation (8 ) 

:itée  plus  haut,  dont  l'intégrale  générale  se  détermine  au 
a  de  la  formule  (lo).  En  ayant  égard  à  cette  formule  et  aux 
>ns  entre  les  fonctions  L,  K,  Q,  nous  obtiendrons  la  solution 
lète  cherchée  du  système  des  équations  (i5)  sous  la  forme 
ite  : 


û  = 


^m(a:î-f-  y»  _  i)P^-m 


(r«-i) 


P-»-m-+-n  -»-• 


'y- 

€/»     (  y*  —  I 


dy 


r«-i) 


•m 


(x^ -h  y^  —  i)^  dx 

?  -+-  m  -»-  n  -♦- 

^^^^ dF- 


rfn    I  P  +  'n 


I  (3.1  +  y»  —  i)?+m   i    (x«-4-_>'»  — 1)?+»+' 


1  o— ./""•""•^■'Jl 


^j,  C3,  C4  désignant  quatre  constantes  arbitraires.  Le  coeffi- 
seul  de  C|  est  une  fonction  entière  de  x  et  de  jk>  d'où  Ton 
conclure  aussi  que  ûm,/i  est  le  seul  polynôme  qui  est  la  solu- 
lu  système  des  équations  (i5). 

posant,  par  exemple,  m  =  i ,  w  =  2,  ^  = >  nous  aurons 

lème  des  équations  aux  dérivées  partielles 

,,<f*i2      ,    du      ,,^ 

,,6/212       ,  ,x^*û  ^*"  ^ii  do. 

^''"^-dii^^'-y"^W'-'""^d^y^''''di-^^yTy-''^ 

la   solution  complète,  d'après  la    formule  (1^),    prend   Ih 

5i///.  ^e*  Sciences  niatliém.,  a'  série,  t.  VI.  (Mars  188.1.)  7 


m 

loriiir 


PHKMIKKK  PAUTIK, 


r 


I  )  \oii 


y       I 


CJl^i 


<\ 


n  »  *      I  \\\^j'*—y*  --- 1  -r-'ijir*—  I  )loj; 


>    •  Il 


J-i 


'i  „.   1  s 


I    2  , 


,       jr-i- /a-«-t-  >'*  — il 

V  r*  —  »       J 


Dans  le  cas  parliciilior  où  ^  =  o,  c'est-à-dire  quand  les  fonc- 
lions  U  se  réduisent  aux  fonctions  P  de  Didon,  le  système (i5) 
prendra  la  forme 


</«P 


/P 


(  i     -  j^*  — r*  I  --—-  —  'AT h-  /#!(  /Il  -f-  i)P  =  o. 


tir*  fiar 


h:» 


—  il'    , Km  —  w  M  /#!  H-  w  ^-  a)  P  =  o, 

•    dv 


et  la  formule  \\^\  se  réduira  à  la  suivante  : 


I»  . 


,/w,  j>S  _-    V*  --  I>«« 


,  »i     I'     ' 


th" 


r..- 


ri        »  î       1 


/  — n 

«,^»        IV* Il 


w»  —  a  —  - 


;« 


't 


-»   •   —  - 


«  .  .-I    »^~  I 


/■ 


%   *       «  1  -  — 


N 
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n  importe  ici  de  remarquer  que  la  solution  complète  du  système 
es  équations  (17),  donnée  par  Didon,  est  inexacte. 

Après  ces  recherches,  je  passe  à  l'étude  de  polynômes  Qm,n  au 
oint  de  vue  dû  développement  des  fonctions  de  deux  variables, 
livant  ces  nouvelles  expressions  algébriques. 

J'établis  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Pour  tontes  (es  valeurs  entières  et  positives 
e  [i.  et  de  v,  dont  la  somme  est  inférieure  à  m-\-  /i,  et  aussi 
uand  cette  somme  est  égale  ou  supérieure  à  m-\-n,  [jl  étant 
iférieur  à  m,  on  aura  V égalité 

n   supposant  les  variables  limitées  dans   Vmtégration  par  la 
audition  x^  -f-  y^  5 1  ^t  en  outre  ^  ^  —  1 . 

Ce  théorème  caractérise  aussi  les  polynômes,  sauf  un  facteur 
onstant.  En  s'appuyant  sur  ce  théorème,  on  conclut  que,  ç(^,  ^v) 
ésignant  un  polynôme  entier  du  degré  a  -4-  v,  on  obtiendra 


8) 


//  (1  —  a:»  —  7«)Pû,„  «©(a-,  y)dxdy  =  o, 


)utes  les  fois  que  [jl  -}-  v  <<  m  -4-  /i,  et  que  les  variables  x^  y  et  le 
aramètre  p  sont  limités  par  les  mêmes  conditions  que  précédem- 
lent.  Si,  en  outre,  l'exposant  de  x  ne  surpasse  pas  [jl  dans  le  po- 
r'nôme  (x,  J^),  la  dernière  égalité  aura  aussi  lieu  quand 

moins  que  l'on  n'ait  [x  <  m. 

Si  l'on  pose  ©(x,  j^^)  =  ûjjL,v,  on  obtient  le  théorème  suivant^  le 
lus  important  de  la  théorie  des  polynômes  Û/w,«  : 

Théorème  II.  —  En  limitant  toujours  les  variables  x,  y  et  le 
aramètre  ^ par  les  conditions x^ -h  r^ 5 1 >  P  !>  —  \,  on  aura 


•9» 


Jf{i-'X^-y^)^Q„,n%^dxdy  =  o, 


our   toutes  les  valeurs  entières   et  positives  de  m,  nj  a,  v,  à 
loins  qu'on  n  \iit  simultanément  m  =  u,  /ï  =  v. 
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Kn  nilcnlanl  cvAiv  intc';(;rale  double,  on  peut  démontrer  le  second 
llir()n''ni<»  indôpendanïmcnl  du  premier  et  trouver  même  sa  valeur 
pour  ///  =  [JL,  //  =  V.  Kn  désignant  Tinlégrale  considérée  par  S,  et 
ayant  éj;nrd  i\  Texpression  f»énérale  des  polynômes  Qm^n  (7)»  on  est 
(Tahord  ronduil  à  rherclier  la  valeur  de 


,  ♦  V^i     .^ 


•'   v'.-"j^«     (^>-4    V*       D? 


cLr, 


(  «elle  expivssion,  en  posant  j=ii^i  —  1  =»,  se  réduit  à  la  forme 

*  -  I 

t\  un  Taelour  conslanl  près.  Au  moyen  de  la  première  des  for- 
mules ^i  i  K  on  conclut  que  celte  intégrale,  et  par  conséquent  Tîn- 
légrale  S«  est  nulle  si  m  et  ;jl  sont  diflTércnts.  Dans  le  cas  où 
m     :  a,  on  trt>u\o 

S.r  V  ^'     O- .»*^*^"" *«•(.»•  ?--«^  ^)«X*''?~'"-^îW» 

où  A  est  un  facteur  constant  connu  ;  et,  comme  la  dernière  inté* 
gralo  est  aus^î  nulle  si  /i^v«  nous  pouvons  conclure  que  Tinté- 
^ralo  S  se  rtnluit  à  *crv>  |H>ur  toutes  les  valeurs  entières  el  posî- 
lixos  dos  nv>mbr\*s  in.  #t,  ui,  v,  à  moins  que  Ton  n*ait  jii  =  u.  cl 
h  >.  l^Jins  I  h^|H>thè>o  cv>ntnftin^«  en  ayant  é^:ard  à  la  \^leur  de 
Ia  cou>tanto  A.  on  tnmxo.  à  Taîde  de  ia  seconde  des  formules  ^ 1 1), 
iipix^s  de<  n\i actions  t'jicilrs. 


V  *\^^ 


\  I  <  '   ='    " 


t      iit^    ,.is.T^ 


I = —, 1: = 


Si  Tow  tA  t  :r       .^^  vrt:e  :\^cTaxîe  >^  tv^«îi  à  la  K>r^nle  •  S  ». 

l  cx  prvn'^r,>  :v>  r'\V';'i^c:::^  i^ff^B^rttrvml  Jefectner  le  dêvelop- 
kvwoî^t  x:  ,:.:'.*  tVvv::'.c  ç  .^ 'v\* x^^tw  i  x.  »     Je  «ie«iL  variables,  en 

xCIW  >V:îX  A/,;  \'x    ;v*,  *   *•   .T'v"^  *!„_, 
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on  déterminera  A„t^„  en  multipliant  les  deux  membres  de  cette 
égalité  par  (1 — x'^  —  y')^Q„i^,tcijrdy^  et  en  les  intégrant  dans 
rinlérieur  du  cercle  x^  -{-  k-  =  1 .  On  obtiendra  ainsi 

\  =  A „,, njji  I  -  ^^  -  J*  )^  ilfn,n  dx  dy. 


y  2-2  ) 


d'où  l'on  trouve,  au  mojen  de  la  formule  (20), 


e^  JM  »  


_  m!/i!2'^  (  3  -4-  m  -^  yt  -f-Ol^p  -4-  am  -M)[(  3  -f-  i)(^  -\-  2)...(  ^  -4-  w)r(2^-M)]^ 


•71  r(2  3  H- //i -M)r(-jip -h -im -h /i -h  2) 

X  I  j{i  —  xi—y^fil,„nO(jr,y)dxdy. 

Si  l'on  pose  ici  ^  =  o,  on  obtiendra  une  nouvelle  formule,  plus 
simple  que  celle  de  Didon,  pour  la  détermination  des  coefficients 
de  la  série  ordonnée  suivant  les  polynômes  Pm^n» 

Au  moyen  de  la  formule  (^3),  on  peut  démontrer  les  théorèmes 
suivants,  qui  expriment  les  propriétés  les  plus  remarquables  des 
polynômes  Qm,n  • 

TsÉonÈME  III.  —  Parmi  tous  les  polynômes  ç(^,  y)  de  deux 
variables  du  degré  p  -\'q^  qui  ne  contiennent  pas  de  puissances 
de  X  d'exposants  supérieurs  à  p,  et  dans  lesquels  le  coefficient 
de  xPy^  est  égal  à  l'unité,  celui  qui  rend  minimum  l^ Intégrale 

(2-î)  J  f{i-  x^  --  y*f[^(x,  y)\^dx  dy 

est  égal  au  polynôme  Qm.ny  à  un  facteur  constant  près;  les  va- 
riables X,  y  et  le  paramètre  ^  sont  limités  par  les  conditions 

Théorème  IV.  —  Développons  une  fonction  o(xj  y)  suivant 
les  Qm,n'j  prenons  tous  les  termes  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  ni  -4-  n  Inférieures  à  un  nombre  donné  k,  et  les  termes  Ûo,w+«î 
Ûi,m-4-//-i>  •••?  ^^m,n  pour  Icsqucls  m -\- u  ^:= /c,  Nous  formcrons 
ainsi  le  polynôme  ^{x,  y)  du  degré  k,  dans  lequel  V exposant 
de  la  variable  x  ne  surpasse  pas  m,  et  qui,  parmi  tous  les  po- 
lynômes du  même  degré  qui  ne  contiennent  pas  de  puissances 
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c/f  »r  avrv  lt\s  exposants  supérieurs  d  m,  rend  minimum  l*inté- 

f7fVi«///f'  à  lii  surfacr  du  cercle  x*  -^  r^  =  i ,  sous  la  conditio 

Pour  doiMonln^r  le  ihôorème  IIK  je  mets  le  polvnôme  o{x^y  ) 
sous  Va  forme  \^aO;  le  second  membre  de  celle  égalité  coDliendr^ 
lous  les  termes  en  Um.,  pour  lesquels  /ii  — /i  </>  -h  7>  et  parn^i 
ceux  pour  lesquels  m  ^  n  ^=  p  —  q^  elle  ne  conlîent  que  les  sui  — 
\auls  :  • 

l.e  i\H'llîcienl    \,^f  se  dêlermine  par  la  condition  que  le  coeflG-> 
cietti  eu  x*  !-<  du  ind^nome  cherché  soil  ésal  à  I*unité:  lous  les  au- 
1res  cvviWients  se  déterminent  au  nio\en  de  la  fonnole  <  a3).  Mais, 
en  e^Unt  À  5erv>  les>  dén\ée>  de  Tinté^rale  «04  •  par  rapport  à  ces 
cx^etlictents.  o»  ohlient  de>  équations  de  la  forme 


d\vA Is"^*: cwcntI»:. Ctt s^ap|>«yaat sar iaformmW « 23  . que touscescoef^ 

tK"^«:>  ^"e\  Ji:s^v;i;>5^tt;^  e<  {»f «parcv>tt>eqiient.  5  x,  ••-  =Ap^fQp^' 

IVotr  U  .N'«»','«i<riî>,vi.  ii  îh^'^sMe  IV.  je  mets  le  pohnôme 

*    ; ,  *     i»v<  ?4.Ht>  jjL  :Vc«rf  ?  -:-.  %    =^A«  ,  Q-  -.  La  seconde 
l»,*^  jv- ^  rf        «  ^^  1 .  f c.  ru-cm.:  !?*s  :ini!wfs  p»>cr  lesquels  jw  — 11  =  ^'^ 

^  t  ,^i.i't.    i   i»,.-/    u   i»:r*.?f  Àr  .invi'^ale     *>    par  rapport  * 

■  '       2    .""    •     —  5  J-.  ▼  Tai,,  s  Âr  A  =  *. 


w  IL  Ji    •■     • 
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et,     en    comparant   cette   égalité   à   la  formule   (22),  on    obtient 

Si  nous  rejetons  la  condition  qui  exige  que  l'exposant  des  puis- 
sances de  la  variable  j;,  dans  les  polj^nômes  cherchés  (f(j;,j^)  et 
fî(jf ,  ji-'),  ne  surpasse  pas  un  nombre  donné  p  ou  w,  il  faudra,  pour 
former  ces  polynômes,  après  les  avoir  représentés  sous  la  forme  (21), 
prendre  dans  le  second  membre  de  cette  égalité  tous  les  termes 
pour  lesquels  m  -f-  n  ^/>  H-  ^  et  m  -{-  n^k.  Il  est  remarquable  que 
pour  un  exposant  de  x  quelconque  nous  obtiendrons,  outre  les  fonc- 
tions Qm^n't  un  nouveau  système  de  polynômes,  pouvant  servir 
également  bien  à  la  résolution  de  chacune  des  deux  questions  de 
minimum  que  nous  avons  considérées. 

L'eicpression  générale  de  ce  nouveau  polynôme,  que  nous  dési- 
gnerons par  \Xmyn{^t  X»  ?)?  ®^^  '^  suivante  : 


I  ffm-^n(  j'i  -4-  yî  —  }^P-^m-hn 


^mn  —  t^mn  /  _-    ,     ~î        "Ta  ^i^.»  j.,«  ' 


'''»    ^  étant  les  nombres  entiers  positifs,  p  un  paramètre  arbitraire, 
^^^n  xm  facteur  constant. 

Les  fonctions  \im,ni  '^m.nj  Um^nj  dont  nous  avons  cité  plus  haut 
les  expressions  générales,  ne  sont  que  les  cas  particuliers  de  U//i,/ï. 
Posant,  en  effet, 


r 


,//!-»-/» 


^^  obtient 

^i  l'on  pose 

(m  -h  /ï  -h  i) î 


^^  trouve 


Posant  enfin 


U/w  n  —   ~7 - 

V  '  —  ^*  —  y 


(  2  7/1  -H  2  /l  -+-  I  ) 


Q  _       I        n       — (  «i  -4-  /i  )  î 


2'     -'"•«       /nî/iîi  .3.5. .  .(2W -+- 2Ai  —  I) 


on  aura 


En  étudiant  en  détailles  propriétés  des  polynômrs  l  w,,/,  Didon 
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indique  aussi  eu  passant  quelques  propriétés  des  polynômes  Uj^  ^ 
en  supposant  que  le  paramètre  ^  soit  un  nombre  entier  et  positif. 
Je  ne  fais  pas  cette  supposition,  et^ en  limitant  ce  paramètre  toujours 
par  une  seule  condition  ^  >►  —  i ,  je  démontre  les  théorèmes  sui- 
vants : 

Théoième  V.  —  L'intégrale  double 


Çj{i^x^-y^fUmnVi^,dxdy    ( 


est  nulle  si  l'on  a  m  -f-  ^*  <  [J^  -h  v. 


Théorème  VI.  —  L'intégrale  double 


JJi^  i-x^-  7»  )?Um./»  %,dx  dy 


est  nulle  quand  [jl  4-  v  n'est  pas  égal  à  m  ^  n,  et  même  qua 
{JL  4-  V  =  m  -h  /i ,  <i  moins  que  [jl  <  m. 

Pour  eflecluer  le  développement  d'une  fonction  quelconque 
deux    variables,  suivant  les  polynômes   Um,»»   il  faut  considér 
encore  un  nouveau  système  de  polynômes  qu'on    associera  a 
polynômes  U,w,„.  Je  désignerai  par  î&m^n  ces  polynômes  associés 
je  les  déterminerai  par  l'égalité 


m  rr  «    n  =r  00 


(\  —  iax  —  'iby-^a'^-\-b^)-^>^^^=z  V      Va^^A"©^». 


m=0     n  =  0 


On    reronnaîlra   immédiatement   que    SSm,»  est   un    polynôj 
on  lier  on  .r  et  r  du  degré  //i  4-  /î,  mais  ayant  x"^y'^  pour  seul 
unique  lernie  de  ce  degré.  Ce  polynôme  se  réduit  à  l'un  des  de^ 
polvnônies  \ m,n  ou  V»,,»?  si  Ton  pose 


ou 


?  =  o 


'        'À 


^ 


t 
3[ 


(  ')  (IcHo  iiilrjjralr  ol  loiiios  les  suivantes  sont  ëtcadues  à  la  surface  du  cerc/e 


.1'   ,    >•      I. 
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osant 


eut 


©/«,«  —  yJl  —  X^  —  7«.  Vfnn- 


>RÈME  VIL  —  IJ intégrale  double 


jj{  \~-x^  —  y^f  Vimn  ©^,v  dx  dy 


uit  à  zéro  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  des 
'es  m,  n,  jx,  v,  à  moins  que  l'on  n'ait  m  =  [x,  n=^^  et  en 
sant  toujours  ^  >>  —  i . 

3S  Indices  m  et  [x,  n  et  v  sont  égaux  en  même  temps,  on 

t 

/Vci  —  a?»  —  7*  )^Vim^n  aJ//i,n  dx  dy 

O  4- I  )  O -+- a  ) . . .  (  p -h  m -4- n  ) 


=  />m/i2"'-^''7r 


p  H-  /n -f-  n -+-  I 


posant  ici  successivement  ^  =  o,  -> >  et  en  attribuant 

Leur  constant  D,„^n  les  valeurs  correspondantes  citées  plus 
m  aura  les  trois  formules  suivantes 


/  fy^m^n^m^ndxdy  = 

JJ'Vm,n'Çm,ndx  dy  = 

/   /  ^/n,«  ^  m.n  dx  dy  — 


r  (m  -^  n)! 


m-h  /i  -h  I 

"il      ' 

ai: 

(m -4-  n-hi)! 

im  -\-in-\- 

3          m!  n! 

1TZ 

(m-f-  n)! 

2 //i  -i-  '2 /i  H-  1       m\  n\ 


îs  deux  premières  ont  été  obtenues  par  M.  Hermite,  et  la 
re  par  Didon,  au  moyen  d'autres  considérations  et,  de  plus, 
fait  indépendantes  les  unes  des  autres. 

s  pouvons  déterminer  maintenant  les  coefficients  du  déve- 
nent  d'une  fonction  quelconque  ç(^,  ^)  en  série  ordonnée 
t  les  polynômes  V^m.n  ou  33„i,«.  En  posant 

ç;(.r.  V.)  =^3l„.  ;,«,«,,,     ou     cp(.r,  r)  =^8m,na3/»,/i.. 


9',  PREMIÈRE  PARTIE. 

et  en  attribuant  au  facteur  constant  D,n  »  la  valeur — j—i ^    on 

trouve 

_  P  -+-  m  H-  «  -1- 1  m!  «! 


®/w  /i  — 


__  3  -h  /Il  -4-  /i  -+- 1 


/h!  /i! 


^  (3h-  !)(?-+-  2)... (3  H-  m -h /i) 

xJj{\  —  T^—y^fVimn^{^,y)ctxdy, 

Les  propriétés  analysées  des  polynômes  \Xm,n  et  93m,w  suffisent 
pour  démontrer  que  les  polynômes  Um,/i,  de  même  que  ûm,«î  peu- 
vent servir  pour  la  solution  des  deux  questions  de  minimum,  dont 
nous  avons  parlé  plus  haut.  En  effet,  le  polynôme  entier  ^(x,  v) 
du  degré  p  -h  g^  dans  lequel  le  coefiicient  de  xPy^  est  égal  àTunité 
et  qui  rend  minimum  Tintégrale  (^4)>  est  déterminé  par  un  sys- 
tème   d'équations  que  nous  obtiendrons   en   égalant   à  zéro  les 
dérivées  de  l'intégrale  (24)  par  rapport  aux  coefficients  du  poly- 
nôme ç(^,  J')'  Ainsi,  nous  aurons  des  équations  de  la  forme  sui- 
vante 

(  if))  I  h^"  *^*  "-^^  ^^  ?^  "^^  y  )xv^yda'dy=i  o, 

qui  tloiviMit  subsister  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières 
et  posilives  [Jl  et  v  qui  satisfont  à  la  condition  [x  -h  v  5/>  -f-  q^  ex- 
(trplé  un  système  jjl  =  y>,  v  =  </  qui  correspond  au  terme  xPy^ 
du  polMiôme  cherché  ^(x,  r).  Pourmontrer  que  le  polynôme  ll,„,„ 
.salisfait  aux  équalions  (i>6),  développons  x^y"  suivant  les  poly- 
nômes 3},„,w, 

./»*  )"  --    SB.  u©o  0  -»-  »i  o®i  0  —  »j  I  93iM    T-  . . .  -+-  ®„  ^g5„,. 

*y/ ,  rsl,  en  «;éiu*'ral,  un  polynôme  du  degré  i -h  j\  qui  ne  contient 
qu'un  s(*ul  el  unique  terme  de  ce  degré  et  delà  forme  oLx'yJ;  par 
r(UiMé(|U(MU,  la  seconde  partie  de  l'égalité  précédente  ne  contiendra 
qu*u  n  >cu\  el  unique  terme  SB^i.,  SJji.v,  pour  lequel  la  somme  des  indices 
e^l  éf;aleà  a  -f-  v  ;  pour  tous  les  autres  termes  elle  sera  moindre  que 
u  I  V.  Ainsi,  ayant  égard  aux  conditions  ci-dessus  mentionnées, 
iiuxqu(*lles  salisfonl  les  nombres  ;jl.  v  dans  les  équations  (216),  nous 
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pocEvons  conclure  que  lorsque  [jl -4- v  < /> -f- ^7  la  somme  des  in- 
dicées dans  tous  les  termes  de  l'égalité  précédente  sera  moindre  que 
P  -+-  q.  Lorsque  [jl  H-  v  ==/?  -h  (7?  la  somme  des  indices  ne  sera  égale 
^  f^ -h  q  que  dans  le  dernier  terme  f8^i,^3iy,^^;  dans  tous  les  autres 
^^rmes  elle  restera  moindre  que/?  -h  q^  comme  précédemment.  En 
^^tre,  les  égalités  [jl  =  /?,  v  =  y  ne  peuvent  pas  subsister  en  même 
^euips  :  donc,  lorsque  [jl  -f-  v  =  /?  +  y,  le  terme  93,i,vS3jt»v  ne  peut  pas 
Hre  égal  à  93;,,^  ^p,qy  niais  à  Tune  des  valeurs  suivantes  : 

Multipliant  les  deux  membres  de  la  dernière  égalité  par 

(i  —  x^-'y^fVip^qdxdyy 

et  intégrant  à  Tintérieur  du  cercle  jr^  -h  j'^  =  i ,  nous  aurons  une 
nouvelle  égalité,  dans  le  second  membre  de  laquelle  tous  les 
termes  s'é\'anouissent  sous  la  condition  ^  > —  i,  et  nous  obtien- 
drons 

/y*(i  -  a^î  _  j2  y^%p^x^yfLrdy  =  o, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  jjl  et  v  qui  satisfont 
aux  conditions  ci-dessus  mentionnées. 

Pour  démontrer  que  les  fonctions  \Xm,n  résolvent  encore  une 
autre  question  de  minimum,  c'est-à-dire  qu'elles  déterminent  un 
polynôme  ^{j^y  ^)  du  degré  A*,  tel  que,  parmi  tous  les  polynômes 
entiers  du  même  degré,  il  donne  à  l'intégrale  (^5)  une  valeur  mi- 
nimum dans  l'intérieur  du  cercle  jc^  -hj''^  =  i,  sous  la  condition 
^  >>  —  I ,  on  donne  au  polynôme  Qnt,n  la  forme 

07)  "w«  =2«j,,,Uj^v»     (|x-hv<m-f-/i), 


OU 


_   p  4-  |Jl -t-  V  -h  I  {i.!v 


»^.' 


Le  second  membre  de  cette  expression,  et  par  conséquent,  le 
coeHicient  8|»,»  s'évanouissent  sous  la  condition  jji  -f-  v  <  m  4-'î> 
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conclut,  en  s'appiiyant  sur  le  théorème  VI,  que  [Jl-|-v 
^ale  k  m  -\-  n  ci  m  ne  doit  pas  surpasser  [jl.  Pour  que  le 
/4,a,v  ne  soit  pas  nul,  les  nombres  [jl  et  m  doivent  encore 
ne  parité-  On  peut  donc  poser  [JL  =  m-l-  2A*,  v  =  n — a  A:, 
prendre  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  com- 

e  o  et  -  >  et,  par  conséquent, 

k 

^me  manière,  on  verra  que 

A 

(icients  ont  les  valeurs 
_  (  m  -H  I  )(  //i  H-  2  ) . . .  (  m  -f-  a  X'  ) 

(  P  -^  m  -H  X  -f-  I  ). . .(  3  -H  w-H  /i) 


'*"  A  !  2'«-^«^- 


X   — 

(2^  -h  i)(9.pM-3). .  .(a^-h  2m  -+-  4X:  — i) 


X 


(23-f-//l-f-2A-+-l)...(23-H2/W  -h  2k) 


k  = 


(  2  3  -f-  2  m  H-  4  A- -h  2  ).  .  .(-2  3  -h  2 //l -h  /l-f-  2  A: -+- l) 

(/i  -h  \)(n  -^  9.), . .(/!-+- 2 A') 
A!  2'"-^^^ 

(2[i  4-  l)(2  3-f-  3)...(2^-h  2m  — 2/:  — l) 

^  (']i-+-i)(fi-+-2)...OH-/n) 

it  dans  cette  formule  ^  =  o,  on  obtiendra  les  relations 
ntre  les  polynômes  U,„,„,  Ym^n,  P//»,« 

^  -'^  rn+ik,n-ik  ^m-hik^n -Ik'     I^mn  =  / ^^tn-tkn-k-lk^ m-¥^\k,n-^tki 


(  m  -T-  I  )(  ///  -+-  2  ).  .  .(  m  -h  2A-  ) 

A!2'"^2Ai.:i.  5.  ..(ytA/t  -t-  4  A  —  I) 

(  w  -^  A  -^^  I  ). . .( m  -T-  /i ) r   <  f, <  2I 

(  >///    -  I  A  ~ '>. ). .  .(/m -h  n -f- 2A-1- i)  L   ~     ~ '> J 

(/A  —  i)( // -f- 2)...(/i  H- 2A)  i.î.5...(2//i  —  2 A-  —  i)r    <f<^] 
ÂS/^  m!  2"*  1*^*^    ^  2J 
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MÉLANGES. 

RA6MENTS  DE  HÉRON  D'ALEXANDRIE  CONSERVÉS  PAR  PROGLUS; 

Par  m.  PAUL  TANNERY. 

is  son  Commentaire  sur  le  premier  Li^'re  d^Euclide{^)y 

ite  six  fois  Héron  d'Alexandrie. 

raière,  où  il  énunière  (p.  40«  parmi  les  subdivisions  de  la 

le,  —  «  la  ihaumatopœique  (construction  de  jouets  ou 

5  merveilleux),  qui  s'attache  aux  effets  obtenus  soit  par 

,  comme  en  traitent  et  Ctésibios  et  Héron,  soit,  etc.  m  —  se 

à  rOuvrage  bien  connu  des  nveufjLaTixoé,  publié  dans  les 

mathematici  de  Thevenot  (Paris,  1693). 

iq  autres  citations  sont  des  fragments  relatifs  à  la  Géomé- 

entaire  : 

I  (p.  196). 

e  faut  d'ailleurs  ni  en  réduire  le  nombre  (des  axiomes) 
Qum,  comme  le  fait  Héron  qui  n'en  pose  que  trois,  — 
un  axiome  que  le  tout  est  plus  grand  que  la  partie;  le 
(Euclidc)  l'emploie  assez  souvent  dans  ses  démonstra- 
mme  aussi  que  les  choses  qui  coïncident  sont  égales; 
ert  immédiatement  pour  le  but  de  la  proposition  IV,  — 


)) 


Héron  n'aurait  admis  que  les  trois  premiers  axiomes 
ar  Proclus,  —  l'égalité  entre  elles  de  deux  choses  égales 
3isième,  —  l'égalité  des  sommes  de  parties  égales,  — 
les  différences  de  choses  égales  de  part  et  d'autre. 

11  (p.  3oj). 

proposition  XVI  du  Livre  I*""  d'Euclide  :  «  Dans  tout 
lont  on  prolonge  un  côté,  l'angle  extérieur  du  triangle 
ieur  à  l'un  quelconque  des  intérieurs  non  adjacents. 


citons  l'édilion  Procli  Diadocin  in  primiim  Euclidis  Elementorum 
tmentarii,  do  l-'ricdleiii.  F.cipzig,  1873. 


io<>  PREMIERE  PARTIE. 

»  (iOllo    proposition,   ononcée    incomplèlement    par   certaine 
auteurs^  sans  h»  nionibre  de  phrase  dont  on  prolonge  un  côté,  a 
fourni   une  oecasion  «J*attai|ue,  peut-être  à  plusieurs  autres,  en 
tous  cas  a  Philippos,  comme  le  dit  le  mécanicien  Héron.  Car  en 
gênerai,   un  triangle,   en   tant  que  tel,   n*a  point  d*angle  exté- 
rieur. " 

III  (p.  323). 

Sur  lu  propi'»>ition  W,  que  dans  tout  triangle  la  somme  de 
doux  oOitês  quelconques  est  supérieure  au  troisième. 

«%  U  faut  rapp«'ler  brièvement  les  autres  démonstrations  da 
lhét>rènie  pr\>pi>sô«  comme  elles  ont  été  données  par  les  héroniens 
cl  Poq^kxrw  sans  pr\4onger  de  droite*  comme  Ta  fait  rÉlémen- 
lairv  vKucliJt*  '• 

V  S^nt  le  trijin^le  ABC..  U  faut  mooirer  que  .VB  + AC>BC. 
Di\i>^<  |vAr  ittoilié  Tan^le  en  A.  Dans  le  triangle  ABE,  TaDgk 

cMcrieur    VlA. --  BVE.  Mais  BAE  =  EAC.  Donc  AElî > & 
do  MMTle  quo  W  tV^ê  AC  7^  CE-  De  mémo  .\B  >  BE.  Car  dans  le 

trifcwito  VKt\  IVxltrnour  AEB  >  C\E  =  E.VB.  de  sorte  que 
VB  "^  W*  IVmk-  \B  —  \C  ^-  U  <<«uBe  BC  Noos  ferions  U  même 
*W««K^strAt>t*«  îv«r  W>  .Mtnrs  cv**é5.  » 

\  U  ^;kU^  N>f  c^fiSe  -JknefeOcstritkHi*  IVoirltts  en  donne  deux 
jM;rcs:  U  i^TtfcVi:^.  ûîtif  par  F-àhscnie.  »e  peul  être  attribuée  à 
Hs-fW^x  >:x:  ,'^;i.:  c^  rc*>."^«itf  ^oir  le  ùaiieut  sai\antV,  k 
>aiV^*<^,x*  r*.*»':^':  x  -a  ?«rai^nf-  akâi^  eiie  <m  difloie  en  ce  qii*on  se 
Ksirttv'  A  Vc^ff*.:ï»fr  ia£L>  I"*  v-j:>  oà  xm  o54ê  eî?t  plus  grand  que 
vSKk'm^  ->*^  i^'-tv  iij:r^**v  tfî  ri  la  ir«ea  i?  ^ener  la  sécante  AE 
c\*.r*.^mr  >.^^-*;r-o;  :*i  htt^^  -fo.  \.  nht  Ici  lût  intercepter  sur  le 
^.,.j^;x  ^--^^r  .*  c-  i-t  -oc*n>-!i-:  -i^pi  l  Tisl  -S?*  *ie«\  anties  côtés;  U 
,^  >,-s. ,  ;»  .r».  ;  i  i  :t,'U*.*a  r^^  -  :xsti:fHxC't  ï<4r  Fantre  5<^:ment.  Ces 
X.  Mj,.mV*..«  »i^   i,-»-»*«'vfiiK>  fc  ^^cr*  1  v«K  ^<mMent  peo  dignes 

lit      Util  n     « 


>.i:-  'k^  1-^  ^i  «  il  W^  '  >^  if«:i.  »m:ies  v«t  den  cotés 
;^.viv  ,i*i^i>i  •  ,K»».iii.  •-  Tin  "il  ioErf  3ànsfri*ie  qpe  Tantre, 
L'u     1.1^»      •  »nj.u->     M.rr    t'^    riOtf^  i&asL  swra  èolement  plus 


^*     •  1 tx 
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«  Voici  comment  celte  proposition  est  démontrée,'" pas. Héron 
le  mécanicien,  sans  réduction  à  l'impossible.  -  -V- ,. 

M  Soient  les  triangles  ABC,  DEF  et  les  mêmes  hypothèses  (^sîHoir 
AB  =  DE,  AC  =  DF,  BC>  EF). 

I)  Puisque  BC  >►  EF,  prolongez  EF  en  prenant  EH  =  BC.  De 
même  prolongez  ED  en  prenant  DG  =  DF.  Le  cercle  décrit  de  D" 
comme  centre  avec  DF  pour  rayon  passera  par  G;  soit  FKG  ce 
cercle.  Puisque  BC  <<  AC  -f-  AB  =  EG,  et  que  BC  =  HE,  le  cercle 
décrit  de  E  comme  centre,  avec  EH  pour  rayon,  coupera  EG.  Soit 
HK  ce  cercle,  menez  KD,  KE  de  Tintersection  commune  des  deux 
cercles  à  leurs  centres. 

»  Puisque  D  est  centre  de  GRF,  GD  =  DK  =  DF  =  AC. 
D'antre  part,  puisque  E  est  centre  de  HK,  EK=  EH  :=  BC.  Donc, 
puisque  les  côtés  AB,  AC,  BC  sont  respectivement  égaux  à  DE, 

DK,  EK,  ^Aè,  =  ÊDk.  Donc  BMl  >  I13E.  » 

V  (p.  429). 

Sur  la  proposition  XLVU,  théorème  du  carré  de  Thypoténuse. 

«  Ce  que  d'autres  ont  ajouté  en  plus,  comme  les  héroniens  et 
Pappus,  oblige  à  recourir  à  des  propositions  du  Livre  VI,  et  n'a 
point  de  rapport  avec  le  sujet  présent.  » 

2.  Les  questions  que  soulèvent  ces  fragments  sont  surtout  rela- 
tives à  leur  origine.  Viennent-ils  d'un  commentaire  particulier 
composé  par  Héron  sur  les  Eléments?  Ont-ils  été  tirés  d'un  autre 
Ouvrage,  et  quelle  était,  dans  ce  cas,  la  nature  de  cet  Ouvrage? 

M.  Th. -H.  Martin  (*)  admet  l'existence  du  commentaire  parti- 
culier; Héron  aurait,  d'ailleurs,  composé  un  grand  Ouvrage  de 
Géométrie,  connu,  d'après  Eutocius,  sous  le  nom  de  Métriques 
(Mrrpixa),  et  dont  il  nous  resterait  d'importants  débris,  apparte- 
nant à  quatre  parties  distinctes  : 

L   Prolégomènes  aux    éléments  d^ Arithmétique  (Tôt  irpb  t9îç 


(')  Recherches  sur  ta  vie  et  tes  Ouvrages  de  Héron  d*Atexandrie  et  sur  tous 
les  Ouvrages  mathématiques  grecs  qui  ont  été  attribués  à  un  auteur  nomme 
Héron.  Paris,  i854;  voir  p.  gS-gS,  102,  lo'i,  120,  176. 

Bull,  des  Sciences  mathém.f  j*  série,  t.  VI.  (Mars  18S5.1  s 
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Ces  ProU'gomènes  doivent  donc  être  écartés,  et  nous  restons  en 
présence  de  riivpothèse  d'un  commentaire  spécial.  Nous  allons 
la  discuter  en  étudiant  les  fragments  reproduits  plus  haut. 

3.  Le  premier  point  à  établir,  c'est  que  Proclus  n'a  pas  lui-même 
d'ouvrage  héronien  entre  les  mains;  il  cite  d'après  Porphvre  et 
Pappus. 

Tout  auteur  d'un  commentaire  travaille  sur  ceux  de  ses  prédé- 
cesseurs, s'il  en  a  eu.  Proclus  n'a,  d'ailleurs,  guère  d'originalité; 
presque  tout,  chez  lui,  est  évidemment  emprunté,  et  s'il  cite 
souvent  ses  auteurs,  il  néglige  aussi  souvent  de  le  l'aire.  La  source 
principale  pour  les  prologues  est  la  Théorie  des  Mathématiques 
"eGeminus:  pour  le  commentaire  des  Propositions  y  c'est  évidem- 
ment le  travail  de  Pappus. 

L'existence  de  ce  commentaire  est  assurée  parEutocius  (Archi- 

ffiède  de  Torelli,p.  90);  il  doit  avoir  été  complet,  car  la  citation 

au  comnjentateur  d'Archimède  se  rapporte  au  Livre  XII  des  Elé- 

ftientSy  et  des  quatre  que  fuit  Proclus,  il  en  est  deux  (p.  i8(;  et  197) 

qui  sont  relatives  aux  axiomes. 

*  roclus  ne  parait  point,  d'ailleurs,  connaître  l'Ouvrage  qui  nous 
reste  de  Pappus,  la  Collection  mathématique;  mais  ce  dernier 
nous  lait  suffisamment  connaître  la  riche  érudition  de  son  auteur 
pour  cjue  nous  soyons  assurés  qu'il  a  pu  emprunter  ses  citations 
de  lleron  à  des  ouvrages  quelconques  de  ce  dernier,  de  Géométrie 
ou  mêroe  de  Mécanique,  sans  se  borner  à  rechercher  dans  les 
commentaires  précédemment  écrits  sur  Euclide  s'il  y  en  avait 
déjà  de  son  temps. 

^c  fragment  V,  dans  lequel  le  nom  de  Pappus  se  trouve  accolé 
a  ceiui    Jeg  héroniens,   nous    rappelle    cependant    l'intéressante 
généralisation  du  théorème  sur  le  carré  de  l'hypoténuse,  qui  forme 
a  propQgjjJQj^  I  jy  Livre  IV  de  la  Collection  mathématique. 

^^^s  un  triangle  quelconque  ABC,  sur  deux  côtés  x\B,  BC, 

^^^struit  des  parallélogrammes  quelconques  ABED,  BCFH, 

P^'o longe  leurs  côtés  ED,  Fil  jusquà  leur  rencontre  en  G, 

I^ini  GB,   et   Von   construit  sur  le  troisième  côté  AC  du 

^^f(i  un    autr^  parallélogramme  dont  le  second  côté  soit 

>  -so^/jç  nfi  angle  égal  à  BAC  -h  DGB.  Le  troisième  parallé^ 


51  iTirfi:-— *".  -*  Tsrirî  «or  LTivp>ti*nn5e  csléqi 
.''•f%^       *.  -«p^iiBr  .«îr  ainr-T-  -*ir  «?;*-  -tUf^  te  TuLile  droit. 
*•       -9.    ^^iMïae     la  '-^i*?.    a    •  n:iff?tiŒn*  Ts  -ZM  Li^re  M  des  £*( 
r-fji.         —     ^ur    TV         :  aTt    .-^zrbr  ta -îsc  rempli  après  l'cxp 

'•**»►■ '••'-^-  r  -T'  «jfjL  .^'.Lr*        -?^— «— or-  ior*^^  !a  proposition  3 

:■..;.- a     -*•-    i»-"'     "     •*^'    Sf-rr^    — -r- Trii*?  aoposilions  q 

.r-^\  .   ^     ii*.'^    -•       rTr-     «t.rurdt^  :i  mc  loctin  lien 

..  -       ■ --^  ^      -^    '"^' -*î!iînc*      ._-  -*»nc   ie  'ï^*;rÎLàbles  hor 

.     -  £ -— ,.        ^:*;i*^      ne    i.  3iMa«r  le  la  t»»rïiièr^  prop 

.    .      -      .-         *  — :.       ?     --±i     ont    naETSuieoienc  nijBettre  qi 

..  '  .«:vjj:f    a  '    iiiie  utraïuer  f Incorporatû 


IV      ^L=-    ^«S'    -•Trii&  Tios"  om  n  eUe  aurai 


IS-    -    X 


3uiir  iifs  citations  < 


^•-< 


»!•»■>-    ^ 


1^   t*ff"      * 


'jmi  ifiixznphe  s 
■fjss^f:   auiis  on  peut 

S' SuiÂfe^:  si  le  secoi 
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Nous  savons,  d'ailleurs,  que  Porphyre  avait  écrit  des  Introduc- 
lions  astronomiques,  c'est-à-dire,  en  fait,  commencé  à  com- 
menter Ptolémée;  il  nous  reste  enfin  de  lui  un  commentaire  sur 
es  Harmoniques  de  ce  dernier  mathématicien.  Pappus,  d'un 
lutre  côté,  un  peu  plus  jeune  que  Porphyi'e,  a  pu  le  connaître;  la 
radition  lui  attribue  d'avoir  achevé  le  travail  sur  les  Ilarmo- 
ligues  (*),  et  il  a  certainement  commenté  l'Almageste.  Quoique 
I  longue  vie  de  Porphyre  paraisse  s'être  surtout  écoulée  à  Rome, 
andis  qu'on  suppose  mieux  Pappus  écrivant  à  Alexandrie,  il  n'en 
si  pas  moins  dès  lors  naturel  de  voir  dans  le  second,  sinon  le 
îsciple,  au  moins  l'héritier  mathématique  du  premier,  et  l'on 
eut  croire  que  le  commentaire  sur  Euclide  forma  une  partie  de 
héritage. 

Le  travail  de  PorphjTC  connu  de  Proclus,  soit  directement,  soit 
eut-étre  seulement  par  celui  de  Pappus,  a-t-il  été  le  premier?  ou 

îi-t-il  trace  de  commentaires  anlérieurs?  Nous  sommes,  sur  cette 
uestion,  ramenés  exclusivement  soit  à  Héron,  soit  aux  héro- 
iens  (oî  irspi  ''Hpwva). 

11  est  certain  que,  depuis  qu'une  école  héronienne  existait  et 
ubliait,  sous  le  nom  du  maître,  des  traités  et  des  recueils  de  pro- 
lèmes  sur  la  Géométrie  pratique,  en  les  mettant  constamment  au 
ourant  des  changements  des  systèmes  métriques,  elle  s'était  habi- 
llée à  les  enrichir  d'emprunts  faits  à  Euclide  (^)  et  à  d'autres 
uteurs,  d'abrégés  et  de  compilations  diverses.  Ainsi  a  pu  se  con- 
lîtuer  la  fausse  attribution  à  Héron  du  Traité  des  Définitions, 
ont  j'ai  parlé  plus  haut,  parce  que  toutes  les  productions  de 
école  paraissaient  sous  le  nom  illustre  du  disciple  de  Ctésibios. 
[aïs  rien  ne  semble  indiquer,  dans  cet  ensemble  de  travaux,  une 
ïDlative  sérieuse  de  commenter  les  Eléments,  Toutefois  un  érudit 
)inme  Porphyre,  n'eûl-il  pas  eu  de  valeur  réelle  comme  géomètre, 
;aît  suffisamment  averti  par  l'existence  de  cette  école,  qu'il  con- 
^nait,  pour  commenter  Euclide,  de  faire  des  recherches  dans  les 
îrits  de  Héron,  puisque  ce  dernier  avait  traité  avec  succès  les 
émes  sujets,  suivant  des  tendances  différentes.  Porphyre,  enfin, 


')    Voir  KuiRiciis,  Biblii}tli.  i^rœcct,  cl.  Ilarics,  t.  V,  p.  ^Jo. 
;•)    Voi/'f  noniinciucnl,  //cran,  [).  \i-\ô  cl  p.  ii5. 


>•     -«-r  s  •     ^kMmM^Mj    a    \,«.ilt.     IIVtVliK 


*■  M»-  »  rani.-t*?rf^  i?  tîdélité.  V /ni rod action  < 
i^vaHL    e  SAtc'Mi    la  ïi^tj^me  mélrique,    se   lermii 


?-  j»' 


i^i     BC^ï-    -*ril-     'tMir 


r*  r  jÈr'jTï^zr,  l*^  points  de  repère  fixe: 
iiiî-    j'ii    r-iiHii^*.    X  ••'ixiiiie   i?  «leax  côtés  quelconque 


auB-*  »»u   T-^inirr  ^^  ra«are.  Ji  ?4?€DLme  des  carrés  des  càU 
a^      <^    rrr:-.    x    :r^jiutrrai:e  est  3  '  par  rapport  ai 


.  1  - 


i—    nr-^x'^    -ar  't   T'v^miL  tu  iïainètrc  et  de  la  cîrcon 


'•{««■rtti.   trm  aar  tr*#iiiiffrftr.  il  s'est  évidemmei 

-^  A  -fa  dirrelopper  les  consi 


^  ■•' 


•«Mk 


ïs  sïiat  does  à  Archîraèdc 
«TST^K  (Mesure  d 
L  -^t  raii5«rtêe  n"esl  qu'un  extra 
•r-^i  'é*^mr    m    TfrT/f,  aajourd'hui  perdu 

r^sîfcpf  Ae  faire  cet  extra. 
M  temps  de  Héron  ; 
Jm  cercle,  le  méca 
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dus,  à  Texception  de  celui  qui  est  relatif  aux  axiomes,  se  rappor- 
tent, II,  III,  IV  à  rt,  et  V  à  b. 

Nous  avons  déjà  suflisamment  parlé  du  fragment  V;  le  frag- 
nent  III  est  expressément  la  proposition  a  démontrée  autrement 
|ue  ne  Tavait  fait  Euclide;  II  se  rapporte  à  une  proposition  invo- 
uée dans  cette  démonstration. 

Quant  à  la  relation  du  fragment  IV,  elle  est  moins  claire,  quoique 
i  proposition  a\  soit  invoquée,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  la  démon- 
tration  correspondante  d'Euclide;  mais  il  appartient  évidemment 
a  même  ordre  d'idées  :  donner  des  règles  permettant  de  contrôler 
i  possibilité  de  figures  auxquelles  on  suppose  des  dimensions 
éterminées. 

Quant  au  fragment  I  —  sur  les  axiomes  — ,  peut-être  la  donnée 
-t-elle  été  empruntée  à  Geminus,  et  non  à  Porphyre  ou  à  Pappus; 
n  tous  cas,  il  n'est  certainement  pas  tiré  d'un  commentaire,  mais 
âen  d'un  traité  original  de  Géométrie. 

La  conclusion  de  ces  rapprochements  serait  donc  négative  en  ce 
jui  concerne  l'existence  d'un  commentaire  composé  par  Héron. 

On  peut,  il  est  vrai,  faire  à  cette  conclusion  une  objection  spé- 
cieuse tirée  du  fragment  II.  Le  singulier  renseignement  historique 
lui  s'y  trouve  ne  semble,  en  elTet,  guère  à  sa  place  dans  un  traité 
didactique  (*). 

Mais  c'est  supposer  que  ce  traité  était  conçu  dans  la  forme 
:Aclidienne,  et  nous  avons  tout  droit  de  penser  le  contraire.  S'il 

a,  en  effet,  un  fragment  bien  authentique  de  la  Géométrie  de 
eron,  c'est  le  début  (Héron,  p.  43  et  106),  qui  raconte,  «  sui- 
LJKit  ce  que  nous  apprend  l'ancienne  tradition  »,  l'invention  de  la 
Sométrie  chez  les  Egyptiens.  C'est  le  ton  d'un  écrivain  qui  se 
^ît  aux  digressions  historiques,  ce  n'est  plus  la  sévère  nudité  des 
i^Mvres  classiques. 

In  résumé,  nous  admettons  les  conclusions  suivantes  : 
1**  Il  n'j  a  aucune  raison  plausible  de  supposer  que  Héron  ait 
^•nraenté  Euclide. 


C  *)  Le  Philippos  dont  il  y  est  parlé  semble  être  le  disciple  de  Platon,  Philippe 
^IK)nte  ou  de  Mcdma.  Du  moins  on  ne  connaît  aucun  mathématicien  postérieur 
"*  mùmc  nom.  L'identité  de  ce  personnage,  sous  les  doux  épithétes  relatives  à  sa 
^tionalilé,  a  d'ailleurs  élé  démontrer  par  lUrck  (Sonnenkreise  der  Aïten,  p.  V\- 
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CLIKFORD  (  W.-K.).  —  Mémoires  MATHÉVATiQtES  édités  par  R.  Tucker  avec 
une  Préface  de  H.-J.-S.  Smith.  —  In-8°,  lu,  648  pages.  Londres,  Macmillan 

A^illiam  Kiogdon  Cliflbrd,  né  à  Exeter  le  4  niai  i845,  est  mort 
emporté  par  la  phthisle  à  Madère  le  3  mars  1879.  Celte  fin  préma- 
tar^e  excita  d'universels  regrets,  non  seulement  en  Angleterre, 
pairrai  les  maîtres  et  les  amis  de  Cliflbrd,  mais  aussi  en  France,  sur 
le  continent,  partout  où  la  Géométrie  et  l'Analyse  sont  cultivées. 
CliflTord  s'était  toujours  occupé  des  questions  les  plus  abstraites  cl 
les  plus  difficiles  ;  de  son  vivant,  son  nom  n'a  pas  été  aussi  connu 
^u  il  méritait  de  l'être,  mais  ceux  d'entre  nous  qui  se  tenaient  au 
coiai-ant  de  ses  travaux  n'hésitaient  pas  à  leur  accorder  le  plus 
'^^'-•t.  degré  d'estime  et  d'admiration;  ils  s'expliquaient  sans  peine 
'®  j  t-igement  des  plus  grands  géomètres  de  l'Angleterre  qui  faisaient 
"^F^ci^ser  sur  Cliflbrd  leurs  meilleures  espérances.  Un  grand  nombre 
^^  travaux,  accomplis  dans  des  directions  très  variées  par  cet 
^^^^^llenl  géomètre,  portaient  la  marque  d'un  esprit  inventif  et 
r****^ fondement  philosophique. 

-■in  parcourant  les  Mémoires  rassemblés  avec  un  soin  pieux  par 

^   "^'cuve  et  les  amis  de  Cliflbrd,  les  uns  déjà  publiés  du  vivant  de 

'^^t*  auteur,  les  autres  inédits  et  trouvés  dans  ses  papiers,  on  re- 

^^tiaîl  sans  peine  une  foule  de  vues  originales  et  profondes  que 

^^^flbrd  aurait  certainement  développées  et  qui  se  seraient  mon- 

^^os  fécondes.   M.  Tucker,    secrétaire   honoraire   de   la   Société 

^^thémalique  de  Londres,  s'est  chargé,  dans  la  Préface,  de  retracer 

'^  plus  simplement  possible  les  faits  principaux  de  la  vie  de  Clif- 

ord,  ses  succès  de  professeur  et  de  géomètre.  Il  nous  donne  aussi, 

ans  leur  ordre  chronologique,  la  liste  des  publications  de  Cliflbrd. 

ans  une  Introduction  fort  étendue,  qui  vient  à  la  suite,  M.  Smith 

précie  les  principaux  travaux;  il  montre  avec  autorité  la  place 

sortante   qu'ils  doivent  occuper  dans  le  développement  de  la 

•nce  moderne.  Il  les  classe  ensuite  de  la  manière  suivante  : 

n  premier  groupe  se  rapporte  à  ce  que  l'on  pourrait  appeh^r 

Butf.  des  Sciencex  matkém..  >'  série,  l.  VI.  (Avril  18H0.)  (^ 
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RECHERCHES  SUR  LES  FONCTIONS  2  r  FOIS  PÉRIODIQUES 

DE  r  VARIABLES. 

(Lettres  de  M.  C.  VVeierstrass  à  M.  C.-W.  Bobchardt.) 
Traduction  publiée  avec  Tautorisation  de  l'auteur, 

Par  m.  J.  MOLK. 

Première  Lettre  {*). 

kùs  les  Monatsberichte  de  notre  Académie  (1869,  p.  855),  tu 
nreras  énoncé  le  théorème  : 

iVon  désigne  par  f  {11^^  u^^ ...,  Ur)  une  fonction  univoque  (J^), 
^(ds  périodique,  ayant  le  caractère  d^une  fonction  ration- 
tpour  toutes  les  valeurs  finies  des  r  variables  Mj  ,  . . . ,  Ur\ 
^  autre  fonction,  fouissant  de  ces  propriétés  et  ayant  les 
to  systèmes  de  périodes,  peut  être  exprimée  rationnelle^ 

'  à  Vaide  des  (r  -j-  i)  fonctions  /m  t^»  •  •  •  >  j^'  ces  der- 
5»  étant  liées  par  une  équation  algébrique. 

théorème,  cher  ami,  correspond,  comme  tu  le  vois,  à  celui  de 
ioQvîUe,  d'après  lequel,  f\{u)  étant  une  fonction  univoque 
lement  périodique,  à  deux  infinis,  toute  autre  fonction  uni- 
e  f{u)^  ayant  les  mêmes  périodes  que  f{u)  et  un  nombre 
Onque  d'infinis,  peut  être  mise  sous  la  forme 

9  N  désignant  des  fonctions  rationnelles  entières  de  f(u). 


Journal  /iir  Mathematiky  t.  LWXIX. 

^e  me  suis  permis  de  traduire  eindeutig  par  univoque,  le  mot  uniforme  me 
*iàt  devoir  être  réservé  pour  exprimer  l'idée  fondamentale  de  Gleichniàss- 
*  gleichmâssige  Convergenz  —  convergence  uniforme.  Comparez  :  Re- 
*et  $ur  quelques  points  de  la  théorie  des  fonctions  analytiques  par  M.  C. 
^rau.  Traduction  par  M.  J.  Tanncry.  Paris,  1882. 
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^ï^es  fondions  univoques.  Par  exemple, 

^si  unîvoque  et  doublement  périodique;  cependant,  on  ne  peut 
^^primer  F(w)  rationnellement  en  fonction  de  sinam;/  et  de 

d9,in  amu 


du 
Cela  tient  à  ce  que  tous  les  arguments  e/,  pour  lesquels 

sont  des  points  essentiellement  singuliers  de  e"°""*".  En  effet,  le 
développement  de  F(w)  suivant  les  puissances  entières  de  (u  —  a) 
contient  un  nombre  infini  de  termes  à  exposant  négatif.  Si  donc 
on  veut  élendre  les  théorèmes  de  M.  Liouville  sur  les  fonctions 
doublement  périodiques  d'une  variable  au  cas  de  fonctions  2  r  fois 
périodiques  de  r  variables,  il  est  manifeste  que  ce  ne  sera  pos- 
sible que  pour  des  fonctions  jouissant  de  propriétés  particu- 
lières. 

Définitions.  —  Lorsque  je  considère  simultanément  les  variables 
ci|,  . . .,  «rj  je  nomme,  pour  abréger,  chaque  système  de  valeurs 
de  ces  variables  un  point  dans  le  domaine  de  «i, ...,  w^.;  («!,...,«;.) 
étant  un  point  déterminé  du  domaine,  et  8  un  nombre  réel  positif 
donné,  Tensemble  des  valeurs  pour  lesquelles 

forme  le  voisinage  (3)  du  point  («i,  ...,  a^).  Dans  le  cas  où  la  va- 
leur de  0  n'est  point  fixée  à  Tavance,  je  parlerai  simplement  du 
voisinage  de  («i,  ...,  ^7^).  Enfin,  je  conviens  de  remplacer  u  — 00 

pari. 

Lorsqu'une  fonction  univoque  /{un  ...,  Ur)  peut  être  repré- 
sentée dans  le  voisinage  d'un  point  («i,  ...,  ar)  par  une  série  con- 
vergente de  la  forme 

Va,,,,.  .,  (iii—aiyt{Ui  —  aiyi  ...  (Ur—arY'-    (v,,v,,  ...,V;.  =  o,i,...,oo), 
je   dirai   que   celle   fonclion    A  rcgitlicre  au  point  («1,  ,.,,ar) 
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(ui,  ...,  Ur)  situés  dans  un  voisinage  infiniment 
a'y)  (*);  et,  par  suite,  que  /{a\, ...,  a^)  =  QO  . 
re,  Pi{a\y ...,  a^\a\, ...,  a^)  =  o,  on  peut  démon* 
,  quelque  petit  que  soit  o,  dans  le  voisinage  (8)  de 
;  points  (wi, ...,  iir)  tels  que  /(wi,  ...,  Ur)  ait  une 
ue  fixée  à  l'avance.  Alors  /{a\y  ...,  a^)  n'a  aucune 
ée. 

encore  que  Tensemble  des  points  où  /(mi,  ...,  Ur) 
mme  une  fonction  rationnelle,  c'est-à-dire  Ten- 
)ints  non  singuliers  et  singuliers  non  essentiels,  est 
i  2r  dimensions  dont  la  limite  est  formée  par  les 
s  essentiels  de  la  fonction. 

I  est  un  point  déterminé  à  l'intérieur  du  continuant 
r)  a  une  valeur  finie  bien  déterminée,  /(mi,  ...,  Wr) 
i  régulière  pour  tous  les  points  situés  dans  un  voi- 
é  de  (<ï|, ...,  ftr). 

ar)  =  00  ,  /•>!,  il  y  a  dans  tout  voisinage  de 
i  ne  contient  aucun  point  singulier  de  la  fonc- 


/(M|,  ...,Mr) 


li  de  points,  formant  une  variété  (ar  —  2)**"*%  où 
i,...,£/r)  a  une  valeur  infiniment  grande,  tandis 
lière  en  tout  autre  point  du  domaine  considéré. 
, ...,  Or)  n'a  aucune  valeur  déterminée,  il  y  a  non 
le  voisinage  (S)  de  (c/|,  ...,  nr)  un  nombre  infini 
singuliers  non  essentiels  où  la  fonction /(wi,...,iir) 
lais  encore  pour  r^  ?,,  un  nombre  infini  de  points 
^terminée;  et  cela,  quelque  petit  que  soit  8.  Les 
Dt  une  varîété  (ir  —  9.)*"°**';  les  derniers,  une  va- 


qui  précède  renoncé  d'un  tliéorème  fondamental 
usage  que  plus  tard. 


ue,  quelque  ^rand  que  soil  un  nombre  donné  G,  on  peut  tou- 
D  8  assez  petit  pour  que,  pmir  tous  les  points  (//',,  ...,  1//.)  du 
!*,,  ..,,a'r),  la  valeur  de  \/(if\,  -..,  W/)|  soit  plus  grande  que  G. 


çïl6l 


6 


«\)\C 


dat»s 


lie' 


dè«»o" 


vat^a' 


xré  ce 
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de 


S»,  V' 


llr 


on 


coi 


««'••":  -{ot*cV*o*** 


uov 


\voq 


ttCS 


o^«^%:Uc.l>c.po^";-o.t 


âtier 


des 


ce  c 


taûonne--^^^^  ^^^  ç 


etv^^^'   .IdesaV^^^t  .,U^^ 


onti^^^ 


ar^^y 


cte^ 


a 


;\\es  -'.  -  „o\oVs  <»«  -^^  ^  var.»-^^,  ^u^Ws 


ttCtt» 


S« 


VVers 


ess 


enU< 


?:^^:ïïrco-^;!:^)<^-^' 


dooc  ça*  """     .A«.  «ar  ""  .    .aps  r  ^a\'  .  ;„  coiov*^"    .-.„„  ^r 


.^«-";:r;«^-::-S>:--i:r;:^--i:' 


0» 


^V  ^nViens,  r; .  ^   ^on  seul  oitïiesï»      ._^>^^ié  <^^ 

usage,  je  c«^;  ,  var^^^^^^^'a^a^V^-^^^ixe,  à'-' 

/^  «;  oosC-»  3      ,  ^  11  une         . 


\o6n' 


.,  «'•> 


{o»s  Y 
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/rC«*^' 


lit* 


Un 


J,(U,,- 
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rèmc  fondamental  de  la  théorie  des  fonctions  périodiques  de 
plusieurs  nariableSy  que  lorsque  /i  jouit  des  propriétés  que  nous 
iuî  avons  supposées,  le  déterminant 


àf\{u\,  ..,,u'r) 


àUr 

àf\(u\,  ...yU'r) 
5Z 


du;-»  '*'*'  du^r-^ 

^  ^^aitpas  identiquement  nul. 

Si    donc  nous  désignons  par  c,,  ...,  c).;  ...;  c^/*"",  ...,  cJT"*'  des 
constantes  par  rapport  à  e/i,  ...,  e/^y  et  si  nous  posons 

«l=w.-+-<;  ...;Mi''-*>  =  ii.-4-ci'--«>   (a  =  1,2,  ...,'•), 

"^^Os  pouvons  donner  à  cl,  ...,  cl''"''  des  valeurs  telles  que  le  dé- 
^^ï^nainant 


àflJUi,  ...,  Ur) 
^/l(«l  +  g't>  ...yUr-^Cr) 

" • » 


dUr 

àfi(Ut-hc\,,..,  Ur-^u'r) 

dUr 

cyi(a^  -4- cr'>,  ...,££;. -4- C^-'O 

àUr 


^^  Soit  pas  identiquement  nul. 

Choisissons  alors  faiui^  ...,  Ur)  =  /i(Mi  -h  c'^, ...,  Wr4-  c^)î  •••; 

/'•(</i,  ,..,  Wr)  =  /i(^/| +c','*"*\  ...,  //r  + c^''"*').  Il  est  manifeste 

H^cles  fonctions /i, /a,  ...,/rOnt  mêmes  systèmes  de  périodes, 

^^   que   leur    déterminant  fonctionnel   n'est  pas   identiquement 

nul. 

Soit  maintenant  /i(//|,  ...,  Ur)j  ...,  fr{^Ui  •••>  w^)  un  système 
tjuelconquc  de  /•  fonctions  indépendantes  les  unes  des  autres,  et 
faisant  partie  de  la  même  classe. 

On  peut  démontrer  ce  théorème  : 


Supposons  que  les  r  variables  (/,,  ...,  Ur  soient  liées  aux  va- 
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ioDS.  Si,  donc  R,  R|,  ...,  R^  désignent  des  fonctions  rationnelles 
'c/i»  *'")/r+\y  et  si  l'on  pose 

)n  a  aussi 

df 

)n peut  élimier  /< ,/2, .-., /r+i  entre  ces  (r  -f-  1)  équations  et  celle 
^*  Ke  /r^i  à  f\jf^i  ...,  /r-  On  obtient  ainsi,  en  général,  yj^  ex- 
ninée  en  fonction  rationnelle  de 

f  ^        EL 

est  le  théorème  que  j'énonçais  en  commençant. 
Je  n'ai  point  recherché  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
f\y'-y  fr^\)  pour  que  /i,  ..,^  /r^t  puissent  être  vraiment  ex- 
més  rationnellement  en  fonction  de  /  et  de  ses  dérivées 

«y  à/ 


dux  àur 

^st  pourquoi  j'ai  dû  modifier  l'énoncé  donné  dans  les  Monats- 
'^ichte. 

Le  premier  de  ces  théorèmes,  qui  permet  de  donner  la  défini- 
n  du  degré  d'un  système  de  r  fonctions  ir  fois  périodiques, 
dépendantes  les  unes  des  autres  et  faisant  partie  de  la  même 
5se,  est  le  plus  difficile  à  démontrer.  Cela  vient  principalement 
ce  que,  pour  /*^i,  il  existe  dans  le  domaine  de  (W|,  ...,  iir) 
s  points  singuliers  où  les  fonctions /i,  ...,  fr^^  sont  toutes  ou  en 
rtie  indéterminées. 

Si  tu  veux  bien  me  permettre  de  continuer  à  te  communiquer 
'S  résultats,  je  t'exposerai,  dans  une  autre  Lettre,  la  voie  que 
'  suivie  pour  démontrer  les  théorèmes  énoncés.  Elle  n'est  point 
'^ï'te,  il  est  vrai,  mais  je  crois  les  démonstrations  parfaitement 
joureuses.  Elle  m'a,  d'ailleurs,  amené  au  but  que  j'avais  en  vue 
^  le  début  de  mes  recherches  :  montrer  que  toute  fonction 
'^b  •..,  Ur)  de  r  espèce  considérée  peut  être  exprimée  ration- 
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n   tire 

d*y^  dy^ 

d^fï  dyi 

,         dx*    dx 
1  )                                      h        -, 

^'  dx 

dx*    dx 
'^''dx 

13 'ailleurs,    si   Ton  considère  y 2 

comme   une  fonction   de   yt, 

n   ai 

^J. 

<i>',         dx 

dvx        dvx  ' 

dx 

d^Yi  dy^ 

d\yi  dy^ 

d^Yt        dx*    dx 

dx*    dx 

• 

dy*  fdvxY 


■a   relation  (4)  devient 

dy^ 

b\dx)    ~        d}j\ 

dy* 

l^ésignons  par  u  Texpression  contenue  dans  le  second  membre; 

^  ^^ra  liée  à  ri  par  une  relation  algébrique  à  coefficients  constants 

^C  ^>  J'i)  =  o,  qu'il  sera  facile  de  calculer  en  partant  de  la  relation 

(j'i- V2)  =  o. 

1-ia  fonction  l'i  de  x  vérifiera  donc  les  deux  équations  difléren- 

^ieUes 

dx*  dx 

'  fdyxV  _ 


"'  i  ( 


dxj 


:=z  u: 


diflerenlions  les  deux  membres  de  la  dernière  par  rapport  à  Xy  et 
divisons  par  -—■•  On  obtient  une  nouvelle  relation 

d*y,  I     dh  dvx        h  du 

.   '  ____  ^____  ^_^^     %/  *    I    __  ______ 

dx^         2  ^  dx  dx         >.  dy^ 


i.i  IMlbMlËKE   PARTIE. 

(|ili,  immuImiuS*  avor  rôqualion  (u),  nous  donne 

KmIîik   *i  Ton  ct^mpare  celle  dernière  avec  Téquatk 
ohiieul  U  reblion 


v«i> 


^*» 


11-    '■SlOllUlfS 


••.r 
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Inire  ces  deux  intégrales  existe  la  relation 


M  1  on  a 


(£-"')'="'. 


tant  dîflTérent  de  zéro,  en  faisant  un  changement  de  variable 

-/{^)  de  façon  à  annuler  le  coefficient  de  -^y  réquation  (i) 
ient 


admet  les  deux  intégrales 

il  Ts  désignant  les  deux  racines  de  Téquation 

hr{r  —  i)  —  4  =  0. 

l  y  aura  une  relation  algébrique  entre  y^  et  j^'a,  si  les  deux  ra- 
es  de  cette  équation  sont  commensurables  entre  elles. 
^s  cas  exceptionnels  écartés,  je  remarque  que  les  considéra- 
is précédentes  s'appliquent  sans  modification  à  des  équations 
Férentielles  linéaires  du  second  ordre  d'une  forme  plus  générale 
3  réquation  (i)  :  ce  sont  les  équations 

ç(x,  v),  '!j{x,y)  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x  et 
J^'y  y  étant  liée  à  x  par  une  relation  algébrique  F(x,>^)  =  c. 

pareilles  équations  ont  été  considérées  par  M.  Appell  dans  di- 
ses communications.  La  méthode  précédente  prouve  que,  s'il 
sienne  relation  algébrique  entre  deux  intégrales  d'une  équation 

celle  forme,  Tintégrale  générale  est  elle-même  une  fonction 
^brique.  Si  le  genre  de  la  relation  F(.r,  y)  =  o  est  égal  à  l'unité, 
**s  JT  et  >'  peuvent  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes  dou- 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

KLEIN  (F.).  —  Ukber  Riemann's  Théorie  der  ALGEBRAiscnRN  Functionen 
UPTD  IHRER  Intégrale,  eine  Ergânzung  der  gewohnlichen  Darstcllungen.  — 
Leipzig,  bei  Teubner,  1882. 

Dans  le  semestre  d'hiver  1880-1 881  et  dans  le  semestre  d'été 
1881,  M.  Félix  Klein  s'était  proposé  de  traiter,  dans  le  Cours  dont 
il  est  chargé  à  l'Université  de  Leipzig,  la  théorie  des  fonctions  à 
un  point  de  vue  spécialement  géométrique.  Etudier  à  fond  la 
première  partie  du  Mémoire  de  Riemann  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions abéliennes,  montrer  comment  diîs  considérations  empruntées 
à  la  Physique  permettent  de  se  faire  une  idée  assez  nelte  et  assez 
précise  de  l'emploi  du  principe  de  Dirichlet  par  Riemann,  donner 
enfin  aux  étudiants  une  idée  claire  et  exacte  de  ce  que  l'on  doit 
entendre  par  surfaces  de  Riemann,  tel  est  le  but  que  M.  Klein 
s'était  proposé;  lel  est  aussi  le  sujet  de  ce  petit  livre,  011  il  a  ré- 
sumé et  ordonné  les  leçons  de  ces  deux  semestres. 

Première  Partie. 
Considérations  préliminaires. 

\ .   Emploi  des  courants  stationnaires  dans  le  plan  pour  lu 
représentation  des  fonctions  de  x  -^  iy.  —  Soit 

\v  =  u  —  /V,     z  ==  x-h  iyy     iv  =  f(z). 


on  a 

/      . 

àtt 

ài>        au             dv 

(1) 

dr 

ày        ây             âx 

et,  par  suite, 

(3) 

OT*        dy^ 

et  de  même 

f3) 

''           —  0 
ox*       ây* 

On  considérera  u  comme  un  potentiel  de  vitesse  [Geschwind- 
Hull.  des  Sciences  mathém.,  a»  série,  l.  VI.  (Mai  i88a.)  10 
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vilrssr  uxro  hu^  ^,,.||^  „„  fl,,;j^  ^^  ^^„-  paraHêleio«il  aa  pbn  XI 
L  ((|iialioii  ^  u  >  ^^xprimc  alors  que  le  courant  est  sOiiionnmre.Lt 
roiuhes  m  .  l'î c> «st.  seront  appelées  coi/r^^^/e /i/V«j«,  les ci>arbf 
r  iMïnsl.,  C|\%î^  d'après  les  équations  (i),  sonl  orthogonales  aa: 
pivrouonlt^s^   si>nt  les  courues  de  courani. 

I.a  touclioti  #/ -j- iV  ainsi  représentée  est  seulement  délermlDé 
i\  une  conslanto  près.  De  plus,  les  équations  (i),  (2)  et  (3)deinea 
rtMit  in\;iriul>los  quand  on  remplace  u  par  v  et  v  par  —  11.  On  es 
donc  conclu ît  à  considérer  un  second  état  stationnaire  où  lepolen 
tiol  do  \ilosso  est  «•  et  où  les  courbes  du  courant  sont  w=consl 
On  il  ainsi  la  rt^présenlation  de  la  fonction  v  —  wi,  et  nous  dési- 
gnons le  coumnl  eorn^spondant  sous  le  nom  de  courant  conjugué. 

>i*  «u  |H^iul  ;*,    .   •  "7^'  "  *  '  jusqu  à  -r-^  sont  nuls,  en  ce  pomi 

V  ^  '  %  "^  c\>urlH*s  M  =  oonst.  se  coupent  en  faisant  des  angles  égaux, 
cl  A\ilAut  \io  courbes  1*  =  const.  viennent  bissecter  ces  différcnis 

l  ^^  i^oiul  do  ori>îsement  de  multiplicité  supérieure  peut  élre 
\Nvi^>.\vWix*   wuuwo    U  limite    de   plusieurs   points   de  croisemenl 

'i    t  \  -^ > ; . :*;  •  '. ; .*ii » «:?  d^s poin is  où  w  z=if(^z)  dev ien t  infini.  —  On 
xvïx^wwv*  v^Uv*  L^  vv^urant  dilTèrenliel  -r:  ne  possède  aucune  position 

^i\-^\x''.:v  ov^*n;u'Uo.  ou»  ce  qui  revient  au  même,  quea'nepeol 
.n  .-X  ^   * ..     -.ùui  vjuc  vx>mmc  une  expression  de  la  forme 

C  —  i,  »^ 5^»*  {Z  —  -«) 

»     ,  -.  t.:*^-  ,  '  r,vv-ibc?.'  !.u;  déterminé. 

v^  ^  1  .  .  ■>  i  sv;.*>.i.rvT  dtâTêreotes  sortes  d*infini>  :  infini loj»- 

^  '    ^' • .      -Vr:  A. ^\,-T,:uc  vie  multiplicité  un,  etc. 
\  >^^      V  , ,  ,lfr>  U  rcprvsentatîoin  pardes  courantf.  cotre»- 

V  .    V  ,.,  \  .'^  ,1  iX\ri  4::5  point  d^infini  lo^ritkniqiie 

V  ■  «^  ^  -    c     —  C  —  ^"%  *  —  i*  — ^  -  —  -♦  *-"•--" 
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Si  A  est  rcel,  les  courbes  de  niveau  sont,  dans  le  voisinage  de  Zo^ 
de  petits  cercles  ;  les  courbes  de  courant,  des  rayons  partant  de  ce 
point,  z  =  Zo  est  une  source,  et  Ton  trouve,  pour  son  rendement, 
le  quotient  par  i  du  résidu. 

Si  A  esl  purement  imaginaire,  les  deux  systèmes  de  courbes  se 
permutent;  on  dit  alors  qu'il  y  a  au  point  Zq  un  tourbillon. 

Pour  les  points  d'infini  algébrique  d'ordre  i,  les  courbes 
u  =  const.  et  r  =  const.  sont,  dans  le  voisinage  du  point  Zq^  de 
petits  ovales.  La^fonction  u  prend,  dans  le  voisinage  de  ce  point, 
une  valeur  quelconque. 

3.  Fonctions  rationnelles  et  leurs  intégrales.  Déduction  des 
points  d* infini  d ordre  supérieur  de  ceux  d^ ordre  moindre.  — 
Soit 

w  =  — ^ — -  > 

^et  ^*  étant  de  degré  n.  En  comptant  chaque  point  avec  son  ordre 
de  multiplicité,  on  peut  dire  qu'il  y  a  /i  points  d'infini  algébrique 
ela/i  —  2  points  de  croisement. 
Si  l'on  considère  l'intégrale 

pour  qu'elle  reste  finie  pour  ^  =  oo  ,  il  faut  que  le  degré  de  O  soit 
de  deux  unités  inférieur  à  celui  de  V;  <[>  =  o  donne  les  points  de 
croisement  libres  (c'est-à-dire   qui   ne   coïncident  pas   avec  des 
points  d'infini).  Si  l'on  compte  chaque  point  d'infini  aussi  souvent 
que  l'indique  la  multiplicité  du  facteur  correspondant  de  V,  l'en- 
semble des  points  de  multiplicité  est  inférieur  de  deuxunités  à  celui 
des  points  de  croisement. 

I^  considération  des  fractions  rationnelles  et  de  leurs  intégrales 
P^'ïïîet  de  déduire  de  singularités  connues  des  singularités  plus 
^'evées. 

^-   Réalisation  expérimentale  des  courants  considérés.  —  Si 
^^  admet  le  principe  de  la  superposition  des  singularités,  il  est 
*^etit  que  la  seule  question  à  se  proposer  est  celle  de  la  réalisa- 
dés  formes  de  mouvement  et  des  singularités    les   plus  sim- 


t* 


i»a»t 


»*»^t^ 


A   «^ 


V  %Mt    - 


k« 


dea^  ^:?p^ 


s  suivaBls  •. 


^  ^^:c  ^ 


on  s 


,u\>' 


,^j^^^ 


V  ♦^^  -  ^ — ■  ^ 
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fonction  complexe  du  lieu  sur  la  surface.  Quand  une  surface  est 
appliquée  conformément  sur  une  seconde,  toute  fonction  com- 
plexe du  lieu  sur  la  première  surface  se  transforme  en  une  fonction 
complexe  de  même  espèce  sur  la  seconde. 

6.    Connexion   de   la   théorie  précédente  avec    Vétude    des 
fonctions  complexes  d'une  variable.  —  Les  différentes  fonctions  du 
lieu  que  Ton  étudie  sur  la  sphère  sont  des  fonctions  de  la  variable 
x-^iy.  Mais  cela  tient  à  un  fait  plus  général  :   deux  fonctions 
complexes  du  lieu  sur  une  surface  quelconque  sont  fonctions  l'une 
de  l'autre,  dans  le  sens  habituel  attribué  à  cette  expression  dans 
la  théorie  des  fonctions.  Enfin,  si,  sur  deux  surfaces,  on  connaît 
deux  fonctions  complexes  du  lieu  et  si  Ton  rapporte  les  surfaces 
1  une  à  l'autre,  en  sorte  que,  aux  points  correspondants,  correspon- 
dent aussi   des  mêmes  valeurs  de  la  fonction,  les  deux  surfaces 
se  trouvent  par  là-même  rapportées  conformément  l'une  à  l'autre. 
11  est  évident  que  les  théorèmes  énoncés  sont  relatifs  à  des  por- 
tions de  surfaces  ;  nous  verrons  plus  tard  ce  qui  arrive  quand  on 
considère  dans  leur  entier  des  surfaces  fermées. 

«  -   £ncore  une  fois  les  courants  sur  la  sphère.  Exposé  général 

"^  ^ot  question  de  Riemann.  —  On  appelle  courants  uniformes 

«-•eux   pour  lesquels,  en  chaque  point  de  la  sphère,  il  n'y  a  qu'un 

coui^aint.  Les  courants  considérés,  pour  lesquels  n'existe   d'autre 

geni-e  d'infini  que  ceux  qui  ont  été  définis  dans  le  n®  2,  sont  les 

coui*ainls  uniformes  les  plus  généraux  qui  existent  sur  la  sphère. 

^^  peut  se  proposer  de  suivre  un  chemin  tout  différent  de  celui 

^  ^ti  a  suivi  dans  le  premier  Chapitre  :  commencer  par  l'étude  des 

couri^nts    et  développer  ensuite  la  théorie  de  certaines  fonctions 

**^«j'tiques.   M.  Klein  substitue  ainsi  à  l'emploi  du  principe  de 

*^^richlet,  qui  formait  la  base  de  toute  la  théorie  de  Riemann  et 

^^^  Riemann  avait  probablement  été  conduit  à  employer  par  des 

*^^ï^sidérations  physiques,  ces  mêmes  considérations  physiques. 

Mais,  au  lieu  de  se  borner  à  la  sphère,  on  peut   évidemment 
Pendre  la  question  à  un  point  de  vue  plus  élevé  et  s'occuper  des 
^^aces  fermées.  Sur  ces  surfaces  nous  aurons  des  courants  uni- 
formes, des  fonctions  complexes  du  lieu  dont  la  comparaison  nous 
fournira  maints  théorèmes  d 'Analyse. 


COMPTES  RKNDUS  ET  ANALYSES.         i3i 

sède,  relativement  aux   ip  sections   normales,    des  modules  de 
périodicité  donnés  quelconques. 

iO.  Courant  stationnaire  le  plus  général.  Démonstration  de 
impossibilité  de  courants  d^ autre  espèce.  —  La  fonction  de  lieu 
a  plus  générale  est  ainsi  définie  :  en  des  positions  données  quel- 
onques,  la  fonction  devient  infinie  (avec  les  conditions  données 
elativement  aux  infinis);  déplus,  sa  partie  réelle  possède  aux 
,p  sections  normales  des  modules  de  périodicité  quelconques 
[onnés.  C'est  là  la  fonction  la  plusgénéraloqui,  sur  notre  surface, 
éponde  à  un  courant  uniforme.  Cela  résulte  de  ce  qu'il  n'y  a  pas 
le  fonction  qui  ne  devienne  nulle  part  infinie  et  pour  laquelle  les 
nodules  de  périodicité  de  la  partie  réelle  soient  tous  nuls. 

H.  Exemples  de  courants.  Courants  sur  le  tore  et  le  double 
ore.  —  En  général,  le  nombre  des  points  de  croisemejit  est 
.-\-ip  —  2,  en  désignant  par  jjl  le  nombre  des  infinis  logarith- 
liques. 

12.  Sur  la  formation  de  la  fonction  complexe  de  lieu  la 
*lus  générale  au  moyen  de  fonctions  simples  —  Considérons 
l'abord  les  fonctions  partout  finies.  On  peut  toujours  de  bien 
les  manières  trouver  2/?  potentiels  linéairement  indépendants, 

els  que  tout  autre  potentiel  partout  fini  peut  être  formé  linéaire- 
aent  avec  ceux-là, 

Des  ///  on  peut  déduire  les  t^/  en  prenant,  par  exemple,  sur  la 
iirface  un  système  de  coordonnées  x^y  tel  que  u  et  v  soient  reliés 
»ar  les  équations 

au  _  dç        du  _        dç 
ôx  ^  ày^      ày  ~        ôx^ 

t  cela  en  sorte  que  l'on  obtient  enfin  a/?  potentiels  linéairement 
ndépendants  : 

''^l»    ^l>    Wî>    ^2>    •••»    ^pi   ^p- 

En  posant  «x  -h  iv^,  =  \\\^  on  obtient/^  fonctions  partout  linirs 
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peut  figurer  sur  un  plan  la  distribution  des  valeurs  de  la  fonction 
que  nous  appelons  alors  x  -\-  iy  au  lieu  de  u  -\-  iV.  On  obtient  ainsi 
à  la  fois  une  application  conforme  de  notre  surface  sur  le  plan,  et 
^  aussi  les  surfaces  à  plusieurs  feuilles  et  à  points  de  ramification 
que  l'on  appelle  .v//r/Vïc<?5  de  Riemann,  Dans  les  conditions  indi- 
quées précédemment,  la  surface  a  m  feuilles;  à  un  point  de  croi- 
sement d'ordre  v,  v  -h  i  feuilles  se  trouvent  relit^es  en  sorte  que,  si 
l'on  tourne  autour  de  ce  point,  on  passe  de  la  première  feuille 
dans  la  deuxième,  de  la  deuxième  dans  la  troisième,  ...,  de  la 
(v-f-iy^"«  dans  la  première.  En  ces  points  la  conformité  ne 
subsiste  plus.  On  voit  dès  lors  le  passage  immédiat  aux  surfaces 
recouvertes  de  plusieurs  feuilles. 

On  reconnaît  aussi  que  le  nombre/?,  ainsi  que  les  modules  de 
périodicité,  sont  des  choses  essentielles,  tandis  que  la  position  et 
le  mode  d'existence  des  points  de  ramification  ne  sont  que  des 
faits  secondaires. 

15.  Vanneau  y  /?  =  i,  et  la  surface  à  deux  feuilles  et  quatre 
points  de  ramification  sur  le  plan,  —  Dans  le  cas  du  tore, 
M.  Klein  efiectue  réellement  l'application  sur  le  plan. 

16.  Fonctions  de  x  -{-  iy  qui  répondent  aux  courants  étudiés. 
■^  Soit  iv  une  fonction  complexe  de  lieu  qui  sur  notre  surface  est 
'•ïssi  bien  que  x  -+-  iy  univoquc;  iv  est  une  fonction  algébrique  de 

^*  L'équation  irréductible /(tv,  3)  =  o  entre  (v  et  z  est  en  iV   du 

''»**••. ordre  et  en  z  du  /l'*-"^ 

lie  plus,  iV|  donne  une  nouvelle  fonction  univoque  sur  notre  sur- 
^^ce,  (V|  est  une  fonction  rationnelle  de  tv  et  z,  et  réciproquement 
^^Ute  fonction  rationnelle  de  w  et  ;;  est  une  fonction  de  même 
^^^raclère  que  k\\. 

Si  l'on  considère  les  fonctions  plurivoques  sur  la  surface,  on 
^Oiave  qu'une  telle  fonction  W  est  de  la  forme 

W  =  JK{wi,z)dz, 

'*•  la  réciproque  est  vraie  :   toute  intégrale  de  cette  espèce  repré- 
^ï^le  sur  la  surface  une  fonction  du  lieu. 

t7.  Portée  et  signification  de  nos  considérations.  —  H  résulte 
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es  surfaces  à /?  >  i,  cela  est  impossible.  Sip  =  o,  Tapplicalion  de 
remîère  espèce  se  trouve  définie  quand  on  détermine  les  trois 
oints  correspondants  à  trois  points  donnés.  Si  ^  =  i,  on  peut 
lire  correspondre  à  un  point  quelconque  de  la  surface  un  second 
oint  à  volonté,  et,  en  général,  il  y  a  encore  deux  modes  d'applica- 
ion  ;  dans  un  cas  particulier,  il  peut  y  en  avoir  quatre  ou  six. 

Pour  les  surfaces  de  /?  =  o,  il  y  a  une  infinité  de  transforma- 
ions  de  seconde  espèce  qui  peuvent  les  appliquer  conformément 
une  sur  l'autre  ;  aip  =.  i ,  il  n'y  a  plus  en  général  de  telle  transfor- 
lation ;  de  même  pour/?  >  i.  Il  n'y  a  exception  que  si  l'on  a  des 
urfaces  symétriques. 

21.  Examen  particulier  des  sur/aces  symétriques,  —  On  dit 
|ue  l'on  a  affaire  à  des  surfaces  symétriques  quand  il  y  a  des  Irans- 
drmations  qui  font  correspondre  par  couples  les  points  delà  sur- 
ice.  Certains  points  dans  ces  transformations  restent  fixes  et  con- 
liluent  les  courbes  de  passage  (Uebergangscurçen),  Le  nombre 
e  ces  courbes  ne  peut  jamais  être  plus  grand  que  p-i-i.  A  ce 
enre  de  recherches  se  rattachent  les  travaux  de  M.  Dyck  [Math, 
innalen,  XVII),  de  M.  Cayley  [ibid.,  XV),  etc. 


.  Application  conforme  de  différentes  surfaces  Vune  sur 

^utre.  —  Les  surfaces  p  =  o  peuvent  toujours  être  appliquées 

^formément  l'une  sur  l'autre.  Sip  >>  o,  pour  qu'il  puisse  y  avoir 

^Ucation  conforme  des  deux  surfaces,  il  y  a  pour  p=  i  deux 

lations  de   condition  entre  les  constantes  réelles  des  surfaces; 

ir />  >>  I ,  il  y  en  a  6/?  —  6.  Si  l'on  a  affaire  à  des  surfaces  symé- 

ues,  le  nombre  des  conditions  diminue;  si /?  =  i ,  il  suffit  que 

ieux  surfaces  aient  le  même  invariant;  si  /?  >>  i ,  il  n'y  a  plus 

nre  que  i/?  —  3  équations  entre  les  constantes  réelles  des  sur- 


t. 


.  Surfaces  limitées  et  surfaces  doubles,  —  M.  Klein,  dans 

ragraphe,   montre  comment  les  considérations  précédentes 

fit  être  étendues  à  des  surfaces  limitées  par  des  bords  {Rand- 

\)  et  aux  surfaces  doubles  ou  à  un  seul  côté.  Il  montre  alors 

ns  qui   rattachent    sa  théorie    à    la  méthode    de    Schottky 

ardCs  Journal,  Bd.  83)  et  à  celle  de  Schwarz  \^Ueber  die 

un  g  geschlosscncr  Polvcderjlachen  au f  die  Kugel  {lier- 
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liner  Monatsberichte,    i865,  p.    i5o  et   suiv.,   et  BorchardC 
Journal,  Bd.  70;  p.  I2i-i36;  Bd.  7o,  p.  33o]. 

24.  Remarque  finale.  —  M.  Klein  ne  s'est  occupé  dans  le  Cha 
pitre  précédent  que  de  la  correspondance  univoque  établie  en 
deux  surfaces  au  moyen  de  Tappiication  conforme.  Riemann  avai 
aussi  pensé  aux  correspondances  plurîvoques.  On  devrait  imagi- — 
ner  les  deux  surfaces  à  examiner  ayant  plusieurs  feuilles  et  appl^^ 
quer  conformément  Tune  sur  l'autre  ces  deux  surfaces  à  feuillets. 
Les  points  de  ramification  que  peuvent  posséder  ces  surfaces  fourn  i. 
raient  de  nouvelles  constantes  complexes  dont  la  considération 
serait  nécessaire.  Un  cas  particulier  a  d'ailleurs  été  effeclivemem 
traité  dans  le  n**  15  de  ce  Mémoire. 

On  voit  dès  lors,  sans  avoir  traité  à  fond  cette  question,  comment 
elle  se  rattache  aux  autres  spéculations  de  Riemann  ayant  rapport 
à  la  théorie  des  fonctions  et  dont  il  a  été  question  dans  le  Mémoire 
de  M.  Klein.  G.  B. 
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NOTE  SUR  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  DE  JAGOBI 
A  PLUSIEURS  VARIABLES  ; 

Par  m.   C.  WEIERSTRASS. 

(Séance  du  4  mai  1RK3  rte  l'Académie  de  Berlin.) 


Traduction  publiée  avec  l'aulorisalion  de  Tauleur, 

Par  m.  J.  MOLK. 

La  fonction  ^(w  |  loto'),  que  nous    désignerons  sinipleinenl  par 
^{u)^  satisfait  à  Téqualion 

i    a(M  -H  «i")  (J(  U—  Ml)  j(  Wj  -I-  M8)ff(  Mj  —  U3) 
(I)  '  —  7(  «  -;     M2  )7(  W—  M2)ff(W3  -:-  Wi)  ff(  M3  —  lli) 

(  (7{tt  -r-  Ui)'7{U     ~  U3)fJ{Ui-^  Ut)(J{Ui  M;  )  =  O  (  *  )i 

Uy  w,,  f/j,  1/3  désignant  quatre  quantités  quelconques. 


(')  M.  Weicrslrass  désisiie  par  t(m)  une  fonction  analytique  univoque,  ayant. 
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J'ai  démontré  ce  théorème,  pour  la  première  fois,  en  1862,  dans 
aon  cours  à  l'Université  de  Berlin. 

La  nature  de  cette  équation  est  bien  différente  de  celle  des  re- 
ations  découvertes  par  Jacobi,  entre  les  produits  de  fonctions  ^ 
irises  quatre  à  quatre  (page  607  du  tome  I  de  ses  Œuvres  com- 
plètes). Elle  ne  contient  qu'///ie  seule  fonction,  tandis  que  cha- 
une  des  équations  de  Jacobi,  que  l'on  peut  d'ailleurs  en  déduire, 
ontient  deux  ou  plusieurs  fonctions  ^. 

On  sait  que  des  relations,  analogues  à  celles  que  Jacobi  a  trou- 
vées entre  les  fonctions  ^  à  un  argument  existent  aussi  entre  les 
onctions  ^  à  plusieurs  arguments.  Par  contre,  je  ne  crois  pas  que 
a  généralisation  suivante  de  l'équation  (1)  ait  été  jamais  exposée. 

La  fonction  o'(w)  peut  être  exprimée  à  l'aide  de  la  fonction 
7,(0:)  de  Jacobi,  par  la  relation 

»  <j(w)  =  G  «««*'*  3r,(cw) 

C,  fl,  c  désignant,  ainsi  que  q  qui  paraît  dans  3^i(x),  des  fonc- 
tions déterminées  de  w,  o^,  indépendantes  de  w.  Il  est  d'ailleurs 
facile  de  vérifier  que  l'équation  (i)  a  encore  lieu  lorsque  Ton  y 
remplace  3-(w)  par  l'expression  (2),  en  laissant  les  constantes 
gr,  a,  c,  C  complètement  arbitraires. 

Je  définis  de  même  une  fonction  t(w,  «/',  ,  • .,  w^P""'')  de  p  va- 
riables, en  considérant  une  fonction  impaire  quelconque  ^  de 
p  arguments, 


pour  toute  valeur  finie  de  son  argument,  le  caractère  d'une  fonction  rationnelle,  et 
s'annulant  une  fois,  aux  points 

iv  =  21X.W  -f-  aji-'u)',     (jx,  {jl'=  o,  it:i,  ±2,  ±. . .,  lii  00). 

On  suppose  que  la  partie  réelle  de  — -.  est  positive. 

Cette  fonction  est  impaire.  Elle  peut  être  représentée  par  une  série  entière,  con- 
vergente pour  toute  valeur  fînie  de  i/,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ra- 
tionnelles entières  de  g^  et  ^,,  les  invariants  de  la  fonction  9, 


Comparez  Formeln  und  Lehrsàtze  zunt  Gebrauche  der  elliptischen  Funktio- 
nen,  formules  rassemblées  et  publiées  par  M.  Schwarz,  d'après  le  cours  de  ÎM.  Weier- 

Mrass. 


lis  rREHiËRE  PARTIE. 

en  y  substituant  i  *\  r %•  î-«   de<  fonclioiis  linéaires  et  ho 

i:va«*>  J^  r:.  « «  ="•  ,  dont  k  déterminant  est  différent  deze 

«*t  en  ^K's&nt  ensuite 


r  ï.  ï 


S^' 


où  1  'Jé^Lrn-  ïiae  î.:-a^-ti>>a  entière  et  homogène  du  second  de 
A»  X.  Y  .  —  '*  -~'  .  <£  C  ane  e«>Bstuite  arbitraire. 

C^ci  p*?^.  si  "=  i',  citocsL»«:>a5  arbitrairement  r  —  a  STSlèmes 


1 
1. 


-*-i 


'  —  -  i  _  -  - . 


•»  • 


r  t  —  j.. 
?-  I  —  j  . 


>*  —  'i- 


-  -     *■   Ml- >r<.>|«      .  .  .  t   I 


»u»  T%jur  lùp-^r.  itius  afr-m^  <crî£  <|iie  bf  premier  argument  de 
raMur-  iiiica«)a  r.  ?^fr-nuaia£^  iHïiaîfie  les  in«£ce5  i,  a. . ..,  r-t-  i  j 
tf    ;&    nonit-?*?  'Sii^r;:iiia;  :  Fiis-^iois  -faJHJcd  piàrcoarir  à  ces  r-f—    *^ 
inn%»  m    ."i^'ie   .-*iuait?c:    Ams  ^rkacvae  des  permntalioos  ain  ^* 
lOiLMUf^   ^«j*  «uii>    ii  iwon?  iKncàïQ   a¥ec    les  r  —  i  demie ^""^ 
inn*.'^^     lias-  .Oiftcnue  te   ."^rs  j<fflmgtaC;oa&,  avec  les  r  —  3  de^: 

rit-^  ll\iîi.-e^   *«.   un>%  tK  ^Oltlf 

V    •t^Ai'i*    î^TTiuiau*»!!  .-.trr-sotjmi  la  produit  »  3  »  de  fonction:^  ^ 
r     ..    4  «.«*t    •<     -*  if^MUiis^  "ïT  liâ^ncufo^au^Mt  nulle. 

^^  *-  m  a><r*aU'a   i%-  ;^  'iit^ic*;mtf  est  Rfcriie.  II  suttit  de  rempli  ^ 
-:•-   »-iiT>  t   ^v**usui  .-^utaine  ^MTOnr  par  bà  série  qui  le  repr^^ 

>si't-.t  .-î  .'^•ii  ut'C^  riU5-îucr»i;^  r^nte  e^pcesâioa  en  une  suite  d  ^ 
<.^^u;-.>  •i-tî^  «^^ur**-  -TtiAiott  'ueannr  ne  «iepead  que  de  l'un  d^* 
-*>;.•  wc^    •  jir:cun*«Hi-    .-"jitHatïffSw    P»mmr>fU  iàlors  les  indicés 

4«    i.  Kâoir**:  moixiiife.  ^ja  Tott  que  la  somme  de^ 


•41 


•a'    ^c 


par  le  ^tocédé 
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€  nombre  des  termes  de  l'équation  augmente  très  rapidement 

î  p;  il  est  égal  à  i,  3,  5,  . . .,  (r-+-  i). 

i  l'on  remplace  w,  m',  ...  par  Uq,  u^,  . . . ,  et  si  Ton  pose 


<j(tf.-+-i/j,  wit-f-Mp,   ...)  «y(w.— w?,  w«— wp,   ...)  =  S 


«,? 


(j{Uo —  Ml,  .  .  .)  9{U%  —  Mj,   .  .  .)    ...    fj{Ur  —  Ur^i,    •  •  •)  î 


21.: 


voit  que  S,  «  =  o  et  S,^p  =  —  Sp^,,  et  l'on  a  identiquement 

S*  =  I  S/ A-  I     (i,  k  =  o,  I,   ...,  r-+-  1). 

>n  peut  donc  aussi  démontrer  le  théorème  énoncé,  en  prouvant 
le  déterminant 

I   Si  A:  I      (i,  Â-  =  0,  I,    ...,    r-h  l) 

oui  pour  des  valeurs  quelconques  de  Wo,  u^^  . . .  ;  2/|,  {/'^  .  . .  ; 
i ,  u^^^ , . .  . .  Des  théorèmes  connus  conduisent  à  ce  résultat  (  *  ). 
remplaçons  dans  l'équation  S  =  o 

iij        u  .        ...   par  u       H y   u       H >      •  •  •  ; 

'  ^  2  2 

U,        u*n       ...   par  Ml      H >Wi      H >      •••; 

2  2 

' » 

Ur-hti    "/M-i  î    ...    par    Mr-hl  H '     "r+1  -< '        •**> 


ts  obtiendrons 


•) ^iUr—Ur+i, )) 


^(.(7(M — Wi, ...)...     t(Mj — M3, 


omme  étant  étendue  à  toutes  les  permutations  indiquées. 
)ans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  on  déduit  des  consé- 
nces  nombreuses  de  la  formule  (1).  Je  laisse  ici  de  côté  les  con- 
lences  non  moins  nombreuses  que  Ton  peut  déduire  de  lafor- 


I  C'est  Jacobi  qui  a,  le  premier,  donné  une  mélhode  pour  former  l'expression 
le  carré  est  un  déterminant  de  Pfaff,  et  que  M.  Cayley  nomme,  pour  cette 
Qf  P/a//ian.  {Zur  P/aff*schen  Integrationsmethode,  t.  2  du  Journal  de 
le.) 


i,o  PREMIÈRE  PARTIE. 

luule  t  4  *  p^r  de$  luélliodes  aaalogues.  Par  contre,  je  désire  appe- 
ler l^jtKeutioii  >ur  une  quostion  à  laquelle  donne  naissance  Téqua- 
t:ott  >  =r  o.  et  qui  >«?  npp^rle  à  U  théorie  des  fonctions. 

•>2  v*!"-  i'^aioctrvr  Jir^c Cément,  sans  rien  savoir  de  la  fonction 
r  I  .  M  !.  'fx:-<-'  un»*  t.>actioa  transcendante  entière  delà  variable 
t.  -••.■a:*îia.TC  ;  t  r.:-'  ci:a>Làntes  irLitraires.  telle  que  réquation(i) 
^11  -ît-r-a^-   ».r>*ri    a  *  r»aipl*:e  r  m  •  par  cette  fonction. 

V  :-•-  ;!&*'.  ta  ratfr-n»*  'i"it-i^rJ  s'il  est  possible  de  satisfaire 
ii»-«iuiDi»'!ne!ic  à  "PuiLi'.a  i  ,  en  v  remplaçant  v{u)  par  une 
«*  '^v  -îiiît-rr  »«  'MC  mir>  vi^  ci?tte  série  ne  saurait  contenir  que 
If-*  mis-ï^ait —  iiini4ir*->  iif  i-  -i  qu*  ses  coefficients  peuvent  être 
-'^;'r'xn»-^  -n  l'in  unns-  rni»;aa»;ii«*:?  et  entières  des  quatre  premiers 
i  --iir»-  -'1T-.  im  -^^liîiL  Ara»cnijr»*>.  \  Taide  de  Téquation  (i)  elle- 
Br***-  «u  ifTit'iiir^  •nir^uitf  r-i»?  c^tte  série  entière  est  conver- 
^•s\t  iiiflr^  mr  -»*i*ai  it^  -arars ^j'ie  1\>q  donne  à  la  variable  « 
*  ji".  àUàAT*'  ••iis^aatt-î'  4nfcCZT£r»f>:  elle  représente,  par  suite, 
i;»c    -lA'it'»   «•uL?-<anv  ti->  jn.'Oi 


'^^  Ktimcnosi.  »•«>  Hiî*»a>  -    #    =  — —P-^ — v  nous  tirons  de  fé- 


.,     .    ■       .   }   ^z\   tir-"-  ••àtsanti-^    •  rue  relation  nous  montre  la 
.i::»-  • .  .     «-^     ■>.  •:■  *r-  r  n-aaii-s-  lor  J-xojtîoa    i  *  avec  la  théorie 

hi.-    i-.i'»-     r     *%    oiirT*-   •  -<  Ufountiffr  s'il  ne  serait  pas  pos- 

^         r-     ^-.•iiitn.r'^   l'r^  •i-"«eai*    t'-mt*  niUiîère  analogue.  rexi5- 

jjv        fjK'i:\i     rnâïsvT^taai'f     -«aDère     de    z   variables 

fie    nr    ' r*misv.%»n    ^    s«>ît  v-^rifiée  lorsquon 

-- ni^-.  -   ^    •    .  «  ■"■"     7Jr  r-Of  tJ-'octi^», 

^i  ?i  T.      i^ti'i"n:'r,    4V    »i-«tr'-^  fiMni  qa'ïi  est  possible  de 
^..^^:    -       aitnr4Tu:nK«Kv     k     V^iBUXua     4      en    \     remplaçiDt 

-ur  'J3if  •<*n"fttnrrj  -Ae  s.  » 1/  ?~* .  Sios 

..-,-^*  .-r  Jî-^  —••tti-«^«>w  .iMûe  série. en  fonction d'no 

-  :.  ■     «  iii.*-     «t       ■TTiir-  ««M&nirrE^  ae  pcésenlera  soos  ooe 

..  ^     1.  -.     ^.j>       fovt^sm^    sme  iMt>  ^  ca*  d'vne  \wable  »• 

^  .*..•*  ^/n.-    «r    -«è».  ■»>  ■  tièueii'ttt  des  fooclions  al^- 
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briques  des  constantes  arbitraires  ;  cela  résulte  déjà  de  l'existence^ 
pour  p  >>  1,  de  plusieurs  fonctions  impaires  <t(u^  u' y  . . .,  w^P~'^) 
contenant  les  mêmes  constantes  arbitraires  et  satisfaisant  à  l'équa- 
lion  (4);  de  6  par  exemple  pour  p  =  2.  Cependant  le  grand  déve- 
loppement auquel  est  parvenu  le  mécanisme  de  TAlgèbre  me  permet 
de  croire  que  le  problème  posé  ne  saurait  être  considéré  aujour- 
d'hui comme  impossible  à  résoudre. 


QUELQUES  ERREURS  RÉGEMMENT  DÉCOUVERTES  DANS  LÉS  TABLES 

NUMÉRIQUES. 

Monsieur  et  cher  collègue. 

Un  calculateur  belge,  M.  V.  Fauvel,  de  Trazegnics,  me  transmet 
!a  liste  d'erreurs  suivante  dans  divers  recueils  de  tables  : 

1.  Lfbesglr.  Tables  pour  la  décomposition  des  nombres  en 
^eiirs  facteurs  premiers^  1^,  i4  • 

Pj  =  350,369,909  au  lieu  de  349,667. .  . . 

2.  Thoman.  Tables  de  logarithmes  à  27  décimales  pour  1rs 
calculs  de  précision  : 

Log  45,  5*^  tranche,  lire  63169,  p.  5i,  au  lieu  de  61369, 

•  • 

3.  Namlr.  Tables  de  logarithmes  à  12  décimales,  etc.  : 
Page    8,    log637  983    répond    à    434  49^^  16059    ^^    "^"    •* 

43449^2  16509. 

P'àgc  9,  log638i87  répond  à  424697307352  et  non  à 
434697357452;  log638i88  répond  à  434698858281  et  non  à 
434698858381. 

Page  10,  log  638332  répond  à  434S325i6o93  et  non  à 
434832516393. 

4.  Callet.  Tables  portatives  de  logarithmes,  etc.,  p.  211. 
Le  29*  et  le  3o^  chiffre  décimal  du  logarithme  népérien  de  1087 

sont  45  et  non  54* 
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•«.  Tif^lp  zyr  drt^issigsielligen  logariihmischen  Rt<k' 

lu  JHçagiihMc  népérien  de  un  centième  est  ;  et 


-*»ni"-    j-^«—    MtiikïiinDr  el  cher   collègue,   mes  saIatalj'oD< 

P.  Missios. 


^     %.   "-aifHf  B  k  AT^-f^-c  loos  les  calculs  à  Tappuî. 


•»*—*'- 


K  iA  PIEUYE  PAR  NEUF; 
■•-■  4.  7-r-  TVWERY. 

•4auii    ç»p  U  preui'c  par  neuf  nous  vienl 
r^  jrfCiftble  qu'elle  a  été  cmprunlée  par 
f*aiiiitf  jf  Cif^^î^ent  Avîccnne  et  Mavioie 
jt.  ûi  :iii   ra— e  des  anciens  Grecs  semble 
ur.    ine  k^polhèse  diflicile    à  soutenir: 
a  -dTif'-  à**  •raractères  spéciaux  pour  repré- 
«    'i^  mtaanisi^  ii  leur  eût  fallu,  pour  pratiquer 
2iju.  H&irKtiUiir  iKentalement  à  ces  caractères 
11—        —  Tffig^^.ii^    «ans-    A  '^TK  d<^  unités,  leurs  pythmènes 


k^-r 


^ittuienur«ii  tifa»r  éteindre  un  deg^é  de  com- 


-T-  -a 


:^«»ur  i\^«'ir^îiaMâs  été  usitres,  quand  même 
^£i«    -auHi  <>-  :nTmnae$  Je  la  preuve  par  9. 
j    «••%    aoitiir  M.  r>rfii3rùre  que  le  calcul  par  somma- 
a    '«^oBiH^    Mr  noficvt  à  9  était   un  exercice 

que  Ton  sache  cependanî 
«;ii£U3«uu  M  ?«j«rrait-on  pas  conclure  saDS 

précisémeril  la  preuve 


Pappus  dans  les  Vf 
c/e  Bordeaux.  ?•  s^"*'* 
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9?  Or  ce  que  je  viens  d'avancer  comme  fait  me  parait  jrésultor 
ï  lon^  passage  que  saint  Hippolyte  consacre  àl^a  réfutation 
le  superstition  passablement  puérile  ('),  et  notamment  d'un 
roit  (p.  8i)  où  ii  dit  :  «  Je  pense  que  ces  hommes  étant  de  loi- 
et  d'ailleurs  exercés  au  calcul  auront  voulu  profiter,  de  l'ar^ 
pis  par  eux  dès  leur  enfance  "pour  s'en  glorifier  vainei;ne^t  et  s<» 
arer  devins.  »  .  . 

ette  superstition  consistait  à  traiter  les  motset  parjLiçqliç^re- 
it  les  noms  propres  comme  si  les  lettres  qui  |^s  «Ççripa^ent 
ent  représenté  des  nombres,  à  calculer  les  résidusp^r  7*appprl 
et  à  en  tirer  des  conséquences.  Ainsi  le  résidu  ppiir,f,K<tTwp|esl 
our  n«Tpoîî).0(;,  7;  donc  Hector  devait  être  vainc^u  par  Pa^trpjclc, 
ant  plus  petit  que  7.  ,       .  ,      ,,  , 

ans  m'arrêter  à  ces  futiles  rapprochements,  dont  S|S^^nt  Hippo- 
multiplie  les  exemples,  je  vais  relever  les  donn4es  hj^tpriques 
nous  fournit  ce  passage.  \     .     . 

.7a,  1.  68.  Le  calcul  en  question  est  appelé  Pythagorieq  (ïluOa- 

*.  72,  1.  Sn.  Le  pytlimène  des  milliers,  centaines,  dizaines, 
^és  est  défini  comme  chez  Apollonius. 

•  74>  1-  97-  Le  sens  de  ce  mot  est  étendu  à  la  somme  des  pyth- 
ies des  lettres  formant  un  nombre.  Le  pythmène  du  nombre 
légal  au  pythmène  de  cette  somme,  la  sommation  étant  natu- 
sment  répétée  jusqu'à  ce  qu'on  tombe  sur  un  résultat  égal  ou 
rieur  à  g. 

•  74,  1.  i4«  O"  peut  aussi  obtenir  le  pythmène  d'un  nombre 
cherchant  le  reste  de  la  division  par  o. 

•  76,  1.  27.  C'est  là  le  pythmène  suivant  jle  c^/2on  «n/ieV/- 
^  (règle  novenaire).  Mais  on  peut  aussi  considérer  le  pyth- 
ie suivant  la  règle  septénaire,  c'est-à-dire  lé  résidu  par  rapport 
nodule  7.  , , 

'■•lit  1 

.  76,  1.  34.  Si  le  reste  de  la  division  est  nul,  on  prendra  |)our 
imène,  non  pas  zéro,  comme  nous  le  ferions,  mais  le  module 
néme.  ' 


S.  Hippolyti  episcopi  et  martyrîs  re/utationis  omniurti  hœresium  libro- 
iecem  quœ  supersunt,  éd.  Dunckcr,  Gœttinguc,  1839,  liv.  IV,  p.  72-81.  — 
polytc  vivait  vers  la  fin  du  ii'  siècle  après  J.-C. 
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IV  i>HM  1^.  Des  calculs  analogues,  faits  sur  des  mots  grecs, sonl 
•••i»«*f*  «roronie  «lérivés  de  la  sagesse  égyptienne. 

•>i   ■•»  petil.   en  tout  cas,  pas  méconnaître  dans  ces  données 

iX-.-f^sfym   dm   conct^pl   du  pvihmène,    tel   qu'il    apparaît  chez 

^"«fii»»»  i^.  an  «eo^de  résidu  par  rapport  à  un  module  quelconque, 

♦    — ••^  «^t^wsioa  semble  impliquer  nécessairement  la  connais- 

^..1.-  I.*  .••^•;.^  rc«.>po>ilion  que,  par  rapport  à  un  module  donné,  Ir 

'-^•m   m  vc*>^rt  est  le  même  que  celui  du  produit  des  résiduN, 

Hi  ÀfffuMic  proposilion  qui  nous  manque  pour  coni- 

•r^  'H-mnwifs  Je  U  preuve  par  9. 

V  -n  uisrtfw«Jw  Ar»  rapprochements  faciles  à  faire  entre  celle 
'^  i'i*'***^!!  H'  9ydkm*^t  el  celle  qu*emplo\ait  Avicenne,  et  qiir 

■u  H  Ml  rwtuir-  cjr  -«-^l'i//  •  .  Mais,  restant  chez  les  Grecs,  je 
«  15- ^çtoitfr  HT  «u;jr^  t»iice  de  l'habitude  du  calcul  par  somma- 
'*  «I  ie*<>  -Hi  -Hm^m^n  aoiettAin», 

^  rau>  tf>  Pir^/*^/^"  '^»ii^n^sdet\4ri'thmétique,\IJ^pTop(h 

^-j%m  iw^.  tfmi^  vft  fvapif  <|«ekoiN|ue  de  trois  nombres  consécii- 

^   >    ^     irr-niuoitc  pur   is  multiple  de  3.  le  résidu,  par  rapport 


•i* 


—   !»— j   —   5«  —  3  »  =  9/f  —  (î. 


l  :  .  f^ï-  riiîTi.'Mrv  A  sVtooBerde  voir  saint  Hippoh  te  faire 
-  i..  «-.f  u>mu'»  ?^'.V.Kr.'c^  ^  au^  Egrplîens  les  calculs  dont  il 
.«t--     -  r  1      :  !•*>  t  M.:n  r«me  de  leur  antiquité,  elle  peut  étn* 

,,    i-^t    ji  :-i%iini/a  ^îsC  .-r«>înit«*.  car  on  ne  peut  méconnaître. 

^    '^  -v  -uîiiui^  niiî  ^iiï*t  racvfoçn>te  chrétien,  celle  «  divination 

".,-':       î***^  *'*«^acr/rf  i-xnil.  sairanl  la  légende,  enseignée  à 

,,^  ^;^nuiiini*:     *?  '^ï'îW  «t  deu\  endroits  dont  Tun,  an 

^  ^'«k-^     i*  >»r  j*ittr  -ïvarce  prtmîlive  le   conte  d'.HMris, 

,  •  ^    M.-  "K*-^*»»!»'  ni  tvoc.  iisciple  de  Platon. 


-««w«^     <...-Hji^ii*    4M    X"-r».'ïf»  lutemewuitùfues,  article  Arithmt 
„.      .«  ,  a«b   ^nr  tu  TiLu^  jKrixC  i' %^i«.'Yuie  était  incoDOonV 


«■•!»■ 


«dfer  ,^0C3ha:Âar  Jtsr  MuCkematU.  p.  619. 


««•^«ip 
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l.-L.  HEIBERG.  —  Literargeschichtliche  Studien  uber  Euklid.  —  Leipzig, 
Teubner,  1882.  In-8*,  224  pages. 

Le  savant  danois  qui  vient  de  s'illustrer  par  une  édition  cri- 
iqae  d'Archimède  a  entrepris  d'accomplir  la  même  tâche  pour 
lluclide  ;  dès  aujourd'hui,  comme  prémisse  de  cette  œuvre  qui 
'éclamera  un  travail  assidu  de  plusieurs  années,  il  publie  un  im- 
K>rtant  ensemble  d'études  historiques  et  philologiques  sur  l'au* 
eur  des  Eléments, 

La  première  des  six  Sections  qui  composent  le  Volume  est  con- 
lacrée  aux  renseignements  fournis  par  les  Arabes.  M.  Heiberg 
arrive  à  reconstituer,  d'une  façon  probante,  l'origine  des  données 
listoriques  sur  la  vie  d'Euclide  qui  nous  viennent  de  cette  source; 
1  démontre  que  ces  données  ne  peuvent  dériver  d'une  tradition 
jrecque  en  dehors  des  documents  que  nous  possédons,  que  par 
conséquent  elles  sont  tout  à  fait  inutilisables.  Quant  aux  écrits 
la  géomètre  grec,  il  établit  que  désormais  l'on  ne  peut  guère  es- 
pérer de  recherches  dans  les  manuscrits  arabes ,  ni  quelque  ré- 
forme importante  pour  le  texte  des  ouvrages  qui  subsistent,  ni  la 
lécouverte  de  quelqu'un  de  ceux  qui  ont  été  perdus.  Cependant  il 
reconnaît  une  traduction  du  Livre  Ilepi  Âiacpeascov  [Sur  les  divi- 
tions),  non  pas  dans  le  Traité  de  Mahomet  de  Bagdad,  qu'a  recueilli 
l'édition  de  Gregory,  mais  bien  dans  un  écrit  du  Ms  supplé- 
ment arabe  952,  2,  de  la  Bibliothèque  Nationale,  sur  lequel 
Woepcke  a  donné  une  notice  très  complète  (Journal  asiatique, 
i85i,  p.  233  et  suiv.). 

La  seconde  Section  (sur  la  vie  et  les  écrits  d'Eucllde)  est 
également  traitée  avec  un  sens  critique  qu'on  ne  saurait  trop  louer. 
Pour  la  vie,  malheureusement,  on  ne  saura  jamais  sans  doute 
qu'une  chose  :  c'est  qu'EucHde  vivaità  Alexandrie  sous  PtoléméeP', 
qu'il  florissait  par  conséquent  vers  l'an  3oo  avant  Jésus-Christ. 
Quantaux  écrits  que  nous  possédons  et  dont  Tauthenticité  est  con- 
testée, je  remarque  que  M.  Heiberg  nie  celle  du  fragment  De  levi 
et  ponderoso  et  de  V Introduction  harmonique.  Il  admet,  aucon- 

Bull.  des  Sciences  mathèni.,  j*  série,  l.  Vl.  (Juin  1882.)  12 
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e,  et,  seule,  elle  peut  perraeltre  de  résoudre  la  question 
ution. 

ernière  Section  enfin  (pour  Thistoire  du  texte)  ren- 
n  recueil,  soigneusement  fait,  des  citations  d'Euclide  par 
urs  grecs  jusqu'au  xiv*^  siècle  après  Jésus-Christ.  Ce  recueil 
la  prétention  d'être  complet,  mais,  pour  ma  part,  je  n'ai 
couvrir  qu'une  seule  lacune  (  *  ). 

Isumé,  le  travail  de  l'illustre  érudit,  parle  soin  avec  lequel 
•mposé  et  par  la  publication  de  tous  les  textes  intéressant 
ït,  sera  désormais  indispensable  à  quiconque  voudra  faire 
lerches  sur  Euclide  et  ses  œuvres. 

lurrais,  à  la  vérité,  faire  quelques  réserves  sur  quatre  ou 
ints  sur  lesquels  je  ne  partage  pas  l'opinion  de  M.  Heiberg. 
mme  j'ai  déjà  eu  l'occasion  de  les  discuter  ici-même,  et  que 
ge  que  j'examine  n'apporte  pas  en  réalité  de  nouveaux 
nts  que  j'aie  à  combattre,  je  préfère  me  borner,  avant 
er  la  question  des  Porismes,  à  quelques  remarques  qui 
t  suggérées  par  les  abondantes  citations  et  les  lumineux 
pements  du  savant  philologue.  Qu'il  me  permette  d'es- 
apporter  ainsi  mon  humble  pierre  à  l'édifice  qu'il  élève. 
>nsidère  l'écrit  des  Weu^apia  comme  absolument  perdu.  Or, 
kerg  fait  remarquer  (p.  38,  note)  qu'il  a  été  connu  d'A- 
e  d'Aphrodisias;  celui-ci  le  mentionne  dans  son  commen- 
p  Aristote  coytŒT,  èieyj^.,  sous  le  titre  :  les  WeuJoyP^^^K^'^* 
le.  Il  me  semble  dès  lors  que  c'est  à  cet  Ouvrage  qu'A- 
e  a  dû  emprunter  ce  qu'il  dit  de  la  fausse  quadrature  du 
)ar  Antiphon,  et  de  celle  par  les  lunules,  fragments  conser- 

Simplicius  (-).  On  expliquerait  ainsi  la  conservation  des 
éorèmes  attribués  à  tort  à  Hippocrate  de  Ghios,  et  qu'Ari- 
nnaissait  déjà.  Peut-être  pourrait-on  faire  aussi  remonter  à 
e  source  ce  que  l'on  sait  de  la  quadrature  de  Bryzon(^). 

les  citations  de  Pappus  qu'il  est  amené  à  faire,  M.  Heiberg 
î  d'importantes  corrections  au  texte  de  l'excellente  édition 


ir  la  mention  de  la  pruposilion  III,  3,  dans  Simplicii  in  Aristotelis  phy- 

libros  ijuatuor  priores,  cd.  Dicls.  Berlin,  Reimer,  188*2,  p.  65i. 

vragc  citt-,  p.  ù\,  35,  r)6,  67,  pciil-èire  58. 

*.xand.  Aplu'od.  comment,  in  Aristot.  sophist.  elench.,  fol.  3o. 
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»1-    Hultsch  ne   me  paraît  pas  avoir  eu  bien  raison  de  considérer 
-^Hime  interposé  : 

«  Des  lieux  traités  dans  ïoyotkvoiJLtytoç  (c'esl-à-dire  dans  la  col- 
^^ciion  des  ouvrages  d'Analyse  à  laquelle  Pappus  consacre  son 
l-àvre  VII),  les  éphectiques  sont  ceux  des  données  de  position.  » 

Pappus  veut  dire,  sans  doute,  que  les  points,  lignes,  figures,  dé- 
terminés de  position  dans  les  Données  d'Euclide,  doivent  être  con- 
sidérés comme  des  lieux  éphectiques.  Mais  à  ces  propositions  des 
Données  on  peut  joindre  celles  qui  présentaient  le  même  caractère 
dans  d'autres  ouvrages  d'Analyse,  dans  les  Porismes  notamment. 

«  Les  lieux  dits  plans  (droites  et  cercles),  les  lieux  solides  (co- 
niques) et  les  lieux  graniniiques  (courbes  plus  complexes;  il  faut 
ajouter  au  texte  xal  ot  avant  ypa(;.p.txO£,  1.  7)  sont  les  lieux  diexo- 
diques  de  points.  Les  lieux  en  surface  (les  surfaces  traitées 
comme  lieux  dans  les  Livres  qui  portaient  l'intitulé  :  totcoé  tq^oç 
iKVfacizia)  sont  anastrophiques  de  points,  diexodiques  de  lignes  : 
toutefois  les  grammiques  se  démontrent  d'après  les  lieux  en  sur- 
face.  » 

Si  Ton  se  reporte  aux  définitions  des  lieux  diexodiques  et  ana- 
strophiques^ ce  passage  n'offre  aucune  difficulté.  Il  suffit  de  remar- 
quer que,  tandis  que  rava>.uo[x.£voç  comprenait  des  Traités  intitu- 
lés :  Lieux  plans^  Lieux  solides,  ou  Lieux  en  surface,  il  n'en 
avait  pas  pour  les  Lieux  grammiques;  c'est  ce  qui  motive  lare- 
marque  finale,  que  ces  derniers  lieux  apparaissaient  comme  divisés 
(par  intersection)  des  Lieux  en  surface^  traités  par  Euclide. 

Voici  de  même  la  traduction  du  premier  lemme  donnée  par 
Pappus  suv\e?i  Lieux  en  surface  (Hultsch,  p.  ioo4,  17-22)  : 

«  Soit  une  droite  AB,  une  autre  CD  donnée  de  direction,  si  le 
rapport  de  AD  xDB  à  DC^  est  donné,  G  se  trouvera  sur  une  co- 
nique. 

»  Si  maintenant  AB  cesse  d'être  donnée  de  position  (par  con- 
séquent reste  donnée  de  longueur)  et  que  les  points  A,  B,  au  lieu 
d'être  fixes,  soient  assujettis  à  se  trouver  sur  des  droites  (lire  eùOetaiç 
au  lieu  de  eùôeia)  données  de  position  AE,  EB;  si  enfin  G  n'est  pas 
lans  le  même  plan,  il  se  trouvera  sur  une  surface  donnée  de  posi- 
jon.  Gela  a  été  démontré.  » 

La  figure  des  manuscrits,  reproduite  par  Hultsch,  est  absurde, 
nais  on  voit  immédiatement  de  quoi  il  s'agit.   Une  droite  AB  de 
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Ggure  est  Iracée  comme  dans  le  théorème,  mais  il  y  a  à  trouver 
entre  ses  éléments  une  relation  non  énoncée,  et  qui  permette  de 
déterminer  l'un  d'eux  d'après  les  autres. 

En  d  autres  termes,  le  porisme  peut  être  considéré  comme  un 
théorème  dont  l'énoncé  est  incomplet  ou  bien  comme  un  problème 
<pii,  par  sa  position  même,  est  supposé  résolu. 

En  choisissant  ce  terme  àe porisme  comme  titre  de  propositions 
louchant  un  ensemble  de  matières  relativement  restreint,  Euclide 
s  astreignit-il  exactement  à  les  énoncer  sous  la  forme  correspon- 
dant au  concept  que  nous  avons  essayé  de  définir?  On  ne  peut  le 
wvoir,  puisque  son  Ouvrage  est  entièrement  perdy,  et  que  Pappus 
peut  avoir  dénaturé  sensiblement  la  forme  des  deux  seuls  énoncés 
l^il  nous  ait  conservés. 

Mais,  si  Euclide  a  pu. laisser  incomplètes,  dans  ses  énoncés,  cér- 
ames constructions  se  déduisant  immédiatement  des  autres  don- 
nées, et  en  dehors  de  la  solution  même  de  la  question  proposée, 
"  n*en  est  pas  moins  clair  qu'il  a  dû  conserver  le  caractère  général 
des  porismes,  essentiellement  approprié  à  la  recherche  analy- 
tique. 

L«os  porismes  d'Euclide  devaient  donc  présenter  des  questions 
don  t,  la  solution  s'offrait  comme  nécessairement  possible,  et  comme 
absolument  déterminée.  Sur  ces  deux  points,  ils  différaient  essen- 
tiellement des  problèmes,  dont  l'énoncé  pouvait  être  soumis  à  con- 
tenu* des  conditions  relatives  à  leur  possibilité  (5toptG|:xo;),  et  aux- 
quels les  anciens  regardaient  toujours  comme  suffisant  de  satisfaire 
P^r  vine  solution  unique,  sans  s'inquiéter  de  savoir  s'il  y  en  avait 
^'a^lres. 

Eritous  cas,  la  rédaction  même  des  trois  Livres  des  Porismes 

*^°^l3le  avoir  entraîné  une  modification  ultérieure  du  concept  ori- 

gin^irg^  et  Pappus  nous  apprend  que  ce  concept  avait  été  dénaturé 

P^r*  cJes  auteurs  plus  récents.  Il  leur  reproche,  d'une  part,  d'avoir 

^^'^    suffisant  d'établir  la  possibilité  d'une  construction  supposée, 

s*tt^   déterminer  la  relation  pouvant  servir  à  la  faire,  d'un  autre 

coL^  de  s'être  attachés  à  une  circonstance  particulière  et  acciden- 

^**^^  en  définissant  le  porisme  «  un  théorème  de  lieu  dont  les  don- 

^^^s  sont  incomplètes  ». 

*-*e  sens  de  cette  définition,  deviné  par  Chasles  sous  une  traduc- 
tion vraiment  incompréhensible  en  elle-même  :   «  Le  porisme  est 
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Ddique  dans  quel  cas  la  transformation  par  sphères  symétriques 
t  possible  (*). 

Je  suppose  que  le  lecteur  s'est  familiarisé  avec  la  théorie  géné- 
le  de  la  transformation  birationnelle  de  M.  Gremona,  comme  on 
trouve  dans  le  Mémoire  excellent  de  M.  le  colonel  du  génie 
tYmll {Bulletin^  t.  III,  p.  200). 

I.  —  La  transformation  par  droites  symétriques. 

1.  Onjointles  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle  de  référence  (yî^.i) 
un  point  quelconque  O  du  plan  de  ce  triangle  par  les  droites  AO, 
0,  CO  et  l'on  construit  les  droites  AA',  BB',  GG'  situées  symé- 

Fig.  I. 


quement  à  AO,  BO,  GO  par  rapport  aux  bissectrices  des  angles 
B,  C  du  triangle.  Ges  droites  AA',  BB',  GG'  passent  par  un 
'Oie  point  O',  car  l'équation 


sina 


sin  p  ^''^  ï        __ 

rô      û^  _:_  //-«      rr\  —  '> 


sin  (A— a)  sin(B  — p)  sin(G  — f) 

ï  est  vérifiée,  parce  que  les  droites  AO,  BO,  GO  passent  par  un 
'ine  point,  indique  en  même  temps  que  les  droites  AA',  BB',  GG' 
^courent  en  un  même  point. 


)  A  ToccasioD  de  la  solution  d'une  question  d'équilibre,  l'équilibre  d'un  triangle 
^é»  dont  les  sommets  s'appuient  sur  les  faces  d'un  angle  triédre  donné, 
^••J.  van  den  Berg,  professeur  à  Deift,  a  trouvé,  principalement  par  l'analyse, 
*« servant  des  coordonnées  trilinéaires,  quelques-uns  des  théorèmes  suivants: 
théorèmes  des  articles  1,  4,  6, 14,  29  et  30.  lis  m'ont  engagé  à  étudier  la  même 
■ire  au  moven  de  la  théorie  des  transformations  birationnclles. 


i>4  PREMIEEE  PARTIE. 

i.  Ijts  points  M  et  îf  forment  one  tnnsformatioo  birationn^)]^ 
parce  qu'i  dd  point  qoeicon<{iie  O  do  plan  correspond  on  poi^/ 
drtenninéO'.  et  réciprMpenient;  de  plos,  cette  transforma t/o/} 
e>t  oae  transfor^tation  birationnelle  en  involntion,  parce  que  les 
points  O  et  O  <«  correspoodent  donbleaient,  c*est-à-dîre  que  le 
point  (y  se  place  en  O  qnand  on  a  mis  le  point  O  en  O. 

Les  points  O  et  CK  pondant  ^tre  les  deux  foTers  d*nne  conique 
qui  toQcbe  les  côtés  da  trian«:le  ABC,  la  correspondance  est  celle 
qui  CMste  entre  les  denx  fojers  de  tontes  les  coniques  qui  touchent 
ce*  trois  droites  •  •  . 

3.  Cliaqne  point  d*wi  des  côtés  dn  triangle  ABC  correspondaDl 
au  sommet  opposé,  ce  c«kê  toat  entier  doit  correspondre  au  som- 
met opposé.  L^  sommets  dn  triangle  de  référence  sont  donc  des 
points  fondamentanx  simples  de  la  transformation  et  les  côtés 
opposés  en  sont  les  courbes  fondamentales. 

On  \oît  sans  peine  qne  les  trois  points  A,  B,  C  sont  les  seuls 
points  fondamentaaA.  parce  qn*à  cbaqne  antre  point  da  plan  cor- 
nrspond  nn  point  déterminé. 

4.  A  une  droite  AO  passant  par  nn  des  trois  points  foodamen- 
tAU\.  que  nous  menons  de  troniîer.  correspond  évidemmeDt  uoe 
drv>ite  AO*  passant  par  le  même  point  fondamental.  D^où  Ton 
deriuît  qne  la  coorbe  qni  correspond  à  one  droite  quelconque  est 
untr  cooique  passant  par  les  sommets  du  triangle  ABC  et  que  le 
rv>eio  de^  cvMiîques  passant  par  A.  B,  C  correspond  au  réseau  des 
droites  da  plan. 


La  t'ir-r'  r  5?^  .•'.♦aï^-af*  jr»fî**r«te  «aoKY  bie«  d'astres  transformatioDS  bi- 
r*:>-<T-i.''><  S>f  X  fa  ■•::?  ;i^  ifmiL  <^\<^fAf5<  ^mi  fi^iiBest  des  transforma tioDS  bi- 
n:  •  ax'fv.'f^  uz-^nv^i-S»^  tm.  im^xiitKm.  ta  oorrKfoadasrt  des  deux  axes  d'une 
o  e:,p&f  -ji.  îa-Sî**  3Ar  ir;«>  T^rcaiL^  Kx«:s  <*«  «|«î  UjocW  tnins  droites  fixes. 

I^iï^  '>f>  i>fav  rxs  :L:^r!v  l^  triasÀTcmat»*  a  ^ie  drvMte  foadainentale  triple,  la 
vir-vtf  ;^  Sviayff  :  •!:  fat;»^?r  a  !\:&iLftû  el  «âx  droites  fosdaaieBtales  simples  qoi 
SkHi:  :  iAx>  :*f  rorflu.'rr  -«.-k  >es  :r:«:>  p>grye*d»fmiairfs  amx  c«Mês  dm  triaaçle  formé  par 
><rs  trv'i>  Tocits  ««X  9«:«a»^  i&uae«x  lAe  œs  ci&tés  et  les  trots  droites  qui  joignent 
ces  ;v<ai>  v.ta<f«x  <a:nr  e&x  :  ^ùae<  ie  j«icc«d  c»^  les  s«x  bissectrices  des  trois  angles 
vta  trvAB^VKT  i:<v»t  7«ur  k<  &v«>  taAprmtes^ 

I\aa<  ints  «Àktvx  rjtiv  I  {«««ÎNMfc  ournsf^fadiaMt  à  «■  poist  q«eico«que  est  de  la 


*% 
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Plus  directement  on  trouve  le  dernier  résultat  de  la  manière 
suivante.  Quand  le  point  O  parcourt  une  droite  quelconque  /,  les 
Faisceaux  de  rayons  (*)  AO  et  BO  sont  perspectifs  ;  donc  les  fais- 
ceaux des  rayons  symétriques  AO'  et  BO'  sont  projectifs.  L'en- 
semble des  points  d'intersection  de  leurs  rayons  homologues, 
:'est-à-dire  le  lieu  des  points  O'  qui  correspondent  aux  points  O 
ie  la  droite  quelconque  /,  est  donc  une  conique  qui  passe  par  les 
points  A  et  B.  Mais  si,  dans  les  raisonnements,  on  remplace  un  des 
Jeux  faisceaux  AO  et  BO  par  le  faisceau  CO,  on  trouve  que  cette 
(H>niqiie  passe  de  même  par  le  point  C  ;  donc,  la  conique  qui  cor- 
respond à  une  droite  quelconque  /  passe  par  les  trois  points  fon- 
damentaux A,  B,  C. 

Ejq  particulier,  on  trouve  que  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
^BC  correspond  à  la  droite  /,  du  plan  qui  se  trouve  tout  entière  à 
rinfini,  car,  les  faisceaux  de  rayons  AO  et  BO  des  points  O  de  /. 
étant  congruenls,  les  faisceaux  des  rayons  symétriques  AO'  et  BO' 
le  sont  aussi,  etc.  Eu  égard  à  la  fin  de  Particle  2,  ce  cas  particulier 
démontre  un  théorème  connu  :  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles 
qui  touchent  trois  droites  données  est  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  formé  par  ces  droites. 

5.  Il  y  a  quatre  points  et  six  droites  qui  coincident  avec  leurs 
éléments  correspondants.  Les  points,  ce  sont  le  centre  du  cercle 
inscrit  et  les  centres  des  cercles  exinscrits  au  triangle  ABC  ;  les 
droites,  ce  sont  les  six  droites  qui  passent  par  deux  de  ces  quatre 
points,  les  six  bissectrices  des  angles  du  triangle  ABC.  J'indique 
les  points  par  M,  M^,  M^,  Me  et  les  droites  par  A^,  A_,  B+,  B_, 
C^,  C_,  le  signe  4-  représentant  la  bissectrice  d'un  angle  même  du 
triangle,  le  signe  —  représentant  la  bissectrice  d'un  angle  adja- 
cent. 

Eu  égard  à  la  fin  de  l'article  2,  les  résultats  de  cet  article-ci  sont 
bien  évidents. 

6.  La  courbe  correspondante  d'une  conique  C^,  qui  passe  par 
Jeux   des   trois  points  fondamentaux,  A  et  B  par  exemple,  est 


(»)  Par  rapport  à  la  terminologie,  j'ai  suivi  M.  O.  Chemin  dans  sa  traduction 
u  travail  excellent  de  M.  Th.  Reye,  Leçons  sur  la  Géométrie  de  position. 
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-îoccnf  iiKK»  cooique  par  ces  deux  points.  Car  à  une  conique  queCl^ 
c^?tti|«<  cv^mf^pond  une  courbe  quartique,  dont  A,  B,  C  sont  d^ 
7«icx&>  ii>dble$.  Et  quand  la  conique  passe  par  A  et  B,  la  cour 
vTtiCT^KçoflJNiAate  <«(  compose  d'une  partie  accessoire,  les  droites 
-t  CV  ^  coffT«$poiidenl  aux  points  A  et  B,  et  d'une  partie  esse  ^^ 
•i;Ja;.  -u^f  aiOMfÊe  q«i  passe  par  A  et  B. 

V^nanà  ja  cxHainpe  O  par  A  et  B  contient  encore   deux  c#^^ 
^iiic>  H^  ^  a<  s»!  pas  en  ligne  droite  avec  A  et  B,  c'est-à-4  Jpg 
H  rt  X.-  i*â  H«  **  H»*  tpfle  coïncide  avec  sa  conique  correspoo- 
cuittf-  **jr  M  sifiàon«  Ak  coniques  qui  passent  par  A,  B,  M,  3/^ 
cjao«f  il  ifféûg  )l«)l«  o«  C_  suiTant  une  involution,  qui  ne  diffère 
cte-rr:  a:   r an'iùtti^ia.  A»  poînU  correspondants  de  cette  droite, 
)«i>4!ntf  .»i^  À».T  zoLiMlsCNias  «mt  les  mêmes  points  doubles,  les 
>ff«iH&^  ^  il  H«^  D'^tt  û  s*eAS«it  que  les  deux  coniques  doivent 
«^sunstoer.  piMxrf   ^'filif!^  pas^ifBl  par  les  mêmes  six  points,  les 
iKTims^  V  ^  IL  Nr  «t  k»  tietu  points  d'intersection  de  O 
.  Irf  .^no»  itf  riwQlstBoa  des  points  correspondants  sur 
.-:«tif  .-j«ii|iHr  C^  ^fst  ^bant  $«r  la  Jioîte  C_.  parce  que  les  deux 
jyttttus  t 'mtscsiKSiia  n;  O  a^«c  C_  coffrrspondent  Tun  à  Tautre. 
^^  iftHttf  \.\   «ï4  ÀiiK  M  itn.  i»  <«mlre$  d^involution  des  points 

jt?  amfir&  lies  c9iÙi|«ik  C  du  faisceau,  déterminé 

i  M»  V  Bc  IL  Mc^  Ce^si  se  démontre  de  la  même 

i!r    T~ini'  le^  S2^  À*ntiK  Vb.-  A.*  etc..  par  rapport  à  on 

^.  UA  iA3<*:*iu  le  "itwaii>  ^  iwBC  TK  Af»  potBts  M  cst  Ic  centre, 
••cT%'^'«r«ikft  «  aftï«RAn  tff  rjotitiuï^  O.  iuHit  A.  B.  C  et  le  point  M 
m  ;«B>«xv«  ^wM%  t^  i%*»in&^  À?  Hfctf .  Lfs  tiaçeates  à  ces  coniques 
.u.  "t-'-at  ^  v*-nafc«t  m  îtt5cr«i  ie  rw^'ios  i'.  qai  est  projeclif  au 
Ao^-  *vL  Ji  ^*v««5-  .  ^'lais-  .^fï-  H!H3i  iif^omcx  pcojectiis  coïncident, 
w.«.  «r  ï:»-  hm  !*«»-  sMB«««^  :*jcrfso«H»àant5  communs,  les 
j^.^.-^  '\-^  'W.  1C.  l^ac.  :*iiMK  rjttcie  ^  passe  par  un  des 
,  ,  ,^  ^  ^  vufc?»»  «r  'r  jwim  i«rs&  rjort^f  cvYTvspondante.  Et 
,  c^  -«««oKï-  ^  >i  m  riMUU:  smitutô;  •t'va^  courbe  C*,  ce 
^,^,,    ^      -A-    '.*r«r    t   rn^am   lesyn  if  mntzç&àlê  sur  la  courbe 

,..^ :.t  :     itft-jt-  i%»    *^  a«îï!ia^r^  mitl  ig^x  courbes  en  ce 

,    ^.  ■   it.    -   ^-^«sxtu  îr   *drià*«-  n^frï?*ir«l-  que  chaque 


iMÉLANGES.  157 

conique  qui  passe  par  A,  B,  M  et  M^  correspond  à  elle-même. 
Car  les  deux  coniques  ont  communs  les  quatre  points  A,  B,  M, 
Me  et  les  tangentes  en  M  et  M^.  Réciproquement,  l'article  précé- 
lent  aurait  pu  conduire  au  résultat  que  nous  venons  de  trouver. 

8.  Chaque  droite  contient  deux  points  qui  correspondent  l'un  à 
'autre,  les  points  d'intersection  de  cette  droite  et  sa  conique  cor- 
espondante.  En  particulier  la  droite  /«  coupe  le  cercle  circonscrit 
lU  triangle  ABC  en  deux  points  correspondant  l'un  à  l'autre.  D'où 
'on  déduit  qu'à  chaque  cercle  qui  passe  par  deux  des  trois  points 
l,  B,  C  correspond  encore  un  cercle  passant  par  ces  deux  points. 

Comme  on  le  voit  sans  peine,  le  précédent  contient  la  solution 
le  la  question  suivante  :  Déterminer  les  foyers  (Tune  conique^ 
fui  touche  trois  droites  données  et  dont  un  des  axes  est  donné 
*n  position. 

9.  Le  lieu  des  points  correspondants,  qui  sont  en  ligne  droite 
ivec  un  point  donné  P,  est  une  courbe  du  troisième  ordre  D^,  qui 
correspond  à  elle-même.  Car  cette  courbe  passant  une  fois  par  P, 
;haque  droite  par  P  en  contient  le  point  P  et  les  deux  points  d'in- 
ersection  de  la  droite  avec  sa  conique  correspondante.  En  P  la 
:ourbe  est  touchée  par  la  droite  qui  joint  le  point  P  à  son  point 
îorrespondant  P';  elle  passe  par  les  points  A,  B,  C  (parce  que  le 
>oint  d'intersection  de  PA  avec  BC  correspond  au  point  A,  etc.) 
it  par  les  quatre  points  M. 

La  courbe  D^  est  encore  l'ensemble  des  points  d'intersection 
les  courbes  homologues  de  deux  faisceaux  projectifs,  dont  l'un 
îst  le  faisceau  de  rayons  ayant  P  pour  centre  et  l'autre  le  faisceau 
les  coniques  correspondantes  ayant  les  points  A,  B,  C  et  P  pour 
lase.  D'où  l'on  déduit  d'une  manière  non  moins  simple  les  pro- 
priétés du  lieu. 

D'un  autre  côté,  chaque  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe 
►ar  A,  B,  C  et  les  quatre  points  M  ne  peut  différer  de  sa  courbe 
orrespondanle,  parce  que  ces  deux  courbes  ont  au  moins  onze 
oints  communs,  les  trois  points  A,  B,  C  et  les  quatre  points  M 
ù  elles  se  touchent.  Le  réseau  des  courbes  D^  qui  passent  par  les 
?pt  points  (les  points  A,  B,  C  et  les  points  M)  est  donc  projectif 
u  réseau  des  points  P  du  plan. 
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Autrefois  j^ai  étudié  en  général  la  correspondance  entre  1( 
deux  points  de  base  mobiles  d'un  faisceau  de  courbes  planes 
troisième  ordre  a^^ant  sept  points  de  base  fixes  (Association  fraii^:^ 
çaise,  congrès  de  Mohipellier,  Annuaire  de  1879,  p.  194-206  ^ 
De  cette  correspondance  la  transformation  par  droites  symétriqua»  ^ 
forme  un  cas  très  particulier  (voir  foc.  cic,  p.  lOOy  fig.  i5^  c^  :^ 
lonne  2,  case  du  milieu,  où  les  trois  points  i  correspondent  a^r- 
points  A,  B,  C,  tandis  que  les  quatre  points  sans  chiffre  corr^^ 
pondent  aux  points  M). 

10.  L'indication  de  courbes  L"  d'un  ordre  plus  élevé  n,  «Oc,/ 
coïncident  avec  leurs  courbes  correspondantes  L\  n'offre  en  g6o^ 
rai  plus  de  difficulté.  On  n'a  qu'à  observer  que  : 

I**  La  courbe  U  doit  s'accorder  à  la  courbe  L"  en  ordre  (à  celte 
iin  on  doit  faire  passer  L"  une  ou  plusieurs  fois  par  les  points  A, 
B,C); 

2"  Le  nombre  des  conditions  simples  équivalent  à  celles  qui 
expriment  que  la  courbe  h"  passe  par  les  points  simples  et  mul- 
tiples assignés  ne  doit  pas  surpasser  — ^ ^; 

3^  Les  points  simples  et  multiples  qui  déterminent  L"  doivent 
être  choisis  de  manière  qu'ils  ne  déterminent  qu'une  seule  courbe 
L"  de  l'ordre  désiré  ; 

4**  Le  nombre  des  points  communs  à  L'*  et  sa  courbe  correspon- 
dante doit  surpasser /i^. 

Ainsi  l'on  trouve  les  courbes  suivantes  : 

(a)  Chaque  courbe  E*  (du  quatrième  ordre)  qui  passe  deux  fois 
par  A  et  M  et  une  fois  par  B,  C,  M^,  M^  et  deux  points  corres- 
pondants O  et  O'.  J'indique  ces  courbes  par  le  symbole 

4(A»BC,  M»MaMo  00'); 

(6)  Chaque  courbe  F^  caractérisée  par 

5(A2BîG,  M»  Ma  M  î  Mo  00'); 
(c)  Chaque  courbe  G®  avec  le  symbole 

6(A2BîG«,  MîM^M^M?,  00'),  .... 

J'observe  encore  qu'on  peut  remplacer  les  deux  points  0  elO 
par  les  points  où  chaque  cercle  est  coupé  par  la  droite  /«  pour 
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obtenir  comme  cas  particuliers  des  courbes  circulaires,  des  quar- 
tiques,  des  quiutiques,  des  sextîquos  circulaires,  qui  coïncident 
avec  leurs  courbes  correspondantes. 

Il  va' sans  dire  que  les  droites  qui  joignent  les  points  correspon- 
dants des  courbes  E*,  F*,  G*  ne  passent  pas  par  un  même  point 
comme  dans  le  cas  des  courbes  D',  mais  qu'elles  enveloppent  des 
courbes  nouvelles. 

H.  Pour  la  construction  des  droites  symétriques,  on  a  renversé 
dans  chaque  angle  du  triangle  ABC  les  deux  parties  oc  et  A  —  a, 
P  et  B  —  P,  Y  et  C  —  y  déterminées  par  les  droites  AO,  BO,  GO.  * 
Si,  au  lieu  de  renverser  ces  parties  des  angles,  on  renverse  les  seg- 
ments déterminés  par  les  prolongements  de  AO,  BO,  GO  sur  les 
côtés  opposés,  on  trouve  encore  trois  droites  passant  par  un  même 

point  C. 

Fig.  2. 


Car  le  théorème  du  marquis  de  Géva  donne  par  rapport  aux 
droites  A^,  Bb,  Ce  (Jig-  2),  qui  passent  par  un  point  O,  l'équa- 
tion 

A  6    Hc  Ga 


qui  dans  la  forme 


6C  ck  «B       '» 


A  6'  Bc'  Ca'  ~' 


exprime  que  les  droites  A  a',  Bt',  Gc'  passent  par  un  même 
point  O'.  Ainsi  Ton  trouve  encore  une  transformation  birationnelle 
en  involution.  Parce  qu'il  y  a  une  grande  analogie  entre  cette 
transformation  nouvelle  et  celle  par  droites  symétriques,  j'indique- 
rai seulement  les  différences  entre  les  deux  transformations. 

12.  La  démonstration  directe  de  l'article  4  doit  subir  un  petit 
changement  de  nomenclature.  De  plus,  à  la  droite  /«  correspond, 
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au  lieu  du  cercle  circonscrit  au  iriangle  ABC,  une  ellipse  q  • 
touche  en  A,  B,  C  les  droites  menées  par  ces  points  parallèleme  ^ 
aux  côtés  opposés  BC,  CA,  AB.  Seulement,  si  le  triangle  de  ré^E 
rence  ABC  est  équilalère,  cette  ellipse  est  encore  un  cercle.  H^^ 
dans  ce  cas  les  deux  transformations  sont  identiques. 

Quand  la  droite  /.  correspond  à  une  ellipse,  les  points  où  ce%| 
droite  est  coupée  par  un  cercle  quelconque  ne  correspondent  pitj 
l'un  à  l'autre  ;  à  un  cercle  par  A  et  B  ne  correspond  donc  plus  m 
cercle,  etc.  De  plus,  les  points  M  qui  correspondent  à  eux-méotes 
sont,  dans  la  nouvelle  transformation,  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABC  et  les  trois  points  d'intersection  des  droites  par  A, 
B,  C  parallèles  aux  côtés  opposés,  etc. 

13.  Une  combinaison  des  deux  constructions,  le  renversemem 
des  parties  des  angles  et  le  renversement  des  segments  sur  les  cdiéi 
du  triangle,  conduit  encore  à  une  transformation  qui  préseote 
beaucoup  d'analogie  avec  celles  que  nous  avon»  étudiées.  A  la 
droite  /.  correspond  une  autre  ellipse  et  les  points  M  y  onl  me 
autre  signification,  etc. 

Les  transformations  considérées  ne  sont  toutes  que  des  cas  par- 
ticuliers de  la  transformation  quadratique  générale  où  les  Lrois 
points  simples  A,  B,  C  sont  les  seuls  points  fondamentaux. 

II.  —  La  transformation  par  cercles  symétriques. 
ii.  Si  trois  cercles  a,  P,  y  {Jîg-  3)  décrits  sur  les  cdtésd'un 


triangle  ABC  comme  cordes  ont  un  point  commun  O  cl  quel*"" 
fasse  subir  à  chaquo  cercle  une  demi-révolution  autour  de  la  ford^ 
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(Ur  laquelle  il  a  élé  décrit,  on  obtient  trois  cercles  a!,  P',  y  symé- 
riques  aux  premiers  par  rapport  aux  eûtes  du  triangle;  ces  cercles 
>assent  encore  par  un  même  point  O'. 

Si  l'on  représente  pnr  a,  b,  c  les  angles  BOC,  COA,  AOB  con- 
enus  dans  les  cercles  a,  ^,  y  par  rapport  aux  côtés  du  triangle, 


>arce  que  les  trois  cercles  a,  p,  y  passent  par  un  même  point  O. 
tlais,  sous  la  forme 

b  =  (i8o-—  a)  -1-  (i8o'—  e), 

:eUe   équation  exprime  également  que  le  point  d'intersection  O' 
les  cercles  a!  et  ^  se  trouve  aussi  sur  p',  etc. 

15.  Les  points  O  et  O'  forment  une  transformation  birationnelle 
en  involution. 

16.  A  chacun  des  points  A,  B,  C  correspond  un  cercle,  le  cercle 
qu'on  obtient  en  faisant  subir  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
une  demi-ré volulton  autour  du  côté  opposé  du  triangle.  Ces  cercles 
passent  par  un  même  point  D  (Jlg-  4)>  '^  point  d'intersection  des 


trois  hauteurs  du  triangle;  car,  dans  le  cercle  circonscrit  et  dans  le 
triangle,  on  a 

Ba.aC^  Ka.ah,, 

Ba.aC  =  \a.Jia: 

ce  qui  prouve  que  les  deux  segments  aD],  et  Da  sont  égaux  et  qup 
/luU.  det  Sciences  maihém.,  1'  »^eie.  1.  VI.  (Juin  iRBa.)  lî 
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>urbe  C*^  dont  les  points  A,  B,  C,  D  sont  des  points  doubles. 
•Ue  passe  un  nombre  de  fois  encore  indéterminé  par  a>  et  a>|  et  a 
ue  asymptote  parallèle  à  /. 

La  courbe  a  des  points  doubles  aux  points  A,  B,  C,  D,  ces 
>oints  étant  des  points  doubles  de  la  transformation.  Elle  est  du 
cinquième  ordre,  parce  qu'elle  est  coupée  par  un  côté  AB  du 
Iriangle  en  cinq  points,  les  deux  points  doubles  A,  B  et  le  point  O' 
-orrespondant  au  point  d'intersection  O  de  /  et  AB. 

23.  Les  points  co  et  b>|  sont  des  points  fondamentaux  doubles  de 
a  transformation  et  des  points  doubles  de  chaque  courbe  C^  (qui 
st  donc  une  quintique  bicirculaire);  car  deux  courbes  C*  ne  se 
Dupent  en  dehors  du  point  O',  correspondant  au  point  d'intersec- 
ion  O  des  droites  correspondantes,  qu'en  des  points  fondamen- 
lux;  et  les  quatre  points  doubles  communs  A,  B,  C,  D  équivalent 
seize  points  simples  communs,  les  deux  points  communs  co  et  b>i 
c|uivalant  à  huit  points  simples  communs,  résultat  qui  n'est 
'accord  qu'autant  que  co  et  o)|  sont  des  points  doubles  de 
liaque  courbe  C^,  etc. 

S4.  La  transformation  en  question  admet  donc  six  points  fonda- 
lentaux  doubles,  les  points  A,  B,  C,  D,  w,  (0|.  La  courbe  fonda- 
lentale  de  chacun  des  quatre  points  réels  est  la  conique  passant 
ar  les  cinq  autres  points;  la  courbe  fondamentale  d'un  des 
oints  ot),  (0|  est  la  conique  passant  par  le  point  même  et  par  les 
uatre  points  réels. 

25.  La  courbe  correspondante  d'une  droite  /  par  un  des  points 
,B,  C,  D,  w,  to,  est  une  courbe  C,  qui  passe  deux  fois  par  le  point 
»ndamental  sur  /  et  une  fois  par  les  autres  points  fondamentaux; 
.  chaque  droite  qui  joint  deux  des  points  fondamentaux  corres- 
Dnd  à  elle-même. 

26.  Les  points  correspondants  forment  sur  chacune  des  droites 
D,  BD,  CD,  qui  correspondent  à  elles-mêmes,  une  involutionhy- 
erbolique  équilatère;  de  ces  involutions  les  points  a,  6,c  ijig'  4) 
)nt  les  points  doubles  non  situés  sur  /..  Donc  les  six  côtés  du 
jadrangle  complet  ABGD  correspondent  à  eux-mêmes  et  con- 
^nnent   des   involullons   hyperboliques   équllatcrcs   ayant   pour 


H.  ?1 


2:    L*    •^. 
a  «.narM  *^  V  vil  vuL^iMinmii  k 


3^  A  rxiiri»?  jrf?7c^  ;«i:?»iaBt  par 4m  A»  q«ilrr  ponts  A.B, C, 
D  <  .rT"sic:t:atr  à:a»r  -ntririf  xm  «g^le  par  ce§  ^ifflKS  ponts.  Ce 
:i-r vr*  11*^.  -tnvisi;  priiT  >*  crM^iioiinT'  BC,  CA.  ABLest  bowcw 
p»>ir  if*»  <ï:«Kiô&2$»:«i:$  .\D.  BD.CD:  tct  Fum  voit  su»  prâeqie 
•c>f^  i^*?^ jr^r  c^icT'^çc^^oijatç  f.:at  ii^'utt|ti  Fob  à  Fastre  par  np- 
i»:r:  4î\  .ir:- V**  .VD.  Et».  Œ».  €^r  demi  ccrclgs  correspoodants 
p4r  <^  •?<  D  c:-xc*fii:  AB  <m  'ifsx  oîMpks  de  piMots  correspoiidaots 
^:-c.:  •:  *^l  >  p:-^:ït  nlli^v.  <K.  Os  rvtnaorie  dooc  b  oi^ioc  Iransfor- 
r&iiS.-n.  -f'stu.-^i  c^  r^^f-lMct  ii^  trûssW  de  ràTêmice  ABC  par  on 
dr^  tr:uL£Ï^^  BCD.  CXb.  ABD  :  œ  4pe  Ton  ne  peut  pas  encore 
4r^iz':rt  i  3  ««(sI  :a:;  q?^  <k^f«e  »JiTt  da  qaadrançle  ABCD  est 
le  f  o:n:  'ir  T^ij^iK-^irt  ^iis  kaoleois  duk$  le  trîaa^e  formé  par  les 
lr*>Î5  4.iîrv>  ?*:-fr.ai-rt>. 

I>e  f'la<^  ^o  lieu  -ies  tri>t5  £n>apes  sr^bêtnqiies  de  cercles  BC, 
CA.  AB.  OQ  f-^at  s?  «-errîr  de^?  tnots  sroopes  STmêtriques  de  cercles 
•Jôcriu  >ur  .VB.  BD.  CD.  poor  déterminer  la  correspondance  en 
queT^iioD  :  ce  qui  noG>  sera  otile  ao  Qiapitre  suÎTant. 

Toute  loi  5  la  correspondance  est  déjà  déterminée  par  deux,  quel- 
conques d^-i  ^i\  sT^riupes  de  cercles  s\métrîqQes. 

!29.  A  ihaque  conique  passant  par  A.  B.  C,  D  t  et.  comme  on  saiti 
celte  conique  est  toujours  une  hyperbole  éqnilatère).  correspond 
encore  une  hyperbole  êiquîlatère  qui  contient  les  mêmes  points 
fondamentaux.  Mai<  ces  courbes  coïncident,  parce  qu'elles  ont  sii 
points  communs,  les  quatre  points  A.  B.  C.  Det  deux  points  sur  /«. 
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3l).  Les  droites  qui  lient  les  points  correspondants  d'une  hyper- 
bole équilatère  par  A,  B,  C,  D  passent  par  le  centre  de  cette 
^Ourbe.  Car  ces  droites  passent  par  un  point,  parce  que  les  points 
Correspondants  forment  une  involutîon  sur  la  courbe,  et  ce  centre 
^'învolution  doit  coïncider  avec  le  centre  de  Ggure  de  la  courbe, 
I^îirce  qu'il  doit  se  trouver  sur  les  deux  asymptotes,  eu  égard  à 
^'^cle  20. 


31.  Le  lieu  des  centres  d'involution,  c'est-à-dire  des  centres  de 
figure  des  hyperboles  équilatères  passant  par  les  points  A,  B,  C, 
t),  c'est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  abc  ^  le  cercle  des 
neuf  points  par  rapport  au  triangle  de  référence  ABC;  car  le 
point  correspondant  à  D  sur  une  de  ces  hyperboles,  c'est  le  qua- 
trième point  d'intersection  de  l'hyperbole  avec  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  et  l'on  voit  sans  peine  que  le  lieu  des  points  mi- 
lieux des  rayons  vecteurs  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  par 
rapport  au  point  D  comme  pôle  est  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  ABC,  le  milieu  du  rayon  vecteur  DD|,  {fig*  4)  étant  le 
point  a,  etc. 

32.  De  plus,  les  cercles  décrits  sur  les  côtés  du  triangle  ABC 
comme  diamètre  correspondent  à  eux-mêmes,  chacun  de  ces 
cercles  étant  symétrique  à  soi-même  par  rapport  au  côté  corres- 

Fig.  5. 


pondant  du  triangle.  Et  l'article  28  montre  que  la  même  propriété 
convient  aux  cercles  décrits  sur  AD,  BD,  CD  comme  diamètre. 

Dans  chacun  des  cercles  décrits  sur  un  des  côtés  du  quadrangle 
complet  ABCD  comme  diamètre,  le  centre  d'involution  des  poiiUs 
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liCS  courbes  E*  avec  le  symbole  4(A'BCDtoG)|,  00')  coïnci- 
Œent  avec  leurs  courbes  correspondantes;  car  la  courbe  corres- 
pondante est  une  courbe  de  la  même  nature  et  les  deux  courbes 
^Ot  di^-huit  points  communs,  neuf  au  point  A,  cinq  aux  autres 
P^nts  fondamentaux,  les  deux  points  O  et  O'  et  deux  points  sur 
^^  3  etc. 

Nous  trouverons  plus  loin  des  courbes  du  cinquième  ordre,  qui 
Correspondent  à  elles-mêmes. 

34.  Chaque  droite  /  contient  deux  couples  de  points  corres- 
pondants, car  elle  coupe  sa  courbe  correspondante  C*  en  dehors 
de/»  en  quatre  points. 

35.  Les  points  correspondants  qui  sont  en  ligne  droite  avec  un 
point  donné  P  se  trouvent  sur  une  courbe  F^  par  P  qui  touche  en 
ce  point  la  droite  PP';  car  chaque  droite  par  P  coupe  cette 
courbe  au  point  P  et  aux  quatre  points  indiqués  dans  Tarticie  pré- 
cédent. Les  points  A,  B,  C,  D  sont  des  points  doubles  de  la 
courbe  (car  la  droite  PA  coupe  deux  fois  la  courbe  fondamentale 
de  A,  le  cercle  BCD).  Elle  passe  une  fois  par  les  points  a,  6,  c,  to, 
u>|  et  touche  la  droite  /•  en  co  et  o)|. 

Il  va  sans  dire  que  les  courbes  F*  coïncident  avec  leurs  courbes 
correspondantes.  Leur  symbole  est  5(A2B''C-Do)g)|,  abc)  et  elles 
forment  un  réseau  correspondant  au  réseau  des  points  P. 

36.  La  courbe  F',  dont  le  point  P  se  trouve  sur  le  cercle  des 
neuf  points  du  triangle  ABC  (le  cercle  abc)^  se  compose  de  deux 
parties  ;  car  elle  doit  contenir  Thyperbole  équilalère  par  A,  B,  C, 
D  et  P,  et,  par  suite,  encore  une  courbe  du  troisième  ordre  par  les 
six  points  fondamentaux  et  par  «,  6,  c.  Cette  courbe  du  troisième 
ordre  est  une  des  courbes  D^  trouvées  plus  haut. 

La  courbe  F^,  dont  le  point  P  est  le  point  milieu  d'un  des  six 
côtés  du  quadrangle  complet  ABCD,  se  compose  de  trois  par- 
ties,  une  hyperbole  équilatère,  un  cercle  et  une  droite. 

37.  Les  droites  qui  lient  entre  eux  les  points  correspondants 
situés  sur  une  courbe  D'*  passent  par  un  même  point  de  cette 
courbe,  le  sixième  point  d'intersection  de  la  courbe  avec  le  cercle 
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abc.  Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  de  rarlicle  pré 
cèdent;  caries  courbes  D'  qui  font  partie  d*une courbe  F*  se  pré- 
sentent en  nombre  infini,  chaque  point  du  cercle  abc  donnant  lieu 
à  une  de  ces  courbes,  ce  qui  prouve  qu^elles  forment  un  faisceau 
ayant  les  mêmes  points  de  base  que  le  faisceau  trouvé  à 
l'article  33. 

Mais  le  théorème  en  question  peut  être  démontré  d'une  manière^ 
plus  directe  ;  car  les  points  correspondants  d'une  des  courbes  D^ 
de  l'article  33  sont  les  points  d'intersection  mobiles  de  D'  avec  unc^ 
hyperbole  équilatère  par  A,  B,  C,  D  (cette  hyperbole  correspon- — 
dant  aussi  à  elle-même);  et   la  génération  d'une  courbe  du  troi — 
sième  ordre  au  moyen  de  deux  faisceaux  projectifs,  un  faisceatj 
de  rayons  et  un  faisceau  de  coniques,  apprend  par  inversion  du 
raisonnement  que  les  droites  en  question  passent  par  un    point 
fixe  de  la  courbe  D^,  le  point  opposé  {punto  opposto)  du  qua- 
drangle  ABCD  par  rapport  à  la  courbe  D'. 

Les  points  correspondants  d'une  courbe  E^  sont  bien  les  points 
d'intersection  mobiles  de  cette  courbe  avec  une  hyperbole  équik- 
tère  par  A,  B,  C,  D  ;  mais  les  droites  qui  lient  les  points  corres- 
pondants de  E^  enveloppent  une  courbe  au  lieu  de  passer  par  uo 
point  fixe. 

Quand  on  représente  les  points  d'intersection  d'une  droite 
quelconque  /  avec  le  cercle  abc  par  r  et  5,  on  trouve  qu'un  des 
deux  couples  de  points  correspondants  situés  sur  /  appartient  à 
l'hyperbole  équilatère  de  /•  et  à  la  courbe  D'  de  5,  tandis  que 
l'autre  couple  fait  partie  dcThyperbole  équilatère  de  5  et  deiacoari)e 
D'  de  r;  et  réciproquement,  les  deux  points  d'intersection  mobiles 
d'une  hyperbole  équilatère  par  A,  B,  G,  D  et  d'une  des  courbes 
D'  se  trouvent  sur  la  droite  qui  joint  les  deux  centres  d'involu- 
tion  de  ces  deux  courbes. 

38.  Au  moyen  des  hyperboles  équilatères,  des  courbes  D',  ES 
F*,  nous  trouverions  sans  peine  des  courbes  d'un  ordre  plus 
élevé  qui  correspondent  à  elles-mêmes.  Mais  cet  examen  ne  jouis- 
sant pas  de  cette  simplicité  quia  caractérisé  les  résultats  obtenus, 
je  passe  à  un  autre  sujet.  [A  suivre.) 
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■*^H1WITE  (C.)-  —  Cours  professé  pendant  le  u' semestre  de  l'année  i88i- 
i88a,  rédigé  par  M.  Andoybr,  élève  de  l'École  Normale  supérieure.  —  Paris, 
i8Sï,  Uennann,  libraire,  rue  de  la  Sorbonne,  i  vol.  in-4'*,  202  p.  lith. 


M.  Hermlte  a  rendu  un  grand  service  à  ceux  qui  étudient  les 
Walhémaliques  en  autorisant  la  publication  du  Cours  qu*il  professe 
^vec  tant  d*éclat  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

Ce  n'est  pas  sans  étonnement  qu'on  trouvera,  dans  les  vingt- 
ci/t^  Leçons  que  comporte  ce  Cours,  tant  de  matières  touchées  ou 
approfondies  ;  il  convient,  avant  d'en  faire  l'énumération,  de  rappe- 
ler la  nature  de  l'enseignement  donné  par  M.  Hermite. 

Le  programme  de  la  licence  es  sciences  mathématiques  est, 
chaque  année,  entièrement  développé  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  Paris  :  cinq  professeurs,  deux  maîtres  de  conférences  suffisent 
à  cette  tâche.  Deux  chaires  sont,  en  fait,  consacrées  à  l'enseigne- 
ment du  Calcul  différentiel  et  intégral;  M.  Bouquet  occupe  l'une 
pendant  deux  semestres,  M.  Hermite  occupe  l'autre  pendant  un 
seul  semestre.  Leur  enseignement  est  strictement  élémentaire  et 
ne  dépasse  pas  les  limites  du  programme  de  la  licence  ;  mais  on 
jugera  qu'il  ne  peut  être  complet  et  au  courant  de  la  Science  que 
grâce  au  rare  talent  et  aux  efforts  extraordinaires  de  ceux  qui  le 
donnent,  si  l'on  veut  bien  penser  à  l'étendue  du  programme  et  au 
développement  considérable  que  les  découvertes  récentes  ont 
donné  à  quelques-uns  de  ses  Chapitres. 

M.  Hermite  s'est  chargé  d'enseigner  ce  qui  concerne  les  appli- 
cations du  Calcul  intégral  à  la  quadrature  et  à  la  rectification  des 
courbes,  à  l'cvahiation  des  aires  des  surfaces  courbes  et  des  vo- 
lumes; la  théorie  générale  des  fonctions  d'une  variable  imagi- 
naire; Tapplication  de  cette  théorie  à  Tctude  des  intégrales  eulé- 
ricnnes  et  des  fonctions  elliptiques. 

Cinq  Leçons  sont  consacrées  à  la  partie  géométrique  ;  les  appli- 
cations sont  naturellement  choisies  en  vue  de  ce  qui  suivra  ;  ainsi  la 
rectification  des  coniques,  ou  la  quadrature  des  cubiques  planes  cou- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Juillet  iS8a.)  l'i 
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position  d'une   fonction  transcendante   entière  en    facteurs  pri- 
maîres  et  l'expression  générale  des  fonctions  uniformes  admettant 
un  nombre  infini  de  points  singuliers,  isolés,  essentiels  ou  non, 
dont  l'ensemble  admet  le   point  oo  pour  limite  unique,   expres- 
sion donnée  par  MM.  Mittag-Leffler  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  r Académie  des  Sciences  pour  Tannée  188a.  La  marche 
suivie  par  M.   Hermite   est  celle  qu'il  a  ouverte  dans  sa  lettre 
au  géomètre  suédois  (*  ),  insérée  dans  le  tome  XII  des  Acta  Socie- 
tati^  Scientiarum  Fennicœ,   Dans  cette  lettre,  à  la  vérité,  le 
théorème  de  M.  Mitlag-Lefïler  n'est  établi  que  dans  le  cas  où  tous 
les  points  singuliers  sont  des  pôles  ;  mais  la  même  méthode  con- 
duit au  théorème  général. 

Le  professeur  s'arrête  ensuite  un  peu  (Leçons  XIII,  XIV  et XV) 
wr  les  intégrales  eulériennes  :  la  forme  donnée  par  M.  Weier- 

strass  à  la  fonction  rr- — ->  celle   que  M.  Prym   a   obtenue   pour  la 

fonction  r(x)  elle-même,  fournissent  des  applications  immédiates 
des  résultats  établis  dans  les  Leçons  précédentes;  outre  les  pro- 
priétés élémentaires  de  la  fonction  F  (a*),  déduites  de   la  consi- 
dération de  la  série  qui  représente  la  dérivée  seconde  de  \o^T{x)y 
M.  Hermite  démontre  la  formule  de  Laplace,  relative  au  calcul 
approché  de  r(jr),  quand  x  est  un  nombre  entier  très   grand. 
Dans  les  deux  Leçons  qui  suivent,  il  développe,  comme  dans  la 
lettre  déjà  citée  à  M.  Mittag-Lcffler,  celte  idée  si  simple  et  si  na- 
turelle que  la  notion  de  coupure  et  ce  genre  spécial  de  disconti- 
nuité auquel  elle  correspond  s'offrent  d'eux-mêmes,  au  début  du 
Calcul  intégral,  dans  la   considération  d'une  intégrale  définie  où 
figure  un  paramètre  variable. 

Le  théorème  de  Cauchy  sur  le  nombre  de  racines  d'un  poly- 
nôme contenues  à  l'intérieur  d'un  contour,  l'établissement  de  la 
série  de  Lagrange,  quelques  indications  sur  la  nature  des  séries 
qui  proviennent  de  la  résolution  par  rapport  à  y  d'une  équation 
algébrique  enXve  y  et  x,  en  particulier  la  démonstration  du  célèbre 
théorème  d'Eisenstein  à  ce  sujet  et  l'énoncé  de  la  curieuse  propo- 
sition de  M.  Tchebychef  sur  les  séries  à  coefficients  rationnels 
qui  peuvent  représenter  des  fonctions  composées  de  fonctions  algé- 

^■^w w^-^— ■■    ■    I      ™   ^-^—^1^^  -  -   ■  -  ■ ■  --       - 

(•)  Voir  Builetin,  a*  scorie,  l.  V,  I"  Partie,  p.  auo. 
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and  on  fait  décrire  au  poinl  dont  Taffixe  est  k^  un  contour  fermé 
elconque  ;  les  quantités  K  et  i¥J  sont  alors  remplacées  par  les 
aniités  L  =  aK  4-  ?tK',  iU  =  yK  4-  S/K';  a,  p,  y,  S  sont  des 
tiers  assujettis  à  la  condition  a8  —  Py  =  i,  ^  et  y  étant  pairs, 
»dis  que  a  et  0  sont  impairs  et  ^  i  (niod  4)î  par  la  substitution 
s  quantités  L  et  17,  aux  quantités  K  elK',  les  transcendantes  de 
sobi  se  reproduisent  multipliées  par  des  facteurs  constants,  les 
relions  sn,  en,  dn  se  reproduisent  sans  changement;  enfin  les 

lanlitésy/A'  et  \fk'  se  reproduisent  multipliées  par  une  racine 
lairième  de  Tu  ni  té.  Ces  résultats,  joints  à  ce  qui  a  été  dit  sur 
aversion  de  l'intégrale  de  première  espèce  quand  le  module  est 
-cl  et  plus  petit  que  i,  et  à  ce  fait  que,  au  moyen  des  quantités  K 
K' définies  par  les  intégrales  rectilignes 

K=    f\  "^       .        . 

K'  =    /       .  *      .       .         , 

^U    yi  —  (ï  —  a — i6)sin*^ 

K' 
peut,  la  partie  réelle  du  quotient  -=t-  étant  positive,  construire 

quatre  transcendantes  de  Jacobi,  permettent  de  résoudre  le 
tblème  de  Tinversion,  quel  que  soit  le  module  /:. 
ilofin,  en  terminant  son  Cours,  M.  Hermite  a  donné  l'expression, 
î  à  M.  Appell  (Comptes  rendus,  5  avril  1882),  des  fonctions 
iblemenl  périodiques  uniformes  admettant  des  points  singuliers 
;nliels. 

îes  Leçons  oui  été  rédigées  avec  le  plus  grand  soin  par  M.  An- 
er,  élève  distingué  à  TEcolc  Normale  supérieure.  On  y  retrou- 
31  cet  enchaînement  artistique  des  idées,  ces  rapprochements 
ttendus  et  pourtant  naturels,  celte  clarté  qui  ne  s'arrête  pas  à 
urface,  mais  pénètre  au  fond  du  sujet,  celte  richesse  de  sou- 


!  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
«nt  parallèles  aux  tangentes  De  et  Jif  menées  à  ces 
lînt  D  et  ces  tangentes  sont  symétriques  elles-mêmes 
à  DA'.  Ce  qui  prouve  que  la  transformation  auxiliaire 
la  correspondance  entre  les  points  d'intersection  O  et 
couples  de  cercles  symétriques  décrits  sur  AD,  BD, 
:ordes,  de  l'article  ^,  en  la  correspondance  entre  les 
rsection  P  et  P*  de  trois  couples  dedroitespar  A',  B', 
es  par  rapport  aux  mêmes  droites  A'D,  B'D,  CD.  £t 
e  correspondance  ne  dilTëre  dans  le  moindre  détail  de 
"ansformaiion  par  droites  symétriques,  dont  le  triangle 

Fig.  6. 


■  triangle  de  référence,  parce  que  les  droites  A'D, 
it  les  bissectrices  des  angles  du  triangle  A'B'C.  A  la 
clesfondamentaux  BCD,  CAD,  ABD  et  ABC  des  points 
t  A,  B,  G,  D  de  la  transformation  par  cercles  symé- 
Isformentdans  les  droites  B'C'.C'A'.  A'B'  et  le  cercle 
krrespondent  dans  la  transformation  par  droites  symé- 
rois  points  fondamentaux  A',  B',C'  et  à  la  droite  U  \ 
retrouve  les  points  A',  B',  Cet  la  droite/-,  qui  coïn- 
>ur9  éléments  correspondants  dans  la  transl'ormalion 
n  A,  B,  C,  D,  les  quatre  points  qui  jouissent  de  la 
Stédans  la  transformation  des  droites. 

'■  ce  qui  précède,  il  est  évident  qu'on  doit  pouvoir 
•int  (y  correspondant  dans  la  transformation  parcer- 
Wes  à  un  point  quelconque  O  au  moyen  de  la  trans- 
r  droites  symétriques  en  passant  deux  fois  par  la  trans- 
!•  rayons  vecteurs  réciproques.  D'abord  on  cherche 
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la  transformation  par  cercles  symétriques.  D'un  autre  côté, 
lyperboles  équilatères  passant  par  A,  B,  C,  D  dans  la  transfor- 
on  par  cercles  symétriques  deviennent  des  courbes  du  troi- 
e  ordre  qui  passent  une  fois  par  A',  B',  C,  w,  u,  et  deux  fois 
D;  ces  courbes  sont  les  courbes  3(ABC,  M',  <i><ii|)  dans  la 
iformalion  par  droites  symétriques,  etc. 

rV.  —  La  transformation  par  plans  symétriques. 

S.  La  transformation  par  droites  symétriques  peut  être  éten- 
i  l'espace  de  la  manière  suivante  : 

dans  le  triangle  spbérique  ABC  (Jlg-  ")  sur  la  sphère  dontM 
e  centre,  on  renverse  dans  chaque  angle  les  parties  a  et  A  —  a, 
l  B  —  p,  T  et  C  —  V,  déterminées  par  les  arcs   AO,  BO,  CO, 


>bticnt  trois  arcs  nouveaux  AA',  BB*,  CC,  qui  passent  encore 
Un  même  point  O'.  On  copie  sans  peine  la  démonstration  de  ce 
'rtmede  l'arLicie  1.  Eh  bien,  si  l'angle  IrJèdre  M  fait  partie  d'un 
»idre  irréguJicr  ABCD  et  qu'on  renverse  dans  ce  tétraèdre  les 
les  déterminées  dans  les  angles  dièdres  par  les  six  plans  qui 
eot  par  un  point  quelconque  O  et  chacune  des  arêtes,  on  ob- 
:  six  autres  plans  qui  passent  encore  par  un  même  point  O'; 
e  théorème  du  triangle  sphériquo  montre  que  ces  six  plan» 
!Dt  trois  à  trois  par  quatre  droites  et  ces  droites  se  coupent 
à  deux    sans  qu'elles  se    trouvent  toutes  dans   un  même 


s  O  cl  O'  forment  dai 
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48  La  courbe  correspondante  d^une  droite  quelconque  /  est  une 
courbe  gauche  cubique  R'  passant  par  les  quatre  sommets  A,  B, 
C,D;  car  un  plan  quelconque  ir  coupe  cette  courbe  en  trois  points, 
parce  que  sa  surface  correspondant  F'  est  coupée  en  trois  points 
par  /.  Ou  bien,  parce  que  les  surfaces  F',  qui  correspondent  à  deux 
plans  quelconques  passant  par  /,  passent  déjà  par  les  six  arêtes  du 
tétraèdre,  elles  se  coupent  encore  en  une  courbe  R'.  Ou  bien  encore, 
parce  que  les  plans  ECO,  CAO,  ABO  engendrent  trois  faisceaux 
<i6  plans  projectifs  quand  O  décrit  une  droite  quelconque  /  et  que 
<^te  propriété  convient  aussi  aux  trois  faisceaux  des  plans  symé- 
triques ECO',  CAO',  ABO',  il  est  clair  que  le  lieu  du  point  O'  est 
l'ensemble  des  points  d'intersection  des  plans  homologues  de  trois 
*  faisceaux  de  plans  projectifs,  c'est-à-dire  une  courbe  gauche  cu- 
bique passant  par  A.  E,  C(et  D). 

Quand  /  coupe  une  des  arêtes  du  tétraèdre,  la  courbe  correspon- 
dante est  une  conique  passant  par  les  deux  points  fondamentaux 
lîtuéssur  cette  arête.  Dans  ce  cas,  la  courbe  correspondante  R'  de 
/se  compose  d'une  partie  accessoire  qui  correspond  au  point  d'in- 
tersection de  /  avec  l'arête,  l'arête  opposée,  et  d'une  partie  essen- 
tielle, la  conique.  On  voit  sans  peine,  en  effet,  que  la  conique  peut 
être  considérée  comme  la  partie  complémentaire  de  l'intersection 
du  plan  correspondant  au  plan  par  /  et  l'arête  et  de  la  surface  F' 
correspondant  à  un  plan  quelconque  passant  par  /,  l'autre  partie 
étant  l'arête  même. 

Si  la  droite  /  coupe  deux  arêtes  opposées  du  tétraèdre,  la  courbe 
^correspondante  est  encore  une  droite  qui  s'appuie  sur  les  mêmes 
iirétes. 

Le  résultat  qu'à  un  point  quelconque  d*une  des  arêtes  corres- 
pond l'arête  opposée  tout  entière  fjrme  la  clef  des  dégénérations 
^f|e  la  courbe  R'.  Il  explique  de  même  pourquoi  chaque  surface 
'F?,  qui  correspond  à  un  plan  quelconque  tc,  contient  les  six  arêtes, 
,€6s  arêtes  étant  les  éléments  qui  correspondent  aux  points  d'in- 
tersection de  TT  avec  les  arêtes  opposées. 

4tJ,  La  transformation  contient  douze  plans,  vingt-huit  droites 
et  huit  points,  qui  coïncident  avec  leurs  éléments  correspondants. 
Les  plans,  ce  sont  les  douze  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
du  tétraèdre.  Les  droites,  ce   sont  les  droites  d'intersection   des 
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Iroite  avec  deux  de  ces  quatre  points,  c'est- 
M^,  Me,  M^  ou  les  points  M ,  M^^,  M^^  Madf 
me  ;  car  une  surface  G^  par  A,  B,  G,  D  et  M^, 
ie  par  le  plan  AB^  suivant  une  conique  par 
;ur  tour  toutes  ces  coniques  sont  coupées  par 
it  une  involution  qui  ne  diffère  guère  de  Tin- 
orrespondants  sur  cette  droite,  ces  deux  invo- 
les  points  doubles,  les  points  M  et  Mab-  D'où 
X  surfaces  du  second  ordre  par  A,  B,  G,  D  et 
correspondent  Tune  à  Tautre,  sont  coupées 
droites  qui  passent  par  deux  des  points  M, 
lémes  points.  Ainsi  Ton  a  obtenu  déjà  vingt 
deux  surfaces.  Et  parce  que  ces  vingt  points 
dans  les  douze  plans  bissecteurs,  ils  ne  peu- 
me  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  qui 
:*section  totale  de  deux  surfaces  du  second 
L  surfaces  doivent  coïncider,  etc. 

rayons  /,  dont  un  des  points  M  est  le  centre, 
i  des  courbes  gauches  cubiques  R>,  dont  A, 
\  points  de  base.  Les  tangentes  à  ces  courbes 
une  gerbe  de  rayons  /'  projective  à  la  gerbe  /; 
Tespond  une  droite  P  et  aux  droites  /  situées 
spondent  des  droites  /'  également  situées  dans 
Dgent  en  M  à  la  surface  correspondante  F'  de 
'bes  coïncident,  parce  que  les  quatre  rayons 
correspondent  à  cux-raémes.  Donc,  chaque 
iace  qui  passent  par  un  point  M  sont  touchées 
courbe  et  leur  surface  correspondantes,  etc. 
e  le  résultat  de  l'article  précédent.  Ghaque 
G,  D  et  Maj  M^,  Me  M^  doit  coïncider  avec 
tdante  G',  ces  deux  surfaces  se  touchant  en 
points,  tandis  que  les  plans  de  contact  sont 
position  des  huit  points. 

les  douze  plans  bissecteurs  la  correspondance 
•rrespondancc  générale  dont  il  était  question 
3;  car  le  plan  ABM  coupe  le  tétraèdre  suivant 
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%M  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  un  des  deux  plans  bissecteurs. 
^Rttii  P  se  trouve  en  trois  des  plans  bissecteurs,  le  cône  se 
'^Kie  de  ces  trois  plans.  Et  quand  P  se  trouve  en  plus  de  trois 
H||luis,  c'est-à-dire  quand  il  coïncide  avec  un  des  sommets  du 
lèdbe  où  avec  un  des  points  M,  le  cône  est  indéterminé,  parce 
ce  cas  il  doit  contenir  chaque  droite  passant  par  P. 

tfieudes points  correspondants,  quisonten  ligne  droiteavec 
'q[aelconque,  est  une  courbe  R^,  qui  passe  parles  sommets, 
I M  elle  point  P;  car  chaque  plan  par  P  coupe  la  courbe 
iSitSf  le  point  P  et  les  trois  couples  de  points  situés  sur 
arêtes  du  cône  H'  de  P  contenues  dans  le  plan.  Cette 
'touchée  en  P  par  la  droite  qui  joint  le  point  P  au  point 
Eut  P'.  J'engage  le  lecteur  à  étudier  les  dégénérations  de 

N^'ttJfivâiit  la  théorie  générale  de  la  transformation  birationnelle 
ttPékpiM^e,  la  surface  qui  correspond  au  cône  H'  du  point  P  est 
Ufwfitce  R'  dont  A,  B,  C,  D  et  F  sont  des  points  triples.  Cette 
^|fia.;q|1ii passe  une  fois  par  les  arêtes  du  tétraèdre,  par  les  droites 
lijPBÇP'C,  P'D  et  par  les  points  M  est  le  lieu  des  courbes  R' 
£  qui  sont  coupées  en  deux  points  par  leurs  droites  corres- 
|biiles.  Les  dégénérations  du  cône  H^  amènent  des  dégénéra- 
la  surface  correspondante  K'*,  dont  je  recommande  Tétude 


En  continuant  mon  sujet,  j'aurais  à  examiner  les  surfaces 
plus  élevé  qui  coïncident  avec  leurs  surfaces  corres- 
L  Cependant  cet  examen  me  mènerait  trop  loin  à  présent. 
donc  ce' Chapitre  avec  l'observation  bien  simple  que  les 
qpii  correspondent  à  elles-mêmes  sont  trouvées  aussitôt 
trouvé  les  surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété;  car 
d^intersection  de  deux  surfaces  qui  correspondent  à  elles- 
\t  une  courbe   de  la   qualité    désirée.  Ainsi  la   courbe 
ïtion  R^  de  deux  surfaces  G^  qui  correspondent  à  elles- 
une  des  courbes  en  question,  etc. 
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par  ces  deux,  sphères  sont  en  même  temps  les  sphères  bissectrices 
de  l'angle  dièdre  d'un  aulre  couple  de  sphères  par  E  et  par  les 
mêmes  deux  sommels,  dont  Tune  passe  par  Tun  et  l'autre  par 
Fautre  des  deux  sommets  restants.  Les  six  sphères  adjointes  ainsi 
obtenues  qui  passent  déjà  par  E  ont  encore  un  point  O'  commun. 

56.  Quand  le  plan  passant  par  E  et  deux  des  quati'c  points  A, 
B,  C,  D  figure  comme  une  des  deux  sphères  bissectrices  de  Tangle 
dièdre  formé  par  une  sphère  quelconque,  par  E  et  ces  deux  sommets 
ttparsa  sphère  adjointe,  ces  deux  sphères  sont  symétriques  l'une  à 
ftwtre  par  rapport  au  plan  par  E  et  les  deux  sommets.  Démontrons 
que  la  transformation  précédente  ne  mérite  le  nom  de  transforma- 
tion par  sphères  symétriques  que  quand  le  tétraèdre  de  référence 
C5l  un  tétraèdre  régulier. 

.  La  droite  CD  est  perpendiculaire  au  plan  ABE.  Prolongeons  le 
|mWI  ABE  jusqu'à  ce  qu'il  coupe  la  droite  CD  au  point  F.  Il  y  a 
feix  cas  à  considérer,  que  le  point  milieu  G  de  CD  coïncide  avec 
^1  caque  ce  point  se  trouve  ailleurs.  Eh  bien,  il  va  sans  dire  que 
^  sphères  ABEG  et  ABED  sont  symétriques  Tune  à  l'autre  par 
'ppon  au  plan  ABE  dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  c'est-à-dire 
'ïc  la  transformation  par  sphères  adjointes  est  une  transformation 
***  sphères  symétriques  quand  le  tétraèdre  de  référence  est  régu 
'**-  Et,  d'un  autre  côté»  les  sphères  ABEC  et  ABED  ne  sauraient 
'"^  symétriques  l'une  à  l'autre  par  rapport  au  plan  ABE,  dans  le 
^  contraire  où  F  ne  coïncide  pas  avec  le  point  milieu  G  de  CD  ; 
^  îl  est  impossible  que  la  sphère  ABEC  coupe  CD  encore  en  un 
^Ot  D"  symétrique  de  D  par  rapport  à  F,  "parce  que  ce 
^>ième  point  d'intersection  D'',  qui  n'est  pas  indiqué  dans 
yî^.  8,  se  trouve  bien  au  même  côté  que  C  de  F,  mais  à  une 
^tancc  DT  qui  est  toujours  le  double  de  FD. 

^n  effet,  le  deuxième  point  d'intersection  H  de  BF  avec  la 
^*^ère  ABEC  est  déterminé  par  l'équation 

A  E.A'A  =  A'B.A'H, 

^dis  que  dans  le  triangle  ABF  on  a 

A'E.A'A  =  A'B.FA': 

^  qui  donne 

A'H  =  FA'. 

Buli.  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VI.  (Juillet  1882.)  i5 
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xier  la  transformation  par  sphères  symétriques  d'une  manière 
as  simple  en  s'appuyant  sur  le  théorème  suivant,  qui  semble  être 
e  extension  tout  évidente  du  théorème  de  l'article  14. 
Ëtant  donné  un  tétraèdre  quelconque  ABCD  et  un  point  O,  on 
Dstruit  d'abord  les  quatre  sphères  passant  par  BGDO,  CDAO, 
^O,  ABCO  et  ensuite  les  quatre  sphères  symétriques  par 
iport  aux  faces  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  du  tétraèdre;  les  sphères 
métriques  ainsi  obtenues  passent  encore  par  un  même  point  0^ 
A  la  vérité,  ce  théorème  mènerait  à  des  considérations  plus 
aples  par  rapporta  la  transformation  en  question,  s'il  était  vrai  ; 
iilement  il  est  faux,  comme  nous  allons  le  voir  tout  à  l'heure. 
D'abord  je  remarque  que  l'extension  de  la  démonstration  du 
éorème  de  l'article  14  a  des  difficultés  qui  lui  sont  propres,  la 
hère  n'étant  pas  dans  Tespace  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit 

cercle  donné  par  trois  points  sous  un  angle  solide  donné  :  ce 
î  cependant  ne  prouve  pas  encore  la  fausseté  du  théorème. 
Si  le  théorème  était  vrai,  les  points  O  et  O'  formeraient  une 
nsformation  birationnelle  en  involulion  dans  l'espace,  où  les 
lères,  dont  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  BCD,  CDA, 
LB,  ABC  sont  de  grands  cercles,  correspondraient  à  elles-mêmes  : 

qui  exige  que  le  deuxième  point  d'intersection  de  trois  de 
;  quatre  sphères  qui  passent  par  A  se  trouve  aussi  sur  la  quatrième. 
bien,  dans  le  cas  en  question  d'un  tétraèdre  régulier  de  référence, 
point  commun  aux  quatre  sphères  doit  être  le  centre  du  tétraèdre. 
is  cela  est  impossible,  parce  que  le  quart  de  la  hauteur  du  tétraè- 
ï  n'égale  pas  les  deux  tiers  de  la  hauteur  du  triangle  équilatéral 
>  faces  du  tétraèdre. 

>9.  Le  raisonnement  précédent  mène  encore  à  une  autre  trans- 
raation  par  sphères  symétriques  au  moyen  d'un  trièdre  A  limité 
ff,  9),  c'est-à-dire  d'un  tétraèdre  ABCD  ouvert  par  une  de  ses 
es  BCD.  Construisons  d'abord  les  sphères  qui  passent  par 
DO,  ADBO,  ABCO,  et  ensuite  les  sphères  symétriques  à 
les-cî  par  rapport  aux  faces  ACD,  ADB,  ABC;  ces  trois 
lères  symétriques,  qui  passent  déjà  par  A,  ont  encore  un  point 
amun  O',  qui  forme  avec  O  une  transformation  par  sphères 
détriques,  plus  générale  que  celle  des  articles  précédents, 
même   que,   suivant  la  dernière  remarque  de  l'article   23, 
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>}kiiiélriques  sufîQseDt  pour  la  déteriixid^. 
."«  par  cercles  symétriques,  on  voit  que  ie> 
>iBêlriques  suflisent  pour  la  détermina- 
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MÉLANGES. 

LES  PREUVES  MECANIQUES  DE  LA  ROTATION  DE  LA  TERRE; 

Par  m.  Pb.  GILBERT  (•). 

I. 

On  sait  que  la  doctrine  de  la  rotation  de  la  Terre  autour  de  son 
le,  enseignée  dans  l'antiquité  par  Heraclite  de  Pont,  Ecphantus, 
J'istarque  de  Saraos  et  Seleucus  de  Babylone,  fut  admise  au 
:t*  siècle  par  Nicolas  de  Cues,  évêque  de  Brixen.  Elle  était  donc 
*eslée  en  quelque  sorte  dans  la  circulation  des  idées,  et,  bien 
iongtemps  avant  Copernic  et  Galilée,  les  hommes  qui  réfléchissent 
savaient  su  se  mettre  au-dessus  de  Tillusion  des  sens.  Mais  il  était 
réservé  au  chanoine  de  Thorn  et  à  Kepler,  par  des  travaux,  im- 
ineDses  où  les  calculs  les  plus  arides  s'alliaient  aux  vues  les  plus 
"^dies,  de  mettre  dans  tout  son  jour  la  belle  ordonnance  du  vrai 
système  du  monde. 

Bien  que  le  nom  de  Galilée  soit  constamment  associé  au 
'^omphe  de  ce  système,  on  doit  dire  que  le  grand  physicien  ita- 
'^^  a  peu  fait  directement  pour  l'établir  dans  la  science.  Ses 
écoiivertes  télescopiques  sur  la  rotation  du  Soleil,  sur  les  phases 
^  Vénus,  sur  les  satellites  de  Jupiter,  ont  cependant  renversé 
^elques-uns  des  préjugés  dont  on  s'armait  contre  la  rotation  de 

*erre.  Mais  les  raisons  d'harmonie,  de  simplicité  et  de  conve- 
^ce  qu'il  faisait  valoir  en  faveur  des  idées  de  Copernic  avaient 
déjà,  pour  la  plupart,  signalées  par  son  illustre  prédécesseur, 
^^nt  à  l'argument  qu'il  tire  du  phénomène  des  marées,  dont  la 
^se  réside,  suivant  lui,  dans  une  certaine  inégalité  due  au 
^^ble  mouvement  de  la  Terre,  tout  le  monde  sait  aujourd'hui  que 
'^^e  explication  est  fausse  et  que  la  rotation  du  globe  n'est  pour 
^^  dans  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer. 


(*)  Conférence  faite  à  la  Sociélc  Scientifique  de  Bruxelles  en  avril  1882. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  VI.  (Août  1882.)  iG 
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Galilée  rendit  des  services  plus  efficaces  à  la  cause  de  la  véri 
en  découvrant,  en  expliquant  les  principes  de  la  Mécanique, 
réfutant  avec  autant  d'esprit  que  de  force  les  objections  que  L 
péripatéticiens,  par  exemple,  opposaient  à  la  thèse  delà  rotation 
la  Terre.  C'était  là,  en  effet,  un  terrain  sur  lequel  se  portait  v^ 
lontiers  Fcffort  des  défenseurs  de  Ptolémée,  dont  plusieurs,  com^r^c^^ 
Riccioli,  étaient  doués  d'un  véritable  talent  d'observation.  'N'dLjSkM^  t 
aucune  idée  nette  du  principe  de  l'indépendance  des  mouvemeix  ts 
persuadés  qu'un  corps  cesse  de  se  mouvoir  juste  au   moment  où 
disparaît  la  force  qui   le  sollicite,  les  adversaires  du  mouvemenf 
de  la  Terre  opposaient  que,  si  l'on  abandonne  une  pierre  du  som- 
met d'une  tour,  elle  tombe  au  pied  de  celle-ci;  or,  disaient-ils,  si 
la  Terre  était  en  mouvement,  la  tour  aurait  parcouru  déjà  un  grand 
espace  pendant  la  durée  de  la  chute,  et  la  pierre  irait  nécessaire^ 
ment  toucher  le  sol  bien  loin  en  arrière,  c'est-à-dire  à  Vouest  de 
la  tour.  Jamais,  ajoulaient-ils,  un  boulet  de  canon  ne  pourrait  at- 
teindre son  but;  jamais  les  oiseaux  sortis  de  leurs  nids  ne  pour-' 
raient  y  rentrer,  la  Terre   les  ayant  emportés   avec  elle,  etc.... 
Mersenne  et  Petit  plantaient  même  un  canon  la  bouche  vers  \c 
haut,  pour  voir  dans  quel  sens  dévierait  le  projectile  ;  malheureuse^ 
ment,  l'un  des  boulets  disparut,  le  second  alla  tomber  à  2  00opied$ 
à  l'ouest,  le  troisième  autant  à  l'ebt,  et  les  expérimentateurs,  jugeant- 
probablement  que  le  quatrième  pourrait  prendre  la  moyenne  et- 
leur  tomber  sur  la  tête,  cessèrent  l'expérience. 

A  ces  mécaniciens  attardés,  il  fallait  expliquer,  comme  le  firenK^ 
Galilée  et  Gassendi,  que  le  mouvement  imprimé  se  consente  dani^ 
un  corps;  que  la  pierre,  animée  à  son  départ  d'une  vitesse  égal^^ 
à  celle  de  la  tour,  ne  perd  pas  cette  impulsion  reçue  et  conlinu^E^ 
à  se  transporter  dans  le  sens  horizontal,  avec  la  même  vitesse  qu^^ 
la  tour  elle-même;  il  fallait   montrer  que,  si  rapide  que  soit  l^ 
marche  d'un   navire,  la  pierre  lâchée  au  sommet  du  grand  mâ.t 
tombe,  non  pas  à  l'arrière  comme  elle  le  ferait  si  l'objection  était 
fondée,  mais  au  pied  même  du   mat;   que  Timprudent  qui  saute 
d'une  voiture  lancée  à  fond  de  train  vient  heurter  le  sol  avec  toute 
la  violence  de  l'impulsion  qu'il  a  reçue  du  véhicule. 

Mais,  en  détruisant  ainsi  les  mauvaises  rai-sons  de  ses  adver- 
saires, loin  d'apporter  à  son  tour  des  preuves  phvsiques,  méca- 
niques, sensibles  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  Galilt''<* 
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ne  vit  pas  jusqu'au  bout  de  sa  propre  doctrine.  En  plusieurs  en- 
droits de  ses  Dialogues,  il  nie  formellement  la  possibilité  de  con- 
stater cette  rotation  par  des  expériences  exécutées  à  la  surface  de 
la  Terre.  «  Car  » ,  dit-il,  <c  le  résultat  de  ces  expériences  sera  néces- 
sairement le  même,  que  la  Terre  soit  en  repos  ou  en  mouvement  ». 
Plus  conséquent  ou  plus  pénétrant,  il  eût  vu  que  Tobjection  des 
péripatéticiens  peut  se  retourner  contre  eux,  et  que  Texpérience 
proposée  pour  constater  l'immobilité  du  globe  terrestre,  exécutée 
avec  une  précision  suffisante,  fournirait  une  preuve  irréfragable 
de  son  mouvement. 

En  effet,  par  suite  de  la  rotation  de  la  Terre  autour  de  la  ligne 
des  pôles,  les  points  les  plus  éloignés  de  cet  axe  sont  animés  de  la 
plus  grande  vitesse.  Dans  une  tour  d'une  élévation  suffisante,  le 
sommet,  étant  plus  loin  de  Taxe  terrestre  que  la  base,  aura,  dans 
'e  sens  horizontal  et  vers  Test,  un   mouvement  plus  rapide.  Un 
corps,  tombant  du  haut  de  la  tour,  participe  à  sa  vitesse  et  la  con- 
serve indépendamment  de   son    mouvement   vertical;  par  consé- 
quent, pendant  la  durée  de  sa  chute,  il  parcourt  horizontalement 
vers  Test  un  espace  plus  considérable  que  ne  fait  le  pied  de  la 
^oiar:  il  ira  donc  toucher  le  sol  en  un  point  situé  quelque  peu  à 
l'est  de  la  verticale  passant  par  son  point  de  départ.  Tel  est  le  rai- 
sorinement  fort  simple   qu'auraient   dû   faire  les    défenseurs  de 
t^^lilée.  Sans  doute,  cette  déviationy  par  rapport  à  la  verticale, 
d^s  corps  tombant  d'une  grande  hauteur  doit  être  minime,  la  dif- 
'"^^'^nee  des  distances  à  l'axe  étant  peu  de  chose  relativement  au 
^J^on  de  la  Terre.  Une  théorie  plus  savante,  et  dans  laquelle  on 
^^xadrait  compte  de  la  résistance  de  l'air,  indique  qu'elle  doit  être 
de    o»,oii   seulement  pour  une  hauteur  de  chute  de  80™  sous  la 
*^îtude  de  Bologne.  Néanmoins  on  pouvait  espérer,  par  des  expé- 
"^^ces  conduites  avec  beaucoup  d'adresse,  de  la  mettre  en  évi- 
"^*ice.  Mais  Galilée  n'y  songea  pas,  ni  personne  à  cette  époque. 

^'est  à  Newton,  semble-t-il,  qu'il  faut  reporter  l'honneur  d'avoir 
^  premier  aperçu  cette  conséquence  du  mouvement  diurne,  cette 
^^périence  cruciale^  pour  décider  entre  Ptolémée  et  Copernic.  On 
^^^ît,  dans  l'histoire  de  la  Société  Royale  de  Londres  par  Bird,  qu'à 
^^c  réunion  chez  le  président  Wiliiamson,  le  8  décembre  1679,  le 
*^''  Hooke  lut  une  lettre  de  Newton,  où  le  grand  physicien  faisait 
^^server  que,  si  on  laisse   tomber  un  corps  pesant  d'une  hauteur 
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sunisante,  il  devra,  par  suite  de  la  rotation  diurne,  tomber  àfi 
Test  de  la  verticale  de  son  point  de  départ.  La  Société  Royale  ayan^ 
exprimé  le  désir  de  voir  réaliser  celte  expérience,  Hooke  fit  quel^ — 
qucs  objections  à  l'idée  de  Newton,  et  prétendit  que  la  déviatiocrr 
se  produirait,  nonkl^esl,  mais  au  sud-est.  Par  quelle  considéra-^ 
tion  théorique  Hooke  justifiait-il  cette  conclusion?  Nous  Tignc^ 
rons;  mais  il  est  fort  curieux  que  les  expériences  dont  nous  auroi 
à  parler  s'accordent,  presque  toutes,  à  signaler  une  faible  dévii 
tion  vers  le  sud,  dont  la  théorie  est,  jusqu'ici,  impuissante  àren( 
raison. 

Le  18  décembre,  Hooke  rend  compte  de  ses  expériences  :  il  3 
trouvé,  effectivement,  un  écart  vers  le  sud-est;  mais,   comme    J|j 
hauteur  de  chute  n'était  que  de  27  pieds  anglais  et  que  la  déviation 
ne  devait  pas,  par  suite,  dépasser  un  demi-millimètre,  il  y  a  tout 
lieu  de  croire  que  le  physicien  anglais  aura  été  dupe  d'une  illu- 
sion. La  Société  émit  alors  le  vœu  d'assister  aux  expériences.  // 
est  impossible  de  savoir  ce  qu'il  en  advint  :  les   procès-verbaux 
ne  renferment  plus  aucune  mention  à  cet  égard. 

II. 

Plus  de  cent  ans  se  passèrent,  et  le  système  de  Copernic  était 
entré  en  possession  de  l'adhésion  unanime  des  astronomes,  avant 
que  l'on  songeât  à  reprendre  les  expériences  suggérées  par  Newton. 
Ce  fut  un  jeune  abbé  italien,  J.-B.  Guglielmini,  qui,  en  1790,8 
la  suite  de  controverses  théoriques  sur  la  matière,  eut  l'audace  de 
les  tenter  et  l'énergie  de  les  mener  à  bonne  fin,  dans  celte  même 
tour  def(li  Asinelli  de  Bologne  où,  un  siècle  auparavant,  Riccioli 
avait  expérimenté  sur  la  chute  des  corps  en  vue  de  contredire 
Galilée  (*). 

I-^  tour  Asinelli  se  prête  bien  à  ces  recherches.  Elle  a  emiron 


(*)  Jo.  Baptistœ  Guglielmini  de  diurno  terrœ  motu  experimentis  physico- 
mat  hematicis  confirm^to  opusculum.  Bononiœf  MDCCXCII^  ex  typograpi^ 
S.  Thomœ  Aquinatis,  cum  superiorum  permissu.  Cet  opuscule,  fort  rare  et  qui 
ne  se  trouve  probablement  dans  aucune  bibliothèque  de  Belgique,  a  été  mis  ^ 
notre  disposition,  avec  une  libéralité  dont  nous  lui  exprimons  ici  toute  noire  re- 
connaissance, par  le  savant  prince  H.  Boncompagni. 
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oo"  de  haut;  on  en  fait  Tascension  par  un  escalier  tournant  qui 
lisse  libre,  dans  Taxe,  un  espace  plus  que  suffisant. 

En  haut,  la  tour  est  fermée  par  une  voûte,  que  surmonte  un 
locheton;  en  s^établissant  sous  la  voûte,  ouvrant  les  trappes  des 
tages  et  perçant  la  voûte  de  l'étage  inférieur,  on  dispose  d'une  hau- 
mr  verticale  de  240***.  Malheureusement,  les  constructeurs  ontlaissé 
ans  les  murs  bon  nombre  d'ouvertures,  par  lesquelles  le  vent  fait 
ige  à  certains  moments  :  on  ne  pouvait  donc  opérer,  pour  ces 
Kpériences  délicates,  que  par  un  temps  parfaitement  calme.  De 
lus,  les  premiers  essais  révélèrent  à  Guglielmini  la  nécessité 
'expérimenter  entre  a^  et  5^  du  matin  ;  en  tout  autre  temps,  la 
irculation  des  voitures  dans  le  voisinage  détermine,  sur  cette 
>ur  élancée,  des  vibrations  telles  qu'il  est  impossible  d'amener  à 
immobilité  complète  le  corps  dont  on  veut  étudier  la  chute.  Or 
ette  immobilité  est  d^  rigueur,  car  la  plus  minime  impulsion  dans 
ï  sens  latéral,  imprimée  au  départ,  conserve  son  influence  pen- 
ant  toute  la  chute  et  suffit  à  masquer  le  phénomène  principal,  en 
onnant  au  corps,  au  lieu  d'une  déviation  de  o'",oo5  ou  o",oo6  à 
est,  une  déviation  de  o™,o4  à  o"\o5  dans  un  sens  inconnu.  Les 
lalheureux  expéri/hentaleurs  ne  l'ont  que  trop  souvent  éprouvé. 

Une  plaque  de  cuivre  horizontale,  percée  d'un  petit  trou,  fut 
eliée  solidement  à  la  maçonnerie  de  la  voûte  supérieure,  et  par 
e  trou  passait  le  iil  auquel  pendait  une  balle  bien  sphérique. 
)ans  les  premiers  temps,  le  fil  était  attaché  à  un  crochet  au- 
[essus  de  la  plaque,  et  on  le  brûlait  quand  la  balle  était  arrivée 
u  repos,  ce  dont  on  s'assurait  en  l'observant  à  l'aide  de  micro- 
copes.  Au  bas  de  la  tour  était  disposé,  dans  un  cadre  fixe,  un  pla- 
eau  de  cire  sur  lequel  les  balles,  en  tombant,  venaient  marquer 
ine  empreinte  profonde,  dont  on  relevait  ensuite  la  position  par 
rapport  à  la  verticale  passant  par  le  point  de  suspension  du  fil. 
D'après  toute  probabilité,  les  balles  devaient  venir  frapper  toutes 
à  la  même  place,  et  l'expérience  eût  été  fort  simple. 

Mais  les  choses  ne  marchèrent  pas  si  facilement,  et  les  échecs 
successifs  auraient  abattu  un  courage  moins  tenace  que  celui  du 
jeune  savant  :  les  premières  balles  ne  passèrent  même  pas  par 
l'ouverture,  assez  large  pourtant,  de  la  voûte  inférieure.  Il  fallut, 
par  une  série  d'expériences  minutieuses,  exécutées  à  l'Observatoire, 
011  Guglielmini  disposait  de  90  pieds  de  chute  seulement,  mais 
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où  il  était  abrité  contre  les  courants  d'air,  déterminer  la  cause  de 
ces  déviations  insolites.  Il  crut  la  trouver  dans  des  oscillations  im- 
perceptibles qui  persistaient  dans  la  balle  ou  s'y  produisaient,  au 
moment  même  où  elle  paraissait  parfaitement  tranquille.  Pour  y 
remédier,  après  divers  essais  infructueux,  il  adopta  comme  mode 
de  suspension  une  pince  travaillée  avec  soin  par  Comelli,  dont 
les  mâchoires  serraient  le  Gl  suspenseur  de  la  balle,  et  que  l'on 
ouvrait  par  une  pression  insensible  sur  un  levier  lorsqu'on  s'était 
assuré  que  Tair  était  calme,  la  tour  dépourvue  de  toute  oscillation 
et  le  fil  en  parfait  repos. 

Les  études  préliminaires  à  l'Observatoire  ayant  bien  réussi,  car 
les  balles  tombèrent  toutes  sensiblement  dans  l'empreinte  de  la  pre- 
mière, à  o"',oo4  à  Test  du  point  d'aplomb,  Guglielmini  recommença 
avec  un  nouveau  courage,  dans  la  nuit  du  i"  janvier  1791,  à  obser- 
ver dans  la  tour  Asinelli,  avec  l'assistance  de  M^*"  Bonfioli,  prélat 
domestique  du  pape  Pie  VI  (  *  ).  Traversées  par  de  nouvelles  décon- 
venues et  un  état  atmosphérique  désolant,  les  expériences  furent 
reprises  aux  mois  de  juin  et  d'août  1791 ,  parles  nuits  les  plus  tran- 
quilles et  avec  des  précautions  telles,  que  deux  balles  seulement 
étaient  lancées  chaque  nuit.  Guglielmini  observa  ainsi  seize  chutes 
dont  une,  à  cause  de  l'agitation  sensible  de  l'air,  offrait  un  résul- 
tat discordant  qui  dut  être  rayé  de  la  série  des  expériences. 

La  moyenne  de  ces  chutes  donna  une  déviation  vers  Vest  de- 
o",oi67,  avec  o™,oi  173  de  déviation  vers  le  sud;  toutes  les  dévia- 
tions étaient  orientales,  sans  exception,  l'écart  entre  les  extrême 
étant  de  o",oi4  environ,  résultat  assez  remarquable,  eu  égard  a 


difficultés  de  l'expérience  et  à  l'époque  où   elle  s'effectuait.  Fi   ^  n 
comparant  ces  chiffres  à  ceux  de  sa  théorie,  Guglielmini  trouva  qu^    -le 
la  différence  était  seulement  de  j^  de  millimètre  pour  la  déviatioKr    jd 
vers  l'est. 

Malheureusement  un  défaut  grave  infirme  la  valeur  de  cette  coik=z3- 
paraison.  Pourdéterminerla  déviation,  il  fallait  comparer,  au  moy^Ji 
de  fils  tendus  sur  un  cadre   rectangulaire,  les  positions  des  enc?- 


(*)  A  cette  circonstance,  il  convient  d'ajouter  que  le  livre  de  Guglielmioi  ^rut 
avec  l'approbation  du  saint-ofHce  de  Bologne,  en  1792.  C'est  donc  à  tort  que  cer- 
tains auteurs  reculent  jusqu'en  iSaa  l'autorisation  ecclésiastique  d'enseigner  le 
mouvement  de  la  Terre. 
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freintes  laissées  par  les  balles  à  la  position  du  (il  à  plomb  suspendu 
:au  même  point  que  les  balles.  Non  seulement  le  physicien  italien 
:11e  déterminait  pas  sa  verticale  chaque  jour,  comme  il  eût  dû  le 
iaire,  mais,  par  suite  de  circonstances  défavorables,  la  vérification 
de  la  verticale  fut  retardée  de  six  mois.  Les  expériences  avaient  eu 
lieu  en  été;   ce  fut  en  hiver  que  Ton    détermina  la  verticale  du 
point  de  suspension.   Or,  dans  un  édifice  aussi  élevé  et  construit 
d'ailleurs  dans  des  conditions   aussi   insolites  que  la  tour  Asi- 
''nelli(*),  il  se  produit  nécessairement,  par  les  changements  de 
saison  et  par  bien  d'autres  causes  aisées  à  concevoir,  des  change- 
ments sensibles  dans  l'inclinaison  :  Guglielmini  avait  donc  une 
verticale  toute  différente  à  l'époque  des  expériences  et  à  l'époque 
de  la  vérification. 

Aussi  les  calculs  de  la  déviation  théorique,  refaits  par  Laplace, 
ne  donnèrent  que  o"*,oii  de  déviation  orientale,  et  rien  vers  le 
sud.  Guglielmini,  d'ailleurs,  reconnut  lui-même  l'incertitude  de 
ses  résultats,  quoiqu'ils  eussent  été  accueillis  favorablement  par  le 
monde  savant.  Dans  une  lettre  à  Benzenberg,  datée  de  janvier 
i8o3,  il  parle  de  nouvelles  recherches  auxquelles  il  se  serait  livré, 
et  d'une  variation  de  courbure  dans  la  tour  par  les  changements  de 
température.  Il  reconnaît  aussi  s'être  trompé  dans  sa  théorie,  qui 
lui  annonçait  une  déviation  vers  le  sud,  dontLaplace  a  prouvé  le 
néant  (*).  Ajoutons  que,  au  lieu  de  calculer  l'écart  théorique  au 
moyen  de  la  hauteur  de  chute,  facile  à  déterminer  exactement, 
Guglielmini  se  servait  de  la  durée  de  chute,  mesurée  par  un  pro- 
cédé peu  exact  et  qui  comportait  conséquemmcnt  une  erreur  très 
sensible. 

Ainsi  ces  expériences  de  Bologne,  malgré  la  ténacité  courageuse 
avec  laquelle  elles  ont  été  menées  à  travers  tant  de  difficultés, 
n'ont  donné  définitivement  aucun  résultat  dont  la  Science  puisse 
se  prévaloir  avec  sécurité. 

Quelques  années  après  les  essais  de  Bologne,  le  D**  Benzenberg, 


(*)  C'est  une  des  célèbres  tours  penchées  de  Bologne. 

(')  Il  s'agit,  bien  entendu,  de  déviations  observables.  Celles  que  l'analyse  indique 
comme  étant  de  l'ordre  du  carré  de  la  vitesse  rotatoire  du  globe  (u>"  =  o,oooooooo5) 
tombent  au-dessous  de  nos  movens  d'observation. 
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qui  habitait  Hambourg,  fut  amené  par  une  conversation  avec  1 
D*"  Horner,  ainsi  qu'il  le  conte  lui-même  (*),  à  reconnaître  l'heu 
reuse  disposition  de  la  tour  Saint-Michel,  à  Hambourg,  et  à  Tuti 
liser  pour  des  expériences  sur  la  résistance  de  l'air  et  sur  la  dévia 
tion  des  corps  tombants.  Ces  expériences  furent  terminées  en  1802 
Deux  ans  plus  tard,  il  en  fit  de  nouvelles  sur  le  même  objc 
dans  un  puits  de  mine  de  Schlebusch.Nous  allons  en  donner  briê 
vement  la  disposition  et  les  résultats,  car  ceux-ci,  comme  on  1 
verra,  ne  sont  guère  de  nature  à  faire  époque  dans  la  Science. 

Le  sommet  de  la  tour  Saint-Michel  est  à  une  hauteur  totale  (i< 
i3o™,5o.  La  vue  y  est  splendide  :  le  mouvement  du  port  de  Ham- 
bourg, le  large  cours  de  TElbe  coupé  par  des  îles  ;  au  loin,  les  jar- 
dins et  les  villas  des  riches  armateurs  ;  au  pied  de  l'église,  Ham 
bourg,  avec  sa  population  bariolée,  ses  voitures  se  croisant  dan 
tous  les  sens,  son  activité  prodigieuse,  forment  un  merveilleu: 
panorama.  Achevée  en  1780,  cette  tour  est  un  monument  de  Tau 
dace  de  Sonin,  l'architecte  original  et  intelligent  qui  accepta  ui 
jour  le  pari  de  bâtir  en  soixante- douze  heures  une  salle  pouvan 
contenir  deux  cents  personnes,  et  qui  le  gagna. 

Benzcnberg  n'avait  d'abord  aucune  idée  des  précautions  minu 
tieuses  exigées  parles  recherches  auxquelles  il  allait  se  livrer;  1 
livre  de  Guglielmini,  les  résultats  grossiers  des  premières  expé 
riences  qu'il  Gt  en  octobre  1801  lui  ouvrirent  les  jeux.  Au  coni 
mencement,  on  suspendait  le  corps  tombante  un  fil  passant  pa 
un  petit  trou  à  travers  une  plaque,  et  l'on  coupait  le  fil  au-dessu 
du  trou  :  les  balles  ainsi  lâchées  tombèrent,  l'une  à  o™,o54  à  l'oues 
et  autant  au  sud  de  la  verticale  du  point  d'attache;  l'autre  à  o",i 
à  Test  et  o™,027  au  sud.  Il  fallut  revenir  à  la  pince  de  Guglielmin 
plus  ou  moins  modifiée,  et  renoncer  à  la  hauteur  de  34o  pied 
dont  on  pouvait  disposer,  à  cause  des  courants  d'air  qui  se  pro 
duisaient  dans  une  sorte  de  tuyau  par  où  les  balles  devaient  pas 
ser.  Les  balles  étaient  faites  d'un  alliage  de  plomb,  d'étain  et  d 
zinc;  leur  diamètre  atteignait  o"\ 027.  Elles  étaient  fondues  ave» 
soin,  puis  tournées  et  soigneusement  polies.  Pour  éviter  les  rota 
tions  de  la  balle  sur  elle-même  pendant  la  chute,  un  trou  fin  étai 


(  '  )  Versuche  iiber  das  Gesetz  des  Faits,  ùber  den  Widerstand  der  Lu/i  une 
iiber  die  Umdrehung  der  Erdc,  etc.  Dorlmund,  iSoj,  in-S". 
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percé  suivant  un  rayon  de  la  sphère  et  servait  à  fixer  le  fil  de  soie 

ou  de  crin  auquel  on  suspendait  la  balle;  de   cette  manière,  on 

s'assurait  que  le  centre  de  gravité  de  la  balle  était  au-dessous  du 

polot  par  lequel  elle  est  attachée  au  fil.  La  balle,  en  tombant, 

venait  frapper  la  surface  d'une  table  horizontale  saupoudrée  de 

craie  et  portant  à  son  centre  un  trou  de  o™,oo6  de  diamètre,  dont, 

à  chaque  expérience,  on  amenait  le  centre  juste  dans  la  verticale  du 

point  de  suspension  en  y  faisant  passer  le  fil  à  plomb  ;  après  quoi 

Ton  vissait  solidement  ce  plateau  sur  un  plancher  supporté  par  de 

fortes  pièces  de  bois.  Deux  lignes,  se  croisant  au  centre  du  trou, 

éL3.ient  orientées  sur  les  points  cardinaux. 

X^'administration  de  l'église,  par  malheur,  ne  permit  pas  l'usage 
de  lumières  dans  la  tour.  Benzenberg  ne    put  ainsi  profiter  du 
câline  de  la  nuit,  ni  même  employer  le  microscope  pour  vérifier 
rimmobilité  des  balles  à  l'instant  du  départ.  Cette  condition  in- 
dispensable ne  fut  probablement  jamais  remplie,  tant  à  cause  du 
passage  continuel  des  voitures  dans   les  rues  fréquentées  qui  se 
croisent  près  de  la  tour,  que  par  suite  des  courants  d'air  impos- 
sibles à  éviter  dans   cet   énorme   tuyau.    Celle    circonstance,   et 
d  autres  contretemps  sur  lesquels  l'auteur  s'étend  avec  complai- 
sance dans  son  livre,  exercèrent  sur  les  résultats  une  fâcheuse 
influence.  Après  bien  des   essais,   bien    des    perfectionnements 
apportés  à  la  confection  des  balles  et  au  mode  de  suspension,  dé- 
^^Pérant  de  vaincre  les  difficultés  qui  s'opposaient  à  une  grande 
P'^écîsion  dans  le  travail,  Benzenberg  se  résigna  à  compenser  l'in- 
eriorii^  des  expériences  par  leur  multiplicité,  s'appuyant  sur  ce 
P^^ncipe  contestable  que,  dans  la  masse  des  essais,  la  déviation 
ons tante  résultant  de  la  rotation  terrestre  finirait  par  se  manifes- 
^>  comme  si  une  loi  physique  pouvait  se  dégager  d'une  manière 
^^^^îne  d'un  ensemble  d'observations  dans  lesquelles  les  erreurs 
Passibles  dépassent  de  beaucoup  la  grandeur  à  évaluer!  Il  se  livra 
onc^  le  i4,  le  i5,  le  23  et  le  26  octobre  1802,  à  des  séries  d'expé- 
^*^ces  (3i  en  tout),  dont  il  élimina  arbitrairement  celles   qui, 
P^^  leurs  résultats,  lui  paraissaient  devoir  être  entachées  de  quelque 
^^^se  d'erreur.  La  moyenne  des  déviations,  prise   sur  l'ensemble 
^^s  expériences   ainsi  triées,   fut   de  o™,ooyo23  vers  Test  et  de' 
^  )Oo448  vers  le  sud  pour  une  hauteur  de  235  pieds. 

La  comparaison  de  la  théorie  avec  rexpérience  fut  faite  par  deux 
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maîtres  de  la  Science,  Olbers  et  Gauss;  elle  donna  lieu  à  i 
controverse  fort  intéressante,  et  à  un  de  ces  beaux  Mémo 
de  Mécanique  comme  Gauss  en  savait  écrire.  Établiss 
directement  les  équations  du  mouvement  apparent  d^un  ce 
pesant  à  la  surface  de  la  Terre,  il  trouva  que  la  déviation  versl 
devait  être,  à  Hambourg,  de  0^,00891,  résultat  extrêmement  1 
sin  du  chiffre  obtenu  par  Benzenberg;,  mais  que  la  déviation  1 
le  sud  se  réduisait  à  zéro.  Cette  dernière  conclusion,  d'accord  a 
la  théorie  de  Laplace,  et  à  laquelle  Olbers  ne  tarda  pas  à  se  ranj 
contredit  le  résultat  trouvé  par  Fobservateur  hambourgeois, 
enlève,  par  conséquent,  beaucoup  de  sa  valeur  à  la  concordai 
des  déviations  vers  Test. 

D'ailleurs,  il  faut  bien  le  reconnaître,  dans  les  observations 
Benzenberg,  il  se  trouve  des  déviations  dans  tous  les  sens,  1 1  v< 
le  nord  et  16  vers  le  sud,  d'une  part;  8  vers  l'ouest  et  21  versTc 
de  l'autre,  et  tout  cela  entre  des  limites  relativement  fort  étendui 
allant  de  o",o47  vers  l'est  à  o™,o3i5  vers  l'ouest,  et  comprend 
toutes  les  valeurs  intermédiaires,  sans  qu'aucun  écart  parais 
spécialement  favorisé.  Ce  ne  sont  pas  là,  on  en  conviendra,  I 
conditions  ordinaires  d'une  bonne  expérience  :  l'écart  çntre 
valeurs  extrêmes  observées  est  à  peu  près  neuf  fois  aussi  gr? 
que  la  déviation  moyenne  obtenue. 

Benzenberg  ne  se  laissa  pas  pourtant  décourager  par  une 
déception.  Désireux  surtout  d'éclaircir  la  question  de  la  dévi 
australe,  il  se  transporta  dans  un  puits  de  charbonnage  aban« 
de  Schlebusch,  zur  alten  Bosskunsty  qui  mesurait  262  pi< 
chute  verticale.  Tous  ses  appareils  soigneusement  revisés,  se 
refondues  et  suspendues,  avec  plus  d'attention  que  jamaî 
une  caisse  destinée  à  les  abriter  contre  les  agitations  de 
mine,  sous  la  surveillance  de  deux  microscopes  qui  lui  e 
ront  les  moindres  mouvements,  il  s'installe,  au  cœur  de 
une  distance  considérable  et  qu'il  lui  faut  parcourir  tous 
dans  la  sordide  cabane  d'un  mineur  dont  la  personne  et 
raconte-t-il,   répandaient   autour   d'elles  des  émanatio 
reculer  un  Esquimau.  L'isolement  de  la  mine,  l'absen 
cause  d'ébranlement  perturbateur  remplissaient  Tàme 
vateur  de  l'espoir  du  succès;  mais  il  fallut  une  premièi 
cer  à  toute  expérience  :  Thumidilé  de  la  mine  pendar 
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ait  ratmosphère  de  gouttelettes  d^eau  qui,  rejaillissant  partout, 
feignaient  et  déviaient  les  balles  dans  leur  chute.  De  plus,  un 
iiranl  d'air  violent  souillait  des  galeries  inférieures  vers  le  hautdu 
its;ondutboucherliermétiquementrouverture  supérieure  et mas- 
erles  galeries  du  fond;  encore  ne  parvint-on  jamais  à  obtenir  un  air 
tièrement  tranquille.  Les  expériences  régulières  commencèrent 
7  octobre  1804.  Les  deux  premières  furent  détestables;  le  8  oc- 
ire,  on  observait  12  chutes  irrégulières;  le  9  octobre,  16;  le 
octobre,  8;  en  tout,  en  laissant  de  côté  les  résultats  visiblement 
érés  par  des  causes  inconnues,  29  chutes,  dont  les  déviations 
r  rapport  à  la  verticale  variaient,  comme  limites  extrêmes,  entre 
,  043  au  nord  et  o",  o34  au  sud;  entre  o"',o45  à  l'est  et  o",o225  à 
uest.  Les  limites  d'erreur  étaient  donc  plus  élevées  encore  qu'à  la 
ir  Saint-Michel,  et  d'ailleurs,  comme  dans  les  premières  expé- 
;iices,  rien  n'indiquait  une  accumulation  dans  le  voisinage  de  la 
>yenne,  qui  fut  trouvée  de  o",oi  i3  vers  l'est,  au  lieu  de  o^jOioS^ 
liqués  par  la  théorie.  Il  n'y  eut  pas,  en  moyenne,  de  déviation 
asible  vers  le  sud.  En  somme,  en  dehors  d'une  tendance  persis- 
ate  à  marquer  une  déviation  vers  l'est,  conformément  à  l'hypo- 
èse  de  la  rotation  de  la  Terre,  on  peut  considérer  ces  expériences 
Benzenberg,  plus  encore  que  celles  de  Hambourg,  comme  n'ap- 
»riant  pas  à  la  théorie  une  confirmation  de  quelque  valeur. 
Chose  curieuse!  en  terminant  le  récit  de  sa  peu  fructueuse 
mpagne^  Benzenberg  recommandait,  comme  un  local  éminem- 
ent  propre  à  des  expériences  sur  la  déviation  des  corps  tombant 
une  grande  hauteur,  la  coupole  du  Panthéon  de  Paris.  Le  docteur 
[emand  ne  soupçonnait  pas,  assurément,  que  cinquante  ans  plus 
rd  ce  même  dôme  du  Panthéon  verrait  une  expérience  bien  plus 
iginale  et  bien  plus  décisive,  dans  laquelle,  regardant  tourner  le 
an  d'oscillation  du  pendule  de  Foucault,  un  public  étranger  aux 
:iences  toucherait  en  quelque  sorte  du  doigt  la  rotation  diurne  du 
obe. 

m. 

L*issue  fâcheuse  des  tentatives  de  Benzenberg  dans  la  mine  de 
chlebusch  n'en  dégoûta  pas  les  continuateurs  de  son  œuvre.  C'est 
icore  dans  un  puits  de  mine  que,  vingt-cinq  ans  plus  tard,  un 
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observateur  aussi  patient  et  mieux  outillé,  dans  des  expérience^ 
aujourd'hui  classiques,  allait  tenter  d'arracher  à  la  nature  la  preuv^ 
physique  d'une  vérité  dont  la  Science  ne  doutait  plus,  d'ailleuns* 
depuis  longtemps. 

Lorsque,  en  1820,  on  ouvrit  près  de  Freiberg,  dans  la  mine  de 
Beschert  Gluck,  le  puits  appelé  Dreibruderschacht,  le  baron  de 
Herder  eut  l'idée  d'utiliser  sa  grande  profondeur  pour  y  reprendre, 
avec  toute  la  précision  que  les  progrès  de  la  Science  permettaienl 
d'atteindre,  les  expériences  sur  la  déviation  des  corps  tombants. 
Retardées  par  les  démarches  pour  se  procurer  un  mètre  authen- 
tique, ces  études  furent  préparées,  à  partir  du  4  inai  i83o,  par  1< 
professeur  Reich  et  le  mécanicien  Brendel.  Les  expériences  pro- 
prement dites  commencèrent  le  19  août  i83i  et  furent  terminée 
le  8  septembre,  pour  ne  pas  entraver  l'exploitation  (*).  L'intervall* 
d'une  année  fut  rempli  par  les  préparatifs,  la  construction  des  ca 
bines,  des  appareils,  de  l'horloge,  etc. 

La  position  du  puits  déterminée  (5o®53'22'^  lat.  N.),  on  éla 
blit  dans  toute  sa  hauteur  (160"  environ)  une  sorte  de  cheminée  ei 
bois,  de  o"*,42  sur  o",  35  d'ouverture,  bien  exactement  verticale 
solidement  rattachée  de  distance  en  distance  aux  parois  du  puits 
enfin,  soigneusement  close  et  calfeutrée  du  haut  en  bas;  on  von* 
lait  par  là  éviter  l'humidité,  les  courants  d'air,  les  oscillation 
transmises  par  une  cause  quelconque  qui  auraient  pu  influer  suri 
direction  des  corps  pendant  leur  chute.  Cette  cheminée  aboutissait 
en  haut  et  en  bas,  aux  cabines  où  étaient  installés  les  appareils  d. 
lancement  et  de  réception  des  corps  tombants,  et  où  se  tenaientle 
expérimentateurs.  Des  précautions  spéciales  furent  prises,  àlasuit 
de  quelques  mécomptes  rencontrés  dans  les  premières  expériences 
pour  qu'à  l'extrémité  inférieure  du  tuyau,  au-dessus  du  bloc  d 
venaient  frapper  les  balles,  il  n'y  eût  pas  introduction  de  courant 
d'air  pouvant  occasionner  des  déviations  sensibles;  on  s'assura,  ps 
rimmobililé  de  la  flamme  d'une  chandefle,  que  le  but  avait  é 
atteint. 


(*)  Les  résultats  en  ont  été  consignés  dans  l'opuscule,  aujourd'hui  assez  ra" 
intitulé  :  Fallversuche  liber  die  Umdrehung  der  Erde  angestellt  au/  hohe  Obc 
bcrgamtlicJie  Anordnung  in  dem  Dreibriiderschacht  bei  Freiberg  und  heram 
gegeben  von  F.  Jieich,  Prof  essor  der  Physik  an  der  K.  S.  Berg-Akadenm 
Freiberg,  i83o,  in-8". 
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Beich  choisit,  pour  Tétude  de  la  déviation,  des  balles  sphériques 
e  o"^, o4  environ  de  diamètre,  pesant  270^%  aussi  homogènes  et 
ussi  bien  polies  que  possible;  fondues  d'un  alliage  d^étain,  de 
ismuth  et  de  plomb,  elles  se  montrèrent  assez  résistantes  au  choc 
►our  qu'on  pût  les  employer  plusieurs  fois.  On  se  servit  aussi  de 
malles  de  plomb  de  270**^  et  de  trois  billes  d*ivoire. 

11  De  paraît  pas  que  l'on  se  soit  préoccupé  suffisamment  de  sa- 
'oîrsi  le  centre  de  gravité  coïncidait  avec  le  centre  de  figure,  con- 
lition  sans  laquelle  il  se  produit  dans  la  chute  des  rotations  irré- 
;^ulières,  provoquant  un  frottement  spécial  de  la  part  de  l'air,  ce 
}ui  peut  produire  une  déviation  notable. 

Reich  savait  que  la  moindre  impulsion  latérale,  causée  par  un 
souffle  d'air,  une  oscillation  des  appuis,  une  faute  de  l'opérateur, 
»uiEt  à  produire  une  déviation  accidentelle  bien  supérieure  à 
celle  qu'il  faut  observer  :  il  attacha  donc  une  importance  extrême 
du  mode  de  suspension  de  la  balle.  Dans  une  partie  de  ses  recher- 
ches, il  se  servit  d'un  fil  très  court  et  très  fin,  de  cuivre  ou  de  crin 
de  cheval,  passé  dans  un  chas  imperceptible  de  la  balle,  et  serré 
^J^suite  entre  les  mâchoires  d'une  pince,  au-dessus  desquelles  le 
^^  était  coupé  court.  Ces  mâchoires  s'ouvraient  ensuite  doucement 
^ur  abandonner  la  balle  à  l'action  de  la  pesanteur,  sous  la  pres- 
■Oû  d'une  vis,  afin  d'éviter  absolument  toute  impulsion  étrangère. 
'^e  pièce  accessoire  de  la  pince  servait  à  pendre  le  fil  à  plomb, 
^stîné  à  déterminer  exactement,  de  temps  en  temps,  la  verticale 
'  point  où  les  balles  étaient  suspendues.  Tout  ce  système  était 
''^rmé  dans  une  caisse  solidement  reliée  aux  parois  du  puits,  et 

(Pouvant  recevoir  aucune  oscillation  des  mouvements  de  l'opé- 
^^^r;  cette  boîte  restait  hermétiquement  close  jusqu'au  moment 

l«^  chute, 
l^cux  microscopes  à  axes  croisés  étaient  disposés  pour  obser^ 
^  l'instant  où  la  balle  ne  marquait  plus  aucune  oscillation  appré- 
^*>le,  ce  qui  demandait  environ  quinze  minutes  :   c'est   à  cet 
^t^nt  que  l'on  ouvrait  la  pince. 

^Jn  autre  mode  de  suspension,  dont  Reich  espérait  d'excellents 
^^Itats,  mais  qui  nous  paraît  sujet  à  de  graves  objections,  fut 
"^Ç^loyédans  la  cinquième  série  d'expériences.  Il  consistait  à  dé- 
^^^r  la  balle,  préalablement  chauffée,  sur  un  anneau  circulaire 
^  ouivre,  légèrement  conique  à  l'intérieur,  fixé  bien  horizontale- 


ao2  PREMIÈRE  PARTIE. 

ment,  et  dont  le  diamètre  intérieur  excédait  un  peu  celui  de  la 
balle  refroidie.  Au  bout  d'un  certain  temps,  la  balle,  contractée 
par  le  refroidissement,  passait  à  travers  Tanneau  et  la  chute  se  pro- 
duisait sans  secousse.  On  comprend  sans  peine  que,  pour  peu  que 
le  refroidissement  s'opérât  d'une  manière  inégale  sur  le  pourtour 
de  la  courbe  de  contact,  il  devait  se  produire  un  petit  glissement 
latéral  très  fâcheux.  Pour  déterminer  alors  la  verticale,  on  rem- 
plaçait l'anneau  par  une  plaque  circulaire  de  môme  grandeur, 
dont  le  centre  était  percé  d'un  trou  par  lequel  on  descendait  le  fil 
à  plomb. 

La  verticale  était  repérée,  au  bas  de  la  cheminée,  sur  une  plaque 
d'acier  fixée  au  centre  d'une  tablette  en  bois,  solidement  installée, 
destinée  à  recevoir  les  balles  à  la  fin  de  la  chute.  Chaque  balle 
laissait  dans  le  bois  une  empreinte  plus  ou  moins  profonde,  et 
l'on  prenait,  au  moyen  de  fils  tendus,  les  coordonnées  du  centre  de 
cette  impression  par  rapport  à  deux  lignes  orientées  tracées  sur  la 
plaque  d'acier  :  c'est  par  ce  moyen  que  les  déviations  furent  re- 
levées. 

La  comparaison  des  résultats  de  l'expérience  avec  ceux  de  la 
théorie  exigeait  la  connaissance  exacte  de  la  hauteur  de  chute.  Au 
moyen  d'un  mètre  en  fer  fourni  par  Fortin,  on  mesura  avec  soin 
la  longueur  d'une  latte  en  bois,  qui  avait  séjourné  assez  longtemps 
dans  le  tuyau  pour  en  prendre  la  température  et  l'humidité,  et  l'on 
porta  cette  latte  de  bout  en  bout  sur  une  autre,  fixée  du  haut  en 
bas  de  la  cheminée.  Ce  mesurage  fut  contrôlé  d'ailleurs  par  une 
mesure  directe,  au  moyen  d'un  fil  de  cuivre  suspendu  dans  la  che- 
minée. Comparées  et  corrigées  avec  un  soin  qui  paraîtra  excessif, 
si  l'on  songe  au  peu  d'influence  qu'une  petite  variation  dans  la 
hauteur  peut  produire  sur  le  phénomène  à  étudier,  ces  mesures 
donnèrent  une  moyenne  de  i58™,  5o  entre  le  centre  de  la  balle  sus- 
pendue et  le  plateau  où  elle  venait  frapper  à  l'arrivée. 

Reich  attachait  aussi  une  grande  importance  à  déterminer  exac- 
tement la  durée  de  la  chute,  pour  évaluer  l'intensité  de  la  pesan- 
teur; il  installa  dans  ce  but  une  excellente  horloge  à  pendule  co- 
nique dont  l'opérateur  arrêtait  le  mouvement  à  l'instant  où  la 
balle  atteignait  le  plateau  inférieur,  instant  marqué  mécaniquement 
par  Textinction  de  la  lumière  réfléchie  d'une  lampe  d'Argant.  La 
durée  de  la  chute  (358  tierces  environ,  après  l'élimination  de  Ter- 
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reur  personnelle)  donna  un  résultat  sensiblement  d^accord  avec  la 
formule  du  capitaine  Sabine  pour  Tintensité  de  la  pesanteur. 

Avant  d^indiquer  les  résultats  des  diverses  séries  d*observations 
instituées  par  Reich,  nous  noterons  encore  que  Rcich,  comme 
Benzenberg,  commit  la  faute.  d*écarter  du  calcul  des  moyennes 
toutes  les  observations  dont  le  résultat  s^écartait  beaucoup  de  la 
moyenne  générale,  même  quand  aucune  raison  spéciale,  antérieure 
à  tout  calcul,  ne  lui  avait  signalé  quelque  chose  de  défectueux 
dans  inobservation  même,  comme  une  secousse  imprimée  au  fil, 
une  agitation  de  Tair,  etc...  Tout  le  monde  sait  qu'un  pareil  rema- 
niement des  résultats  de  Texpérience  est  aujourd'hui  unanime- 
ment condamné  par  les  observateurs  consciencieux  (*). 

Six  séries  d'expériences,  comprenant  respectivement  a3,  12, 
12,  i8y  ai  et  ai  chutes  observées,  furent  exécutées  avec  un  soin 
extrême  dans  Tintervalle  du  23  août  au  8  septembre  i83i.  La 
moyenne  générale  déduite  de  ces  six  séries,  après  l'élimination 
critiquée  plus  haut,  se  monte  à  o"*, 028396  de  déviation  orientale 
pour  o'*,o437  de  déviation  australe,  la  hauteur  moyenne  de  chute 
étant  de  168"*,  54-  La  théorie  donne,  dans  les  mêmes  conditions, 
une  déviation  à  l'est  de  o",  0276,  qui  s'accorde  très  bien  avec  la  con- 
clusion des  expériences;  elle  n'indique,  comme  nous  l'avons 
observé  déjà,  aucune  déviation  vers  le  sud. 

Tel  est  le  résultat  célèbre,  classique,  connu  de  tous,  présenté 
dans  tous  les  Traités  de  Mécanique  et  d'Astronomie  comme  une 
confirmation  éclatante  des  théories  fondées  sur  la  rotation  de  la 
Terre.  Eh  bien,  nous  avons  éprouvé  une  réelle  déception  en  étudiant, 
dans  l'ouvrage  même  de  Reich,  le  détail  de  ces  expériences  fa- 
meuses ;  car  le  résultat  final  et  concordant  que  l'on  se  borne  à 
ciler  ne  donne  absolument  aucune  idée  des  écarts  qui  se  sont  pro- 
duits dans  les  différentes  expériences.  Entre  les  moyennes  des 
diverses  séries  même,  il  y  a  des  discordances  notables,  car  les  dé- 
viations moyennes  à  l'est  varient  entre  o"*,o4634  (4*^  série)  et 
o"*, 01 070 (6*  série);  quant  à  la  déviation  vers  le  sud,  elle  est  rem- 
placée dans  trois  séries  par  une  déviation  moyenne  vers  le  nord, 
allant  jusqu'à  0,016.  Mais  ces  écarts  sont  encore  bien  éloignés  des 


(*)   Ib//  nolammcnl  M.  u'Adbadik,  Ovodésie  d'Ethiopie. 
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anomalies  qui  se  montrent  entre  les  chutes,  dans  une  même  série 
d^expériences.  Ainsi,  dans  la  première  série  (  23  chutes)^  la  moyenne 
de  o™,o27  de  déviation  est  ne  nous  laisse  nullement  soupçonner 
que,  dans  cette  même  série,  la  déviation  ^5^  oscille  entre  o™,oi95 
et  o™,  179,  et  que  même,  dans  une  partie  des  chutes,  on  trouve  des 
écarts  vers  V ouest,  en  sens  contraire  de  ce  qu^exige  la  théorie, 
qui  vont  à  o", o4o  et  même  0^,077.  Quelle  confiance  accordera 
une  moyenne  de  0^,027  à  Test,  dans  une  suite  d^observatîons  qui 
en  comportent  011   la  déviation  est  le  triple  en  sens   contraire? 
Dans  la  deuxième  série,   on  relève  des   déviations   passant  par 
toutes  les  valeurs,  depuis  o™,  006  jusqu'à  0°*,  1 19  vers  l'est  et  depuis 
o",oo97  jusqu'à  o",  io5  vers  l'ouest.  Dans  la  troisième  série,  les 
déviations  vont  de  0^,079  à  Torient  à  o",  080  à  l'occident, et  ainsi 
de  suite. 

Les  anomalies  sont  plus  prononcées  encore  dans  le  sens  paral- 
lèle au  méridien.  Ici  nous  passons  par  tous  les  nombres  entre 
o",  187  vers  le  sud  et  o™,  i5i  vers  le  nord;  il  se  trouve  même  des 
séries,  nous  l'avons  dit,  dont  la  moyenne  donne  une  déviation 
nord.  Un  tableau  résumant  graphiquement  les  résultats  obtenus, 
que  Reich  a  annexé  à  son  Mémoire,  met  sous  les  yeux,  de  la  ma- 
nière la  plus  nette,  l'incertitude  des  résultats. 

La  conclusion  qui  s'impose  lorsqu'on  réunit  et  étudie  dans  leur 
ensemble  les  expériences  de  Guglielmini,  de  Benzenberg  et  de 
Reich  sur  la  déviation  produite,  par  la  rotation  de  la  Terre,  dans 
les  corps  tombant  d'une  grande  hauteur,  c'est,  à  notre  avis,  celle- 
ci  :  ces  expériences  sont  vraiment  insuffisantes  eu  égard  au  rôle 
important  qu'on  leur  a  assigné  dans  la  science;  elles  sont  à  re- 
faire. 

La  perfection  dans  les  appareils  et  les  méthodes  d'expérimen- 
tation a  fait  assez  de  progrès  depuis  i83o  ;  si  une  grande  hauteur 
de  chute  est  jugée  nécessaire  pour  ces  recherches,  la  France  et  la 
Belgique  possèdent  aujourd'hui  des  puits  d'extraction  assez  pro- 
fonds (*)  ;  la  question  offre  un  intérêt  suffisant;  enfin,  nous  avons 
assez  de  jeunes  physiciens  désireux  de  se  signaler  par  une  élude 
où  l'importance  des  résultats  s'allie  à  la  difficulté  de  l'entreprise, 

(*)  On  nous  a  sij;nal»S  notamment,  un  puits  à  Épinac  et  deux  dans  le  voisinage 
de  Mon  s  (.loo"). 
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pour  que  Ton  puisse  espérer  d'une  lentative  bien  dirigée  des  con- 
séquences précieuses  pour  la  Science.  N'y  eût-il  que  la  question 
de  Fexistence  d'une  déviation  vers  le  sud  à  éclaircir,  comme  la 
théorie  n'en  indique  pas,  c'est  déjà  là  un  problème  qui  mérite 
un  effort. 

Mais,  à  ne  considérer  que  les  résultats  obtenus  jusqu'à  ce  jour, 
et  abstraction  faite  d'une  tendance  à  la  déviation  vers  l'est  qui  se 
révèle  manifestement  dans  l'ensemble  des  phénomènes,  on  pour- 
rait répéter  ce  que  disait  déjà  Laplace  en  rappelant  les  objections 
des  adversaires  de  Galilée  :  «  On  éprouve  maintenant  à  recon- 
naître dans  la  chute  des  graves  le  mouvement  de  la  Terre  autant 
de  difficultés  que  l'on  en  trouvait  alors  à  prouver  qu'il  doit  y  être 
insensible  (')•>» 

IV. 

Il  était  réservé  à  un  physicien  français,  enlevé  trop  lot  dans  la 
force  de  l'âge  et  du  talent,  de  fournir  une  démonstration  bien  plus 
nette,  plus  accessible  à  tous,  du  mouvement  diurne  du  globe  ter- 
restre. 

Les  oscillations  du  pendule  conique  ou  pendule  à  un  seul  fil 
avaient  été  étudiées  par  les  académiciens  du  Cimento,  à  Florence  ; 
ils  avaient  observé  une  déviation  constante,  sans  cause  apparente, 
dans  le  plan  d^ oscillation  du  pendule.  Rien  n'indique  qu'ils  aient 
eu  la  pensée  de  rattacher  cette  déviation  au  mouvement  de  la 
Terre;  rien  ne  prouve  même  qu'elle  n'ait  pas  été  due  à  quelque 
défaut  de  l'appareil. 

Par  quelle  série  de  déductions  Léon  Foucault  fut-il  amené  à 
chercher,  dans  le  pendule  libre,  un  signe  sensible  de  la  rotation 
terrestre?  La  persistance  du  plan  d'oscillation  d'une  tige  élastique 
montée  sur  un  tour  en  l'air  fut,  paraît-il,  le  point  de  départ. 
Quoi  qu'il  en  soit,  après  bien  des  tâtonnements,  l'expérience 
réussit  le  8  janvier  i85i  et  fut  communiquée  le  3  février  à  l'Aca- 
démie, où  elle  excita  une  vive  émotion  et  provoqua  d'intéressantes 
recherches  théoriques.  Pour  comprendre  la  liaison  entre  le  phé- 
nomène observé  et  la  rotation  du  globe,  plaçons  sur  une  table  nio- 


(*)  Exposition  du  tytteme  du  motide,  Liv.  V,  Cha|>.  fV. 

/?////.  itvs  Sciences  mat  hem.,  '^.*  série,  l.  VI.  l  \»»i*n   i88».>  i- 
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la  gauche  vers  la  droite,  et  cette  apparence  inattendue  lui  révélera 
le  vrai  mouvement  du  globe  terrestre. 

SI  nous  transportons  le  théâtre  de  Pexpérience  sous  une  latitude 
quelconque,  la  nôtre  par  exemple,  le  phénomène  va  se  compli- 
quer, parce  que  la  verticale  du  point  d'attache  du  (il,  qui,  au  pôle, 
se  confondait  avec  Taxe  de  la  Terre  et  avait  une  direction  fixe, 
participe  maintenant  au  mouvement  du  globe  et  décrit  un  cône 
autour  de  cet  axe.  Le  plan  d'oscillation  du  pendule  libre,  assujetti 
par  Faction  de  la  pesanteur  à  passer  constamment  par  cette  verti- 
cale, ne  peut  donc  garder  une  direction  invariable  dans  l'espace, 
mais,  suivant  une  induction  de  Foucault  que  des  calculs  plus  sa- 
vants ont  confirmée,  il  s'écarte  le  moins  possible,  à  chaque  instant, 
de  sa  direction  à  l'instant  qui  précède,  et  si  l'on  suit  les  consé- 
quences de  ce  principe,  par  un  calcul  qui  ne  peut  trouver  place 
ici,  on  trouve  que  la  déviation  apparente  du  plan  d'oscillation,  par 
rapport  à  la  trace  horizontale  de  sa  position  primitive,  est  propor- 
tionnelle au  sinus  de  la  latitude.  Égale  à  la  rotation  même  du 
globe,  au  pôle,  elle  va  s'amoindrissant  jusqu'à  l'équateur,  où  elle 
estnuUe  (*).  On  peut  donc  dire  avec  l'ingénieux  inventeur  :  «  De 
même  qu'en  pleine  mer,  à  perte  de  vue  du  rivage,  le  pilote,  les 
jreux  fixés  sur  le  compas,  prend  connaissance  des  changements  de 
direction  accidentellement  imprimés  au  navire  ;  de  même,  l'habi- 
tant de  la  Terre  peut  se  créer,  au  moyen  du  pendule,  une  sorte  de 
boussole  arbitrairement  orientée  dans  l'espace  absolu,  et  dont  le* 
mouvement  apparent  lui  révèle  le  mouvement  réel  du  globe  qui  le 
supporte.  » 

L'appareil  sur  lequel  Foucault  vérifia  d'abord  ses  déductions 
iWait  pas  plus  de  n^  de  haut.  Plus  tard,  il  installa  à  TObserva- 
4>ire  de  Paris  un  pendule  de  1 1"  de  fil,  sur  lequel  le  phénomène 
»e  traduisit  d^une  manière  bien  plus  sensible.  Enfin,  par  la  volonté 
lu  prince-président  Louis-Napoléon,  l'expérience  fut  reprise  au 


(')  «  Un  jour,  dans  1c  jardin  du  Luxembourg,  Foucault  rencontrant  un  ami, 
ligne,  je  crois,  de  toute  sa  confiance,  le  pria,  sans  lui  parler  du  pendule,  de  cal- 
;iiler  an  angle  infiniment  petit  qu'une  construction  géométrique  sur  une  petite 
wale  définissait  avec  précision,  et  qui,  par  Tenchalnemcnt  de  deux  trianj^les  splic- 
iqnes,  fat  trouvé  proportionnel  au  sinus  de  la  latitude.  «  J'en  étais  sûr  »,  dit 
^oncanlt,  et  un  éclair  de  triomphe  et  de  joie  illumina  un  instant  sa  physionomie 
ine  et  railleuj«e  ».  (J.  BiRTiiAxn,  Éloge  historiqtie  tle  L.  FoucaiiHj  p.  rîi.) 


jio8  PUEMIBRE  PARTIE. 

Panthéon  dans  des  proportions  grandioses.  On  fixa  inébranlable- 
menu  au  sommet  de  la  coupole,  les  pièces  métalliques  auxquelles 
était   suspendue  la  lige  du  pendule,  fil  d^acier  de  67**  de  Iod^ 
sur  o", 00 14  de  diamètre,  soigneusement  retouché  par  Foucault, 
Au-dessous  du  pendule,  une  table  circulaire,  sur  laquelle  on  avai  1 
tracé  des  diamètres  de  3**  en  5^«  permettait  de  lire  la  déviatioi^. 
Les  oscillations  du  pendule  ayant  une  grande  amplitude  et  uoe 
durée  de  seiie  secondes,  la  progression  du  plan  d'oscillation  était 
s^msible  à  chaque  \a-et-vient:  pour  la  rendre  plus  nette  encore, 
OD  garnit  U  sphère  d*une  pointe  qui,  à  chaque  oscillation,  entail- 
lait de  petits  monticules  de  sable  disposés   sur  le  pourtour  da 
cercle.  Cette  déviation  s'effectua  d'ailleurs  régulièrement  dans  le 
sens  anoncé  |^r  la  théorie,  et  la  loi  du  sinus  se  Térifia  même  d^ooe 
manière  satisfaisante. 

IHus  tard,  un  appareil  électromagnétique,  imaginé  par  Foucault, 
permit  de  prokmger  à  volonté  Là  durée  de  l'expérience,  qui,  jusqae- 
Là.  a^ait  été  limitée  par  Textinctioo  naturelle  des  oscillations  du 
|.viiduie« 

LV\{NfrWttce  de  Foncaull  présente,  sur  ceUe  de  la  dériatioo 
%ies  corpc>  tombint  d'une  grande  banleur,  un  avantage  singulier  : 
elle  acvsâiwûe,  peniiant  «n  temps  assca  long  pour  les  rendre  sen- 
stbides.  Itfs  efeis^  d'abord  loul  à  fait  inappcéciaUes,  que  la  roti- 
tiKMt  SI  lenie  itt  dobe  lenes4re  exerce  sor  le  mouvement  apparent 
ies  o.*rysïv  C'f^  là  son  caractère  le  pins  précieux.  Mais,  malgré 
Vecùicjac  >ui:c*f>  qr&i  î'a  coarocuiée  dans  les  mains  de  Finveoteur, 
v»tt  :n*  iîL'cî  j<f  ra^-re  ^i'tlllI:^^on.  ni  sur  les  difficultés  expériroeDlales 
>fu^;tle  ?r!*ïïeaae.  u  sur  celles  qve  sa  ikéorîe  même  soulève  à  un 
^vyitett  iocc*ifrioÀ    * 

\.\t  j  M  ^ATtucs  «|uie  rexftfrtemce  dn  pendule  de  Foucault  est 
u?<s  tito.uf  à  irvorMRttcv.  Il  n'eu  est  abtsolnmenl  rien,  et  Lissajoos 
^iOâC  oeriauwineitc  skus  près  de  ià.  imlé  kirMi|n'îl  écrivait  :  «  Ceux 
yim  .>«tc  rrfoeit?  cvodCîiesciei&ïeniifirt  i4>!a  expérience  ont  pu  seuls  se 


n*  v*^x*  .»ia>  tr-  «r%Miev  ut  ^Ojirz^fmiu**y  î-  SJVWIIL  pc  à>^  f*  moyen  aatf 
.«  <  .fN«..v">'  .  ^  %...i«*a  lu  4;t^ii«  ^J  ii.  3tinL  àsÛK  figfiffcjm  a  mmc  Toàiectpor* 
oa^  i  ^  .•  '^.:>'iii.t.  itiK:rrti>in*.  «i  -MiBa^  ànciriT i'  ifc>àâAe  a«-«les$as  d'an  ca- 
.t  t.i.    <.>vr    :    ^    -  «^^ni  m  il.  .'jMf».  «"îC  TtaÀ  iiiôfyfaft  de  U  rotatioa  ter- 
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'endre  compte  des  difficultés  pratiques  que  présentait  sa  réalisa- 
îon.  Foucault  a  avoué  qu'il  ne  les  avait  surmontées  qu'après  plu- 
îears  années  d'essais.  C*est  à  sa  persévérance,  à  sa  ténacité,  à  la 
ffrmeté  de  ses  convictions  qu'il  a  dû  d'atteindre  le  but(*).  » 
L'ëminent  constructeur  Froment  »,  dit  à  son  tour  M.  Bertrand 
ans  son  bel  Eloge  de  Foucault,  «  dérobant,  sous  la  simplicité 
pparenle  d'un  travail  diligemment  achevé,  la  difficulté  d^une 
rêcution  très  délicate,  a  été  pour  Foucault  un  digne  collabora- 
?ur.  »  Des  physiciens  exercés  et  bien  outillés  nous  ont  déclaré 
'avoir  pas  réussi  à  installer  un  pendule  marchant  convenable- 
lenty  d'antres  avaient  obtenu  une  déviation  du  plan  d'oscillation, 
nais  beaucoup  trop  rapide. 

11  importe  d'observer  que  le  pendule  doit  être  mis  en  mouve- 
ment sans  aucune  vitesse  latérale,  c'est  pourquoi  l'on  attache  la 
»oule  dans  une  sorte  d'anse  en  fil  organique,  que  l'on  brûle  quand 
a  bonle  est  en  repos.  Mais  il  est  bien  diflicile  encore  d'éviter 
oute  secousse,  et  la  plus  faible  exerce  une  modification  perma- 
lente  sur  la  trajectoire  du  corps  pesant.  En  outre,  cette  trajectoire 
l'est  pas  proprement  une  droite,  mais  une  ellipse  très  allongée 
[ui  tend  à  se  déformer  plus  ou  moins  rapidement;  les  résultats 
le  cette  déformation  se  confondent  bientôt  avec  ceux  de  la  rota- 
îon  de  la  Terre,  et  l'observation  devient  très  difficile. 

Mais  où  se  rencontre  la  principale  cause  d'erreur  ou  tout  au 
Doîns  de  doute,  c'est  dans  l'inégale  élasticité  du  fil  de  suspension 
lans  les  différents  sens  autour  du  point  d'attache.  La  théorie  de 
'^oacault  suppose  essentiellement,  nous  l'avons  vu,  que  le  fil  n'ait 
ucane  tendance  par  lui-même  à  osciller  dans  un  plan  plutôt  que 
lans  un  autre.  La  plus  minime  variation  d'élasticité  qui  peutexis- 
er  autour  de  l'axe  du  fîl  constitue  une  cause  déviatrice  permanente 
Iq  plan  d'oscillation;  la  rotation  de  la  Terre  en  est  une  autre, 
rès  faible  aussi,  et  c'est  de  la  grandeur  relative  de  ces  deux  forces 
•erturbatrices  que  vont  dépendre  les  effets  observés.  Or,  qui  ne 
omprcnd  combien  il  est  difficile  de  réaliser  un  fil  métallique  et 
n  mode  d'attache  qui  réunissent  cette  égale  facilité  d'oscillation 
ans  tous  les  azimuts?  Foucault  supportait  quelquefois  le  fil  par 


(')   Travaux  scicntijùjncs  tic  A.  FoucaiiU,  t.  Il,  p.  7. 
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orienté  d'une  façon  convenable.  Toutes  les  précautions  étaient 
prises  pour  abandonner  le  pendule  sans  aucune  vitesse  à  Faction 
de  la  pesanteur,  dans  un  plan  choisi  à  volonté  et  dont  Pazimut 
variait  à  chaque  expérience.  La  durée  d'une  oscillation  était  de 
i3%5  et  comportait  une  déviation  de  o'^jOoS  sur  le  cercle  divisé. 

Cinq  séries  d'expériences  eurent  lieu  du  28  mai  au  i4jui^  i852. 
Dans  chaque  expérience,  on  mesurait  avec  le  plus  grand  soin  le 
temps  que  mettait  le  plan  d'oscillation  à  se  déplacer  de  5^,  pour 
en  déduire  le  temps  nécessaire  à  une  déviation  de  1  **,  temps  qui, 
d'après  la  théorie  et  abstraction  faite  des  petites  variations  que  les 
études  postérieures  ont  indiquées,  devait  être  de  5"^ 8*,  a3,  temps 
moyen.  Cette  durée  a  varié,  dans  la  première  série,  de  5™  7%  60  à 
5*io*,40f  dans  la  deuxième,  de  5"  6%  20  à  5"  10' 5  dans  la  troisième, 
de  5"»8%4oà  5"ii%4o;  dans  la  quatrième,  de  5"'7%8oà5"*ii%4o; 
dans  la  cinquième,  de  5"  4S6o  à  5"io%8o.  La  moyenne  générale,  dé- 
duite de  36  expériences,  adonné  5™  8%  76,  avec  une  erreur  probable 
n'atteignant  pas  une  demi-seconde.  Pour  mieux  mettre  en  évidence 
l'accord  fort  remarquable  entre  la  théorie  et  l'observation,  nous 
remarquerons  que,  d'après  la  moyenne  des  expériences,  la  dévia- 
tion du  plan  d'oscillation  en  une  heure  de  temps  sidéral  aurait  été 
de  ii^38'3o'^,9,  tandis  que  le  calcul  donne,  pour  la  latitude  du 
Dont  et  d'après  la  loi  du  sinus,  i  i^38'5o''',3. 

Parlons  maintenant  de  la  théorie.  Si,  comme  le  voulait  Poinsot, 
on  ne  regarde  la  question  que  sous  le  point  de  vue  géométrique, 
elle  paraît  fort  simple.  Soit  qu'on  décompose  la  rotation  du  globe 
en  deux  autres,  soit  qu'on  adopte  le  principe  de  Foucault  et  que 
l'on  suive  la  voie  tracée  ces  jours  derniers  par  M.  J.  Bertrand  et 
par  M.  Hatt  (*),  rien  n'est  plus  facile  que  d'en  déduire  la  déviation 
du  plan  d'oscillation  et  la  loi  du  sinus.  Mais  on  ne  saurait  admettre 
qu'il  y  ait  là  une  simple  question  de  Géométrie  :  la  Dynamique  y 
joue  un  rôle  essentiel.  Traitée  sous  ce  point  de  vue  au  moyen  des 
formules  générales  du  mouvement  relatif,  par  Binet  et  par  M.  Quet, 
la  théorie  du  pendule  libre  a  conduit  à  des  résultats  conformes  à 
ceux  que  le  génie  intuitif  de  Foucault  lui  avait  signalés.  Seule- 
ment, on  ne  perdra  pas  de  vue  que,  dans  celte  analyse^  on  a  sup- 


(  •  )  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  séances  du  i3  fé- 
vrier et  du  G  mars  1883. 
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posé  le  pendule  porlé  par  un  fil  idéal,  doni  la  section  transversale 
est  réduite  à  un  point,  et  dans  lequel,  naturellement,  il  n^j  a  pas 
à  se  préoccuper  de  différences  physiques  en  différents  sens.  Sur  le 
terrain  réel,  le  fil  a  toujours  une  section  circulaire  ou  à  peu  près; 
son  extrémité,  encastrée  dans  une  filière,  participe  forcément  au 
mouvement  de  la  Terre;  toutes  les  fibres  parallèles  à  la  longueur 
du  fil  qui  ont  leur  origine  à  son  extrémité  y  éprouvent  une  sorte 
de  torsion,  qui  tend  à  orienter  le  fil  d^une  certaine  manière;  la  ro- 
tation qui  en  résulte  entraîne  la  rotation  de  la  boule  autour  de  Taxe 
du  fil,  et  met  ainsi  enjeu  successivement  Télasticité  du  fil  dans  les 
différentes  directions  en  le  forçant  à  se  plier  tantôt  en  certains 
points,  tantôt  en  d\iutres.  Qui  ne  voit  là  IWigine  d'une  foule  de 
perturbations  possibles  ? 

Aussi,  la  théorie  du  pendule  de  Foucault  a-t-elle  été  Tobjet  d'un 
grand  nombre  de  savantes  recherches,  sans  que  Ton  soit  bien 
d*accord  encore  aujourd'hui  sur  tous  les  points.  Les  études  de 
Poncelet  (*),  les  Mémoires  approfondis  deHansen('),  deDumas('), 
de  MM.  Serret  et  Yvon  Villarceau  (*)  et,  tout  récemment,  de 
M.  le  comte  de  Sparre  ('),  ainsi  que  les  recherches  expérimentales 
de  M.  Van  der  Willigen,  à  Harlem  (*),  montrent  qu'il  y  a,  dans 
cette  question  tant  étudiée,  bien  des  faces  obscures,  bien  des  pro- 
blèmes non  encore  élucidés. 

Toute  la  question  a  été  reprise  récemment,  au  point  de  vue 
thtk)rique  et  e\|>éri mental,  par  un  jeune  savant  hollandais,  M.  Ka— 
merlingh  Onnes.  Dans  une  Dissertation  assez  étendue  (^),  il 
montré  que  les  expériences  pendulaires  de  Foucault  sont  un  ca 
particulier  de  pliénomènes  plus  généraux,  de  perturbations  pro 


V*^  Comptes  rtniius  titrs  sfitnces  c/<r  t 'Académie  des  Sciences,  1860,  séances 
\  •  ^   r^eorie  ^itr  Pemteiàe\ve::9tn:z  mit  Bticisichi  au/  die  Gestaft  und  Be 

V  *  ^  JxHirniti  d^  Creile.  t.  ,V>. 

V*^  r.^'M/'fr*  rend tis  des  se^t-tces  de  i' Académie  des  Sciences^.  18; 2,  i9JanTii 
0»  l'î-vK  M  judtot. 

v*^   rhcM^  «Ivvtonilc  5ur   le  nioavenieni  du  |K^ndulc  conique  i  la  surface  de 
IVrrf. 

v*^  te  t^Hdtde  rtw<iM«/f  <i«  Mtisee  Ferier  ^  Archi%res  du  Musée  Teyler,i.         M"  } 

\*^    XW-wuY  ^esvii;em  w^^r  de  tis^vemieiim^  der  aarde.  iin.»niii5ue.  18-9.  'i^'^  W' 
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duiles  par  la  rotation  de  la  Terre  dans  les  oscillations  d^une  tige 
élastique.  Au  laboratoire  de  Groningue,  il  a  tenté  l'expérience 
sous  une  forme  toute  nouvelle,  caractérisée  :  i"*  par  le  mode  de 
suspension,  qui  consiste  en  un  double  système  de  couteaux  d'a- 
cier croisés  à  angle  droite  de  façon  à  permettre  des  oscillations 
également  libres  dans  tous  les  sens;  a^  par  la  suppression  de  la 
résistance  de  Tair,  le  pendule  étant  renfermé  dans  une  enveloppe 
conique  où  Ton  a  fait  préalablement  le  vide  ;  3^  par  la  faible  lon- 
gueur du  pendule,  qui  mesurait  seulement  i^,a  de  longueur.  La 
mise  en  mouvement  du  pendule,  dans  cet  espace  inaccessible  à 
cause  du  vide,  a  demandé  des  dispositions  ingénieuses  qu'il  serait 
trop  long  de  décrire  ici(').  L'observation  des  oscillations  s'efiec- 
tuait  au  moyen  d'un  rayon  de  lumière  pénétrant  par  une  ouver- 
ture dans  l'enveloppe,  s'y  réfractant  sur  deux  prismes,  et  arrivant 
|>ar  une  autre  ouverture  à  une  lunette  munie  d'un  oculaire  micro- 
métrique.  M.   Onnes  pense   que  la  disposition  adoptée  par  lui 
comporte  une  précision  bien  plus  grande  que  celle  dont  on  faisait 
usage  d'après  Foucault,  bien  que  le  pendule  soit  beaucoup  plus  court. 
La  moyenne  de  ses  observations,  prolongées  pendant  plusieurs  mois, 
lui  a  donné  1 2^,o4  pour  la  vitesse  horaire  de  la  rotation  de  la 
^"^rre  autour  de  la  verticale  de  Groningue,  au  lieu  de  i2°,o3  que 
^ui  assigne  la  théorie,  résultat  assez  remarquable. 


V. 


'influence  perturbatrice  qu'exerce  la  rotation  du  globe  sur  les 

^^**J)s  en  mouvement  à  sa  surface  est  d'autant  plus  sensible  que 

^t-a  i^  vitesse  est  plus  grande  :  c'est  là  ce  que  la  Mécanique  nous 

^^^^le.  Mais  sur  ces  corps  en  mouvement  rapide,  sur  la  balle  d*un 

^^^^Ipar  exemple,  mille  autres  causes  perturbatrices  agissent  gé- 

^•^^ilement,  et,  de  plus,  Tobservation  en  est  à  peu  près  impossible. 

T^araissait  donc  que  l'expérience  eût  peu  de  prise  sur  de  sem- 

^  l)les  phénomènes. 

^Je  fut  encore  le  génie  de  Foucault  qui  triompha  de  cette  diffi- 

^-  "  lé.  11  eut  recours,  pour  cela,  aux  propriétés  singulières,  et  jus- 


.1  loir  dans  l'Ouvrage  cilê,  p.  a'17-jjo. 
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qu'alors  peu  remarquées,  du  mouvement  d*un  corps  lourd  toor- 
iianl  rapidement  autour  d*un  axe  de  symétrie,  comme  la  toupie  (*). 
Lorsqu'on  suspend,  par  la  méthode  de  Cardan,  l'axe  de  figure 
d\in  disque  en  brome  renflé  sur  ses  bords,  d'un  tore^  suivant 
IV\pre$sion  usitée,  de  manière  à  lui  donner  la  liberté  de  se  mou- 
\oir  dans  tous  les  sens  autour  d'un  point  fixe  de  cet  axe,  et  qu'on 
lui  imprime  une  rolatioD  rapide  autour  de  l'axe,  on  observe  de  eu- 
fWiix  pliéwMnèaes.  Ce  tore^  que  le  moindre  effort  agitait  tout  à 
rkeuiY  lorH|u*il  était  au  repos,  oppose  maintenant  une  résistance 
très  semble  «a  ckasgeaMst  de  direction  de  son  axe,  et  l'on  peut 
tnuKpwtcr  le  ptrd  et  llsstnuaent  dans  tous  les  sens,  le  faire 
pÀnMaHirr  :  Taxir  ^  toiv  reste  scBsiMenient  parallèle  à  lui-même. 
\  c«t-«n  k  fiffmcr  à  ^Irvîer?  Ob  êprouTe  une  résistance  étrange  don^ 
^«  «  pràM'  à  sir  iiLiii*  comipte,  et  Taxe  tend  toujours  à  s'échappec-* 
4iM»  «»r  fctittMi  ptfrpemJkmlaire  à  celle  qu'on  s'efibrce  de  lai 
iwyinnfr,  C«9t  hkèfdJt  tm  iemdmmce  des  axes  de  rotation  aupœ^ 
njuiitùamÊt^  %9i  qpm  se  pc«t  fanaukr  ainsi  :  c  Lorsqu'un  corps 
»mcuiii  wiiiMut  aiafenr  «fus  aoe  et  sjmétrie,  et  qu'une  force  agît 
j«r  «MC  asiir  mot  irhuiiger  a  dircctBoa^  en  d'autres  termes,  poar 
tiwcir  ditarvir  Iir  «orpi^  jaliMr  «Tus  wwvel  axe  de  rotation,  le  mou* 
vimuitt  imiiWii  iw  w  pE*MfanK  pas:  mais  on  observe  un  déplace- 
«tinic  4K  .'  jAif  À;  >«aMtBRr.  qpi  aead  à  se  mettre  parallèle  au  nouvel 
4m;«  ^  «>Mi  Àt  3i»l«r  à»r'*javpBtt  les  lina.  rotations  (celle  que  possède 
.t:   m>?  H  .^»Itt  iUtf  Ji  Mt»  toiiiût  à  produire)  s'effectuent  dans 
«î  -mhk'  Hra>  ^  .  »  Ce»!  ce  <!■£  se  passe  dans  la  toupie,  lorsque,  au 
j«m  itr  ^*  ::^tt»4!r!<r  aïK^^^JtttîuaLtfe  La  pesanteur,  son  axe  de  figure 


t    >^   ««w  .*f|m«M««k  «e -^ipckr^iaeBuàaembcrgcr,  pariant  do  petit  apjMreil 
^iw   ^^^  ^«  M»^  t*»4*U  91  -CH^     •  0«  pcat  le  traasporter  daas  des  direction» 
^vfcjùfwi^-  ^  L««»  «t»^  ■itetwg  «MÉrtMi^ne^  d  posrtuit  Taxe  de  la  sphère  gind^ 
w«^  jK««i«v«»   -  -i-aiîTT   '^^   '  f«  4  »«■*£■«  à  le  dîrifer  ¥crs  le  aord,  il  se  dirif:^ 
4<M^  ««lA^  ?>^  ^MMiLw«»>  vi^  e  »<^  ■  iMWir  aae  aî^«iUe  BapMCi4|«e.  »  Et  IV>«' 
«.M^«).-«.    >^.Mik    «■    «B*«*F   *    M  -<ôt.  mamUmit  :  «  Ea  Ttita  de  ce  pWaoaca^* 
â    ««^^.^    4   ^iim-mng^  «**!*■■■>  «  ■««  t«ip»,  u  appareil  poarU  (l«- 
.^•K«^  •*.^»    «    4   '•.•.A**^*  m  4.  TL-rt*   pnit-<tre  po«r  la  dêtcraiaatioa  de  la  lii«- 
^^^>      ^      ^    .lu    ^     Liint   M»^  anTiinmlitr  «m  lui  coauKOBMivatt  oa  Boarcaicst 
. 4^    ^.     «    *>^..    .      .mmmim^  \  LXXXUL) 

•k    v««-   *.-^*.'»   -e  -wm^M^er  >  Icriear.  puar  des  explicatioas  plasco*»' 
w>L^  ^    >^,    >H       *.*rr  rri*«i  «-  :•  araèttm*  df  ta  roêaiiom  amioerd'tii 
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pr(*Dd  UD  mouvement  conique  autour  de  la  verticale  passant  par 
son  point  d'appui.  C'est  encore  làl'explicationdu  jouet  bien  connu, 
qui  noaa  montre  un  disque  en  rotation  rapide,  dont  l'axe,  supporté 
par  une  extrémité  seulement,  se  maintient  horizontal  en  dépit  de 
la  gravité.  C'est  enfin  sur  ce  principe  que  sont  fondés  les  ingé- 
nieux instruments  de  Fessel,  de  M.  G.  Sire,  de  M.  Hardy,  de 
M.  Gruey.  Parmi  les  conséquences  importantes  de  ce  principe,  il 
faut  si^aler  celle-ci  :  lorsque  l'axe  du  tore  est  astreint,  par  un 
mo^en  quelconque,  à  rester  dans  un  plan  déterminé,  et  que  ce 
plan  est  emporté  lui-même  dans  le  mouvement  d'un  support  tour- 
DADt  autour  d'une  droite  fixe,  l'axe  du  tore  en  rotation  ne  peut 
rester  en  équilibre  sur  le  plan  mobile  que  dans  la  direction  la 
plus  rapprochée  de  là  droite  fixe. 

Appuyé  sur  ces  principes,  après  huit  mois  de  lutte  contre  des 


^■Ticultés  d'exécution  presque  insurmontables,  Foucault  présenta 
"'^Académie  des  Sciences,  le  27  septembre  i85a,  un  instrument 
'^**f»struit  par  Froment  avec  une  merveilleuse  délicatesse,  le  gyro- 
"'^"'>/)p.  Un  tore  en  bronze  T  {fig.  1)  est  monté  sur  un  axe  d'acier, 


lin  PUKMibiiK  l'A  un  E. 

dont  les  pointes  pivotent  librement  sur  deux  vis  implantées  dans  an 
unnean  métallique  A.  Cet  anneau  repose,  par  des  couteaux  d^acier, 
sur  deux  pians  durs,  horizontaux,  enchâssés  dans  un  deuxième  m- 
neau  Bqui  est  verticaK  suspendu  à  un  fil  sans  torsion  y  et  repo- 
sant sur  un  pivot,  le  tout  porté  par  un  support  S  dont  le  pied  P 
est  muni  de  vis  calantes.  Tel  est  Tinstrument.  En  même  temps 
que  le  tore  tourne  sur  son  axe,  celui-ci  peut  s^orîenter  dans  tontes 
les  directions.  GrAce  à  de  petites  vis  plongeant  dans  la  masse  da 
toro«  à  d'autres  masses  mobiles  distribuées  sur  les  anneaux,  on 
amène,  à  force  de  tâtonnements,  le  centre  de  gravité  de  tout  le 
svstème  mobile  en  coïncidence  avec  le  point  où  se  coupent  Thori- 
lontale  passant  par  les  arêtes  des  couteaux  de  Tannean  A  et  la  ver- 
ticale du  til  auquel  est  suspendu  Tannean  B;  c^est  le  seul  point 
K\e  de  tout  ce  système.  La  \is  V  sert  à  agir  sur  le  fil  suspenseur 
lie  manière  à  le  dèl^rrasser  de  toute  torsion. 

t'.es  diverses  pièces  S4>nt  montées  avec  une  telle  perfection  qu^un 
s\^ufl1e  sutlit  à  les  mouvoir:  maïs  cet  état  d*équilibre  îndiflerentdis- 
(vamil  lorsque*  transportant  Tannean  A  et  le  tore  sur  un  rouage 
aivelêrateur  dont  la  demièn?  roue  dentée  engrène  avec  un  petit 
pi^mMi  monté  sur  Taxe  du  tonr.  on  a  communiqué  à  celui-ci  une 
\iless<^  dVn\irv>n  loo  tours  par  seconde  et  que  Ton  a  replacé 
Tjinncjiu  et  le  tore  sur  le  support.  Dès  cet  instant,  tout  le  système 
se  CxUis^^lide  dans  respjKif  a%ec  «ne  surprenante  énergie;  la  direc- 
tio»  vK*  r^xe  d^jKTÎer  est  dépense*  en  quelque  sorte,  indépendante 
\iu  ttto;:\et\HrRt  de  la  TerT^«  qui  ne  5*t  imprime  plus  que  par  une 
trej^uvialton  Absolum^tit  insensible  à  Tceil. 

>(  Tjxe  eCJiit  d^jib».^ni  ^^oinlé  sar  une  étoile,  il  continue  à  viser 

c^'c:e  c^xhW  tJint  qxjL^r  ui  «itessse  dv  tore  ne  descend  pas  au-dessous 

vr-j^:*:^  cx'rtJi':?^  >.Mî:e.  n't  par  le  «lèplaopment  apparent  qu'il  prend 

4:  *^:  rr'vvi:  xeff/rfît:  Ax\  cbr<ts  eavircHiBants.  comme  une  lunette 

îtt-o»t:,v  ^^T  :tt»  vi.';-»:  i\irAlr.airtiq«e«  déplacement  que  Tonobseneau 

"t/  '\  'f:   .:  jf   tf  •:r'-^  "c^f-   s<»*t  Sïir  Taxe  même,  soit  sur  une  des 

vi^\'^^  x*  .'j;.'cjrrr-:  ,  .1  r^^-'V  k  I\>Kserkateur  le  mouvement  réel  de 
^  «... 

'^••vv  yVsrc  ,:.iT^  .    v.'j»:'^. 

l   .*x;v . ''/f  V-.-   .^vrir^rr:,*  :ca*f  :\>c»e  petil-étre  pins  décisive.  Au 

••v^  ^c  aj::v>vV  i  ,  ivi-  il  r^'cr  CTfitf  liberté  complète  d'orientation, 
'l\-^ifcv     X*  *     ij  ^-'   «;>  £x>rjk«v   \  et  R,  de  façon  qu'il  ne  puisse 

.'.\i\x  >i."    rf^*^*^  -.      |.,.-    tiwtz^   %n  ïvà»  ^^lœtal  :  la  tendance  des 
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Les  de  roUlion  au  parallélisme  va  produire  sou  effet.  L^axe  du 
»re  se  dirigera  vers  le  plan  du  méridien,  oscillera  de  part  et 
'ftutre  un  certain  temps,  et  Unira  par  s'y  arrêter,  la  pointe 
»umée  vers  le  nord  étant  celle  d'où  la  rotation  du  tore  serait  vue 
effectuant  de  droite  à  gauche.  Laissons  au  contraire  les  couteaux 
breSy  et  maintenons  l'anneau  B  perpendiculaire  au  plan  du  mé- 
dian :  Taxe  du  tore  ne  pouvant  plus  que  se  balancer  dans  ce 
lan,  après  quelques  oscillations,  ira  se  fixer  dans  la  direction 
arailèle  à  l'axe  du  monde,  et  l'équilibre  n'aura  lieu,  cette  fois 
acore,  <{ue  lorsque  les  rotations  de  la  Terre  et  du  tore  se  feront 
ans  le  même  sens. 

Ainsi  cet  admirable  instrument,  en  fournissant  des  signes  sen- 
ibles  de  la  rotation  terrestre,  peut  même  servir,  en  l'absence  de 
I  vue  du  ciel,  à  déterminer  la  direction  de  la  méridienne  et  la  lati- 
ide  du  lieu  où  se  fait  l'opération. 

De  savantes  théories  mathématiques  ont,  en  perfectionnant  nos 
onnaissances  mécaniques  sur  les  corps  tournants,  confirmé  les 
ardies  déductions  de  Foucault;  maison  ne  doit  pas  se  dissimu- 
^r  les  difficultés  excessives  que  présente  leur  réalisation,  et  qui 
3nt  du  gyroscope  un  instrument  d'un  prix  énorme,  réservé  au 
•élit  nombre.  Bien  peu  de  physiciens  ont,  après  l'illustre  inven- 
Bur,  répété  avec  succès  ces  expériences  si  délicates. 

Le  gyroscope,  en  effet,  pour  fonctionner  conformément  aux 
lies  de  la  théorie,  doit  satisfaire  à  un  certain  nombre  de  condi- 
ions  absolument  rigoureuses  et  presque  irréalisables.  La  plus 
mportante,  en  même  temps  que  la  plus  difficile,  est  cette  position 
déale  du  centre  de  gravité  du  système  mobile  au  point  d'intersec- 
ion  de  deux  droites  à  peu  près  géométriques.  Non  seulement  le 
ore  doit,  par  sa  construction,  satisfaire  à  cette  exigence  que  son 
centre  de  masse  soit  exactement  sur  la  ligne  qui  joint  les  pivots 
le  rotation,  cette  ligne  étant,  en  outre,  ce  qu'on  nomme  un  axe 
f  inertie  du  tore  ;  mais  il  faut  encore,  par  d'imperceptibles  agis- 
sements sur  les  vis  de  réglage,  amener  très  exactement  le  centre 
le  gravité  du  tore  et  de  l'anneau  A  sur  la  ligne  d'arêtes  des  cou- 
teaux. Or,  ceux  qui  ont  passé  de  longues  heures  à  essayer  d'at- 
teindre ce  but  savent  que  le  problème  est  à  peu  près  insoluble: 
qu'au  moment  où  l'on  semble  y  atteindre,  les  plus  légères  relou- 
ches suffisent  pour  faire  passer  le  centre  do  gravité  au-dessus,  au- 


''"*  Pa£3IIfiBE  PARTIE. 

^'^^^oiia,  A  «imite,  i  jemciie,  et  pour  modifier  profondément  la 
P^Mtinn  i*-*fiiiilibre  du  tore.  D' ailleurs •  il  faat  bien  laisser  un  jeu, 
"*  ntoerc«3iihie  |u*lI  ?oit,  entre  les  pivots  de  Taxe  cl  les  touiil- 
Ofij  ninione:^  ians  Lesquels  ils  tooment.  Cela  snflit  pour  que, 
^'^  .e  Tioiftie  mouvement  dn  tore,  son  centre  de  graWté  passe 
^   Ui  Àte  k  /uan»  ie  Tixe  de  suspension,  et  comme  le  tore  a  for- 

>ninsid«nbie.  il  pent  résulter  de  là  ane  cause 

labitf  pour  mns«|ucr  ie  phénomène  pnDcipal. 

force  jonarente  ine  a  la  rocatxim  it  fca  Terre,  qui  tend  à  dé- 

\  «^^     "  rn»     nm    mn»  ^    m    T»;     i  t  n—  w^    «Mé»    jipW^i'»^     pOSitiOD    d'équî- 

les  anneaui 

n  3.  .es  ▼»  ie  u.iJjçii .  je»  ^ffies  ùs»  w  dkuas  ksqoelles  Taie 

kT\He.    ^siBKitnent  ies    mames  ^smsiwanffiit  eoradérables  qui 

à  développer 
X  nwiiaixan:  m  ânOMT  nsaini.  -ntrâlance  de  la  Terre  peut 

e,  à  vaiacre 

«lîlà  bien  des  motifs, 

les  phéDomènes 

dn  ^obe,  ou  des 

lUBK  contre  lesquelles  il 

Fappareil  lui- 

de  rÎDStinct  mê- 
le choix  des  disposi- 
aux  ÎDfluences  du 
|n*Ii  a  dû  déplojer  poor 
ie»  ou  de  Thabiletédo 
ia  réalisation  d  n 


iii>ns  fâmes  amené  a 


joli  appareil  imagiae 


te*  *TCc  beancoop  i'k»Wn( 
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cet  ingénieux  instrument,  un  tore  en  bronze  T  est  mobile 
l'un  axe  dans  une  chape  C,  suspendue  par  une  tige  relati- 
légère  à  un  axe  horizontal,  autour  duquel  cette  espèce  de 
e  peut  osciller  librement.  L'axe  horizontal  pose  sur  un  sup- 
|ui  se  fixe  par  son  pied,  au  moyen  d'une  vis,  dans  un  azimut 
ique,  sur  un  bâti  ou  bras  horizontal  P  {Jlg'  ^),  lequel,  à  son 
st  lié  en  D  à  un  arbre  vertical  auquel  un  système  d'engre- 
Dmmunique  une  rotation  assez  rapide.  Quand  le  tore  est  en 
la  tige  pend  verticalement,  et,  si  Ton  fait  tourner  le  bâti  P 
de  son  axe  D,  le  pendule  ne  s'écarte  guère  de  cette  posi- 
quilibre  stable  que  lui  assigne  la  pesanteur.  Mais  les  choses 
ifient  profondément  si  l'on  a  d'abord  communiqué  au  tore 

Fig.  a. 


ation  rapide  autour  de  son  axe  de  figure.  On  voit  alors, 
le  bras  a  acquis  une  vitesse  suffisante,  la  tige  quitter  sa 
i  verticale  et  se  porter,  soit  vers  l'axe  central  D,  soit  vers 
*s,  d'après  le  sens  dans  lequel  tourne  le  tore,  le  support  S 
i  position  marquée  sur  la  figure  ;  l'axe  du  tore  tend,  con- 
ent  au  principe  du  parallélisme  des  axes,  à  rapprocher  sa 
n  de  celle  de  Taxe  central,  et  y  parvient  si  les  vitesses  gyra- 
ont  assez  rapides. 

[ue  l'on  fixe  le  support  dans  une  position  telle  que  le  plan 
ition  du  pendule  soit  à  angle  droit  sur  le  brasP,  on  observe 
^nomènes  aussi   paradoxaux.    Le  pendule,   obéissant  au 


esal  {Annales  des  Mines,  1869 ),  mais  il  s'agissait  d'appliquer  une  mé- 
ërcntc. 


'iiMlESE  FABTIE. 

!i»-aiif  :nw:  .••    ^^  it.r--*  -t^  *txi:  «xi  en  arrière  da  mouvement  d 

^  -i:.  -^r»  Il  e  -^'li-  If*  A  rîrad'ra  «l'oo  a  imprimée  d'avance  au  tore 

•-mil»-    b-    r-'r."    •it—   rw  j.  rif.^tion  de  la  Terre  devrait  pro 

.  -."^-    -=ir  »n  -î^-itiiii»*  r  *.T*::>cu:i<  ?u<i>pc-ndu  à  un  axe  horizonts 

ir-    -ffr-i-  ji-uiicirr?-  â  Tî-ox  Xi*  la  roUtiou  du  bâti  P  déve 

-    ■-'    -Mi^   ■  .ao^r**i  îr?  H.  Sir*,  c-xirvu  que  Tinslrument  fû 

i-ri.r^.:'    lic*  ;?—     •indciiia:?  if  ?*?T::?ibiiitê  et  de  précision  suffi 

i-.c-    a  ir^  "«s»' .uatt>  t  iDiirAer  cor  i'analjse  ce  problème  iot^ 


i 


-*  .TT-s:  -a  1  -^àic  i^ésr  Timouf.  •_•■  n'avait  j^uère  considéré  jus- 
•I  j.jr».  acr  ^  «rir"  ir  r;t:a»frck-«-  cpie  le  cas  où,  comme  dans 
•   _""r-'--;î'm  ir  F  '«il  sut.  js  '.v^us^  ie  rraviié  du  STstème  mobile 

—  t:^*.        t      •!  1  fc-  imT  r*»ite«rriffn£-  a  combiner  que  les  eflets  de 

•  .ii     i     ■    j.  7  -r»*  •'  w  :^ile  in  ^r^^scojie.  L'action  de  la gra- 
: -*r   :  -i-irfar  -^:^)**aixii  MAiooiiip^ût  nécessairement  le  pbéoo- 

ii*!r  .  %JiL  it  uKis- k  c^uLr*riwKe  de  la  masse  de  la  chape,  etc. 
Ui.r-  ils:  '"nr  r— -  -iinoir.  un»  ^las  avions  réussi  à  donner  aui 
■  'i.iûis  -ia-  1  !•  '•.-.  t**arii  nrî-  rirzrr  resanls  à  la  surface  de  la  Terre, 
.i;.i*.  f*ut.-  LL-  X  — luiii-n  w  :^  pr>tl^raie  ardu,  et  nous  arri- 
.^r*  M""-nf..i*-*-  t—  ^a<àlIlJa:^  ie  rr^qvilîbre  relatif  et  du  mou- 
irv.  -i  •"»»*-ii'-  ^'*r»"^.-«onnie  —lia  l'indnence  de  la  rotation  ter- 
-r^**      •••tr    ^    ^::!i'j.c    rie*j-*i«ii9?  du  phn  d'oscillation.  Nous 

—  .iu'iiiir?-   AT>i    .*:-     i».'tir  me  ^itT*>?e  très  grande  du  tore,  k 

•  ,.!,.      r     •.  1    ::.     •  n?--r^.-r  Si   3t:»î:i*>n  vt^rticale  d'équilibre. 

'T,    .  -i-  .-    .-«^  a  îr->-:tf  ou  vers  la  gauche  saivanl 

.-      -.r-»:-— *.  jux>  m  -^^as-    u  iAns  Tautre. 

1;^^    -^    !•  ■Tî»-'*     u'.'l:*-    tui    :*ja»fu:saienl  à  ces  résultats  mon- 

îic       »t— -r    ;u  7«-a«niie  Aao:*ir  Je  son  axe  de  suspension 

^     -..     •,  .:■     -ui'nr    uit    iir*:ac:«:a  a  peine  sensible,  que  Ion 

«■ta.    u    i>-m'Lr   ""  iir-    -le**-^  ?':tiC'>ire  dépassant  toute  limite 

^  IL».— i»       .iii>  r^   • -••.naona- iiiitC3»?L!e>  de  Tappareil,  un  écart 

.  .      ....     -    ;'ir    '  -Il    K'U'^-uc  r»>pétvr.  Nous  fùmcs  aiosi 

.  •1.-:-''     — ■   iiîx?»  -Kiimis  ^i'i*  avantageuses,  où  l'on  eut 

..-   i»-.'.i?-  -u^"  »  '  nt-r*!»*  le?  aiasses  mobiles.  In  prenne'' 

.   .>       .^*'i.'?^.    ,  tirr  -iiruf  le  baLaace  à  deux  tores,  dont  k 

.  _  .,    ..-ij,  .--^   ivi-^ijociL   ian*  le  plan  du  méridien,  et 

•.   K.  tii>  ruiis-  ^es>  Autnfs  azimuts. 

-•-:i  lu  -• -i*"!!»*  tîitour  de  son  axe  de  sus- 


1    ;:■ 


ifc.    '^ 
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it  l'expérience  peu  accessible.  Guidé  par  les  îndica- 
:iscs  que  fournissait  la  ihéorie,  nous  avons  adopté 
.  une  autre  disposition  qui  rapprochait  davantage  de 
res  des  masses  en  mouvemenl,  et  c'est  cette  der- 
qui,  grâce  à  la  bonne  volonté  et  à  i'babileté  d'un 
)ien  connu,  M.  E.  Ducrelet,  nous  a  enfin  conduit  au 

io  tore  en  bronze  D  {Jig-  3),  dont  l'axe  d'acier  o  pi- 
ng. 3. 


'S  les  tourillons  coniques  creusés  dans  des  vis  «m 

aversenl  une  chape  CC  en  acier  anglais,  repo- 

X  A  et  A'  sur  des  surfaces  en  acier  trempé,  de 

dont  les  couteaux  occupent  le  fond.  Ce  sjs- 

ymélric  exacte  par  rapport  au  plan  passant  par 

irètcs  des  couteaux,  et  sa  mobilité  autour  de 

un  souille  léger  suffit  à  provoquer  des  oscilla- 

ir  les  vis  c  et  v',   sur  d'autres  vis  u  et  «',  on 

nalhem.,  g-  sérk,  [.  VI.  (AoOt  1883.)  iH 


■ .  .      ■ 


«... 


•  .  >    v:r«..':r  p.  qui, 
:.'      .       .  ^^    -  :       ri    i    I*j\p  Jo 

.    ■   i'-  -:i--r-n-:.  n.  Hfllia 
-:.*  i.'i    :i  — :   H.    :»»  :i«;on  à 


.  ir  :•  l..j:'  a    \  .~-i'î- 
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,  la  position  d'équilibre  stable  de  Taiguille  est  de  nouveau 
icale,  comme  lorsque  le  tore  était  immobile,  et  cela,  quel  que 
le  sens  de  la  gyration  du  tore. 

Dans  les  azimuts  intermédiaires,  la  position   d'équilibre  esl 
ou  moins  inclinée  entre  les  deux  limites  extrêmes. 
'  L'inclinaison  de  l'aiguille,  quand  l'équilibre  a  lieu,  est  d'au- 

plus  marquée  que  le  tore  tourne  plus  rapidement,  que  son 
aèlre  est  plus  grand,  que  l'expérience  se  fait  en  un  lieu  plus 
>roché  de  l'équateur,  enfin  que  la  distance  du  curseur/?  à  l'axe 
ospension  est  plus  petite.  On  pourrait  même  réaliser  une  dé- 
ion  allant  jusqu'à  l'horizontalité  de  l'aiguille,  au  moyen  d'une 
sse  de  rotation  suffisante. 

'appareil  construit  par  M.  Ducretet,  moyennant  certaines  pré- 
ions auxquelles  on  s'accoutume  facilement,  réalise  d'une  ma- 
•e  très  nette  cet  ensemble  de  phénomènes;  nous  lui  avons 
né  le  nom  de  baro gyroscope,  afin  de  rappeler  que  son  principe 
>sesur  une  combinaison  des  effets  de  la  pesanteur  avec  ceux  de 
)tation  de  la  Terre  et  du  disque. 

'avantage  qu'il  nous  paraît  offrir  sur  d'autres  appareils  destinés 
oéme  objet,  indépendamment  d'une  exécution  plus  facile,  c'est 
1  porte  avec  lui  ses  propres  moyens  de  contrôle.  Rien  de  plus 
>le  que  de  vérifier,  par  la  verticalité  de  Taiguille,  quand  le  tore 
atu  repos,  que  le  centre  de  gravité  du  système  est  dans  la  posi- 
voulue.  Les  phénomènes  observés  pendant  la  rotation  du  tore 
Jont  plus  explicables,  dès  lors,  que  par  le  mouvement  de  la 
PC,  et  d'ailleurs  leur  conformité  avec  les  formules  théoriques 
les  ont  fait  découvrir  ne  peut  laisser  aucun  doute  sur  leur 
ine. 

'Analyse  mathématique  nous  a  guidé  constamment  dans  la  con- 
ction  de  l'instrument,  dans  le  choix  des  métaux,  dans  la  forme 
I  chape,  dans  la  distribution  et  la  forme  des  masses  pour  oble- 
des  effets  certains,  sensibles,  dont  la  valeur  a  été  mesurée 
ance.  Sous  ce  rapport,  on  pourrait  dire  que,  si  le  gyroscope  de 
cault  fait  surtout  honneur  au  génie  de  l'inventeur  et  à  son 
leté  expérimentale,  notre  appareil  est  principalement  une 
onstration  de  l'utilité  de  la  Mécanique  analytique. 
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CENIGS,  ancien  Élève  de  TÉcoIe  Normale  supérieure.  —  Sur  lrs 
M>RIBTE8  INFINITÉSIMALES  DE  l'espace  RÉGLÉ.  —  Tlièse  présentée  à  la 
rboDne.  —  Paris,  Gaulhicr-Villars;  1882. 

est  à  Plûcker  qu^on  rapporte  généralement  les  fondements  de 
écrie  de  Y  espace  réglé,  c'est-à-dire,  de  celui  dont  la  ligne  droite 
'élément.  L'usage  d'un  système  particulier  de  coordonnées, 
l  imagina,  lui  permit  de  faire  reposer  cette  théorie  sur  les  pro- 
ies des  complexes  linéaires  et  de  lui  donner  pour  la  première 
un  développement  systématique.  D'éminents  géomètres  Tout 
i  dans  cette  voie  :  nous  citerons  M.  Klein,  qui  a  montré  tout 
irti  qu'on  peut  tirer  des  coordonnées  pliickériennes  et  de  leurs 
•formations  linéaires. 

bis,  dans  Tétude  des  systèmes  de  droites,  Pliicker  avait  eu  des 
curseurs,  entre  autres,  Monge,  Malus,  Hamilton,  Sturm,  Kum- 
9  Môbius,  Chasles.  De  plus,  dans  ces  derniers  temps,  par  des 
onnements  divers,  M.  Lie  est  parvenu  à  montrer  l'identité 
I  complexe  général  avec  le  système  géométrique  qui  accom- 
ne  certaines  équations  aux  dérivées  partielles.  Tout  portait 
c  à  penser  qu'on  pouvait  établir  sur  des  bases  profondes,  indé- 
dantes  des  coordonnées,  grâce  à  l'étude  directe  du  déplacement 
le  ligne  droite,  toutes  les  propriétés  infinitésimales  de  l'espace 
é  :  en  un  mot,  il  y  avait  lieu  de  chercher  à  appliquer  à  l'espace, 
variété,  à  quatre  dimensions  dont  la  droite  est  l'élément,  la 
liode  dont  Gauss  a  indiqué  le  premier  l'usage,  pour  l'espace 
ctael. 

/auteur  du  présent  Mémoire  est  parvenu  à  reconnaître  que, 
8  l'espace  réglé  comme  dans  l'espace  ponctuel,  comme  dans 
pace  tangentiel,  comme  dans  celui  dont  la  sphère  est  l'élément, 
le  propriété  infinitésimale  s'exprime  par  une  propriété 
wolution, 

I.  Kœnigs  commence  par  définir  certains  éléments  primor- 
IX  qui  paraissent  nécessaires  et  suffisants  pour  exprimer  par 
rs  relations  mutuelles  les  propriétés  infinitésimales. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Septembre  188a.)  19 
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^  est  une  qui  se  distingue  spécialement  :  c'est  celle  qui  repré- 
K^te  le  carré  ds^  de  la  distance  élémentaire.  Ici  aussi,  M.  Kœnigs 
o^ave  qu'une  forme  quadratique  fondamentale  joue  un  rôle 
'^pondérant. 

condition  de  rencontre  de  deux  droites (u),  {u  +  du)^  s'ex- 
par  Tévanouissement  d'une  forme  quadratique  îi(du)  :  il 
^  clair  que  toutes  les  formes  telles  que  KN(6fi/),  où  K  est  seu- 
^lE^ent  fonction  des  variables  i/,  expriment  par  leur  évanouisse- 
ment la  même  propriété.  L'auteur  remarque  qu'il  est  possible  de 
«oisir  K,  de  sorte  que  la  forme  qui  en  résulte  représente  le  mo- 
ï*^/!^  des  deux  droites  (m),  (w  +  rfw),  c'est-à-dire,  le  produit  de 
^^Ur  plus  courte  distance  par  le  sinus  de  leur  angle  ;  et  c'est  cette 
forme  qui  remplace  le  ds^  de  l'espace  ponctuel.  Les  angles,  l'or- 
thogonalité  se  définissent  par  les  mêmes  formations  covariantes.  II 
en  résulte  d'intéressantes  analogies  avec  l'espace  ponctuel. 

Après  avoir  établi  les  propriétés  infinitésimales  du  premier 
ordre,  M.  Kœnigs  en  fait  diverses  applications  au  théorème  de 
Sturm  sur  les  pinceaux,  et  à  un  mode  particulier  de  représentation 
linéaire  des  surfaces,  sur  lequel  M.  Darboux,  dans  son  cours  de  la 
Sorbonne,  avait  donné  des  indications  dont  l'auteur  déclare  avoir 
profité.  Enfin,  dans  une  dernière  application,  on  examine  un 
système  de  coordonnées,  dans  lequel  les  complexes  linéaires  offrent 
les  propriétés  des  sphères,  et  l'on  en  déduit  un  système  analogue 
VOLX  coordonnées  pentasphériques,  dont  les  coordonnées  pliické- 
tiennes  et  le  système  sextuplement  orthogonal  de  M.  Klein  sont 
ies  cas  particuliers. 

La  troisième  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  aux  propriétés 
Infinitésimales  du  second  ordre.  Le  premier  problème  traité  est 
une  extension  de  la  théorie  des  géodésiques  et  conduit  à  une 
interprétation  géométrique  des  coordonnées  appelées  normales 
par  M.  Lipschitz. 

A  et  B  étant  deux  droites  d'un  système  réglé  (espace  réglé,  com- 
plexe ou  congruence),  il  s'agit  de  trouver  une  surface  réglée  fai- 
sant partie  du  système,  passant  par  A  et  B,  et  telle  que  l'intégrale 

)/M(du) 

A 

ait  sa  première  variation  nulle  :  M(du)  représentant  la  forme  fon- 


^^B  PREMIÈRE  PARTIE. 

damentale.  On  arrive  à  ce  résultat  curieux  :  Les  hélicoidcs gauches 
sont  /es  sur/aces  géodésiques  de  V espace  réglé, 

I/analogic  précédemment  reconnue  entre  les  complexes  linéiiro 
rt  les  splu^ros  permet  de  définir  les  hvperboloïdes  oscolateors 
d*unc  congruence,  ou  d*un  complexe.  Ici  encore,  le  momoil  élé- 
mentaire M(r/i/)  sert  de  lien  aux  diverses  proprîélés  du  second 
ordre.  Ainsi,  après  avoir  déterminé  exactement  le  rôle  du  côoe 
de  Malus,  elle  montre  que  les  propriétés  du  second  ordre  sont 
ideniiques  avec  celles  d'un  faisceau  <te  cônes  du  second  degré 
doni/aiijpariie  le  cône  de  Malus. 


\IELANGE 

simini  moKiMi 

C\tra»(  <l~«»e  Lettre  à  V. 

Pui  M.  A.  KOim^S. 


.  l>4a>  le  Ihtf-V-'w  .ïV»  jote^j^iorar  MtieJkèsmertifwes  ei  Asirtmmh 
/v,*>f  vie  M,  l>ârt?oax  tCKse  11.  iS-t  .  M.  ErsKakof  apaUîéaiicnté- 
aîjK-  *.*<t>  W^  or'tfrîxas  sesaUjiMe^  cottWKS  jiEf^Tv^À  prê5«it. 

.  II  ev-<;f  xa  oercjia  pc\>iri»èflae  XuKorpobtîott  lié  avec  cec^l^ 
rt^-u  c\*>4  >îcr  o?  |rri.^£hB»e  «{<k  j^e  |«r»i^  &alîb«xté  de  vchb  présen- 
ter ,c  i  c  vv:  X'^s  r;  dftf  vk^asw 

S.*<:  «  JT         ao^  x^oiccà^a  i^K  iG»e  Waacke  JT^aie  foBttîoB  qu 
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,  si  plusieurs  valeurs  de  la  fonction  correspondent  à  une 
î  valeur  de  x. 

)oit  encore  if^\X  la  fonction  inverse  de  i(X  déterminée  de 
^re  qu'on  ait 

Convenons  de  représenter  par  les  formules 

4/,a7,      '^^X,      ^^X,       ...,      ^n^ 

ictivement  les  fonctions 

irles  suivantes 
onctions 

nt  un  nombre  entier  posilif. 

Conformément  à  cette  notation,  désignons  aussi  par  i^^x  la 

ile  X  elle-même. 

Vlors,  la  fonction  '|:c  étant  donnée,  on  peut  déterminer  la 

c  de  i^yX  pour  chaque  valeur  de  Xj  y  désignant  un  nombre 

•  positif  ou  négatif. 

-•e  problème  d'interpolation  que  je  viens  de  mentionner  con- 
dans  la  détermination  de  la  fonction  i^yX  pour  toutes  les 
t*s  de  y,  en  Tassujettissant  à  satisfaire  à  Téquation 

*  étant  des  quantités  quelconques. 

Comme  nous  supposons  que  i^x  soit  donnée,  il  faut  que  les 
rs  de  ifyX  pour  les  valeurs  entières  àey  soient  les  mêmes  que 
avons  définies  tout  à  l'heure. 

A. vaut  d'aborder  ce  problème,  nous  déduirons  une  certaine 
ité  qui  nous  servira  dans  la  suite  et  qui  conduit  immédiate- 
au  théorème  de  M.  Ermakof. 
)oient/(j:)  une  fonction  de  x  et  aune  constante;  désignons 

par  la  formule  6'  x  la  dérivée  ^  ^^     • 
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»  Cela  posé,  cette  identité  résaltera,  si  Foo  ajovtc  membre  i 
membre  celles  qui  suivent, 

r*«  /•♦«  /•♦«  /-M 


on  aura  ainsi 


M» 


I       =  /^^^  fxxydx. 


«>  « 


»  Pour  en  déduire  le  théorème  de  M.  Ermakof,  sapposons  qa" 
soit  donné  une  série 

I2Ï  /lO>-,-/Ù)-4-/(2)-l-..., 

à  termes  positifs,  et  prenons  la  fonction  ^x  telle  que  la  série 

soit  également  à  termes  positifs  pour  toutes  les  râleurs  de  x 
prises  entre  a  et  4  a. 

»  Supposons  aussi  que  pour  les  valeurs  indéfiniment  croissajca.1 
de  y  la  quantité  'lyJC  soit  positive  et  indéfiniment  croissante  , 
étant  compris  entre  a  et  4a. 

»>  Cela  posé«  considérons  le  rapport 

do  deux  termes  consécutifs  de  la  série  (3),  qui  devient 

en  faisant  -ir-i  x  =  5. 

v>  Si  le  rapiH>rt  (  4  )  pour  les  valeurs  infiniment  grandes  de  ^  reste 
inférieur  à  une  certaine  quantité*  qui  est  elle-même  inféricorei 
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il  té,  la  série  (3)  est  convergente  et  le  premier  terme  de  Tiden- 
(i)  sera  fini  quelque  grand  que  soit  j^.  Il  en  est  de  même  du 
ond  terme,  qui  devient  à  la  limite 


/ 


/(a:)ûtr. 

a 

Or  dans  ce  cas  la  série  (a), d'après  le  théorème  deCaucliy,est 
si  convergente. 

Si  le  rapport  (4)  reste  supérieur  à  Tunité,  z  étant  infiniment 
Cad,  la  série  (3)  est  divergente  et  les  deux  termes  de  Tidenlité  (i) 
>xit  infiniment  grands  pour  les  valeurs  indéfiniment  croissantes 

Dans  ce  cas,  en  vertu  du  même  théorème  de  Cauchy,  la  série 
est  divergente. 

M.  Ermakof  déduit  de  son  théorème  un  remarquable  caractère 
convergence  des  séries,  en  faisant 

En  revenant  à  notre  problème,  laissons  à  i^x  la  signification 
càe  fonction  donnée  quelconque. 

Nous  allons  chercher  d*abord  la  forme  que  doit  avoir  la 
[^tion  ^yXj  si  elle  est  continue,  par  rapport  à  x  et  ^,  au  moins 
^e  certaines   limites.    Nous  supposons  aussi    que   la   dérivée 

—  tende  vers  une  limite  déterminée  lorsque^  s*ap proche  de  zéro. 

Désignons  cette  limite  par  \x  et  difiiérentions  Téquation 

irapport  à  z  ;  nous  aurons 

dz       "^       dz       ^      dy      * 
en  faisant  ^yX  =  Ç, 

àz  dy 

Posons  >3  =  o  dans  cette  équation.  Comme  la  dérivée  -r^ 

.      .  ^^ 

lendra  alors  X^  et  que  ^y^%x  sera  ^,  il  viendra 


MÉLANGES.  233 

lisque  la  condition  (6)  est  remplie,  la  formule  (5) 

ement  une  solution. 

manière  la  recherche  de  la  fonction  ifyX  est  réduite 

nctioncpo:,  qui  ne  dépend  que  d'une  seule  variable  a:. 

is-nous  maintenant  de  déduire  toutes  les  valeurs  de 

le  seule  d'entre  elles  est  connue.    . 

la  fonction  qui  détermine  cette  solution  connue  de 

le,  de  sorte  qu'elle  soit  donnée  par  la  formule 

itre  solution  peut  être  exprimée  par  l'équation 

;ant  des  fonctions  inverses,  qui  satisfont  à  la  condition 

fJL_i(l  4-  ^X)  =  ^X, 

3sant  quejK  soit  un  nombre  entier,  ces  deux  formules 
it  la  même  quantité  i^yX. 
i  déduit 

Qt 

\i-'^yX  —  ^"^yx  =  \ï.x  —  (par. 
laçant  ici  i^yX  par  sa  valeur 

?-l(yH-?^), 
—  ??-i(7^-?^)=  {x<p_iCr4-©x)  — (7-+-<p4?)  =  jxa?  — car. 

^x=^u  Gl  par  conséquent  x  =  <p.i  u  ;  il  viendra 

[A?-iCr-+-  w)  — (7-+-  w)=  |xç_,a— a. 

ion  [A(p_,  u  —  w  est  donc  périodique  ayant  pour  période 
uejKcst  un  nombre  entier  arbitraire.  En  la  désignant 
aurons 

açant  cp_|  u  par^  eVu  par  ^x^ 

]J.X  =  CpJ7-4-  l^X. 
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,  on  trouvera  toutes  les  solutions,  comme  il  a  été 
sus. 

aintenant  à  la  détermination  de  la  fonction  i/yX^ 
donnée.  On  peut  procéder  en  suivant  deux  mé- 
lière  consiste  dans  la  recherche  de  la  fonction  ^Xj 
a  i/yX  ;  la  seconde^  dans  le  développement  direct 
3,  sans  déterminer  préalablement  ^x. 
t  chercher  f  ;r,  il  faut  résoudre  l'équation 

ç-i(H-  car)  =  ^Xy 

itre,  qui  lui  est  équivalente, 

['équation  (7)  dans  un  Mémoire  d'Abel  (*),  où  il  ré- 
)n  à  celle  d'une  équation  ordinaire  aux  différences 
ime  celle-ci  n'est  pas  plus  facile  à  résoudre  que 
ion  étant  la  valeur  de  la  fonction  ^yX  pour  une  va- 
e  de  x^  j'essayerai  de  traiter  directement  l'équa- 

ine  fonction  quelconque,  mais  telle  que  la  série 


^X)^'X  '^/{^iX)t^'^X  '^/(t^iX)YzX 
^-iX)^'_^X-{-/{^-tX)^LiX'^/{^-iX)^LiX-h... 

te  pour  toutes  les    valeurs  de  x  comprises  entre 
s. 

fonction  ^yX  est  connue,  tant  que^  est  un  nombre 
choisi  la  fonction  /{x)j  on  peut,  pour  une  valeur 
é terminer  la  valeur  de  chaque  terme  de  la  série  (8), 
ent  celle  de  la  somme  d'autant  de  termes  qu'on 

de  la  série  (8),  que  nous  allons  désigner  par  ct>(a?), 
Q  de  Xj  qui  satisfait  évidemment  à  l'équation 

ti}{^x)^'x  =  (Ji{x), 

une  constante  C  et  la  valeur  de  x  comprises  entre 


m  d'une  /onction  au  moyen  d'une  équation  qui  ne  contient 
ble  {Œuvres  complètes,  t.  II). 


,  i^>  M  î  *  Xl^  TAlTlE- 

^Nv  ^iitJK'^  À*  ,>?a*»f»-î^«r»r-  ir-  a  s^r^f    >  ..  faisons 


♦■-■=>      »"  j"  .i£t. 


,v  ♦v'xi.'v  4vii^«-usN  n     --r-.iL  os     t*'Oisi*linL    û  , 


^      ;.  .»»     4in     .•jUî<;-iikL-    a ' tTiBiiBf-f .    rxprwée   par  la  différeoce 


.\.4.^.    .    V 


--  •■         •  t«l 


*     À     ^VMmiSmiê.    ■>      ?^    JjUK   -   "t  ^ 


«&   -^Mà^  .s^^iirnr  jm  immrii-  c  Of  i^k  ûçon  que  la  série 
tr-T'-sr*»!*:    ««at    J'ujîï-  tî-  ufci-ins  àf  x  comprises  enW 

C  bdépendam- 


«•  « 


=  I  '  j\T)dx. 


t      1*  fr     r     ^ 


---  .^-r    i^  =^    é       r  xdx. 


* 


-^^  i**A.     «r«»*ii*?-  is'at  w  cj»*.  :o  «ara 
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>iipposons  maintenant  les  entiers  y  et  z  infiniment  grands  et 
ms  à  la  limite  ;  comme  celle  du  premier  terme  est 


f 


îù{x)dx  =  6(t^a)  — e(a)  =  C, 
aurons 


[x)dx. 


IIm4»  .o 


Quant  au  choix  convenable  de  ]a  fonction /(j;)^  nous  ne  nous 
couperons  pas  ici,  cette  question  dépendant  de  la  nature  de  la 
tien  i^x. 

Le  second  moyen  de  déterminer  i/yX  est  son  développement 
érie  suivant  les  puissances  croissantes  entières  et  positivesde 
îfférence  a*  —  a,  a  étant  une  racine  de  Téquation 

^x  —  X. 

Je  suppose  que  la  fonction  ^x  soit  aussi  développable  en  une 
blable  série.  Je  ne  discuterai  point  la  possibilité  de  ces  déve- 
)ements  ;  en  les  supposant  possibles,  je  me  propose  seulement 
lélerminer  les  coefficients  de  la  série  exprimant  i^yX  en  fonc- 
de  ceux  de  la  série  qui  représente  i^x, 
11  est  évident  que,  en  vertu  de  Féquation 

^ÇL  —  a, 
ura 

'  toutes  les  valeurs  entières  de  y. 

Si  y  n'est  pas  un  entier,  on  peut  faire 

mt  un  nombre  entier  et  X  <!  i .  Coiùme  on  a 

antité  ^a  est  une  racine  de  l'équation  ^x  =  x. 
3r  on  a  de  même 

tj^^a  est  aussi  une  racine  de  cette  équation. 

in  supposant  que  ^yX  soit  une  fonction  continue  de  y  dans 
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le  TotsùiafT  àt  b  Taleiir^  =  o  et  en  admettant  la  possibîlil 
séries  HienCioiiBées*  il  fant  qu'on  ait  ^^a  =  a  pour  des  vj 
<|ttelcvai{«es  et  r^ 

kr  =  X —  JU<  -«^  —  »)-»-  Ai(4r  —  a)*  -h  Aj(ar  —«)•-♦-... 
le  ^à?^Rekipp«aKBC  <àt  -^x.  Xo«s  considérons  les  coefBcients 

*•?  Af,  Af  y  •   •    •  9 

€«■■■»«  ei  nous  allons  nous  borner  ac 
swpywaiit  ^e  Â«  ne  soit  pas  nal. 
fit  wLita  «ie  I»  <fB?  r^x  =  s,  le  développement  de  ^^r 


•*!  i^-r^=rr — i^f  —  X»  —  «t(x  —  a)*-4-flit(ar — a[)*-4-.... 


^^^^       ^^j»      ^^K^^       •  •  • 

«ie  v^  aefles  ifmt  poor^r  =  o  on  a 
=t  W    %  =  At,    %  =  A j,    . . . , 


les  valinKs  gémmles  des  coefficients  Oi 
jwctfAer  vie  «fiflerentes  manières. 
J  aum^  JL  nHow  st.,  jr  — ^xj  de  la  fonction  ^yX,  il  es 


«IkT 


-.    :=r\^.  Dt}nc  via  «tra 


AX. 


jL  art^'^MilifKflWtti  ie  Xx  rrUnt  Je  la  forme 
^jtt«U!M«t  :90s«;ts«feeftfte  tiiiirmt  Tiikatité 


te 
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»  En  comparant  les  coeiBcients  des  mêmes  puissances  de  x  —  a 
as  les  deux  termes,  on  en  déduira  ces  équations 

»  De  la  première  il  suit 

étant  une  constante.  Or  pour^  =  o  on  a  a©  =  i ,  et  pour  y  =  ly 

=  Ao;  donc 

C  =  I,     po  =  logAo,     «0  =  A{. 

iB  De  la  même  manière,  de  Téquation 
résulte 

Ao  —  I 

ainsi  de  suite. 

^  On  parvient  plus  directement  aux  valeurs  des  coeflficients 

9  ^21  ^19  •  •  •  )  comme  il  suit. 

»  On  a  l'identité 

O  ^y^^  —  a  =  ^^a? — a. 

»  En  ayant  égard  aux  développements  de  ^x  et  ^yX^  il  vient 

^y^x  —  a  =  (io(^x  —  a) -H  oLi(^x  —  a)*-f-  aLf(^x  —  «)•-+-..., 

»>  Or,  en  désignant  x  —  a,  pour  abréger,  par  z,  on  a 

^X — OE  =  \qZ-{-  Ai«'  -h  Aj^'-h..., 

^yX  —  a  =  «0  -5  -f-  ttj  ^*  H-  Oj  «•  -h . . .  ; 
^c  on  obtient 

-+- ai  (Ao>8 -+- Al  z* -+- Aj^' -+-...)*-*- «ï(Ao^-+-Ai-2* -4- ...)» -h ... , 
*yx—  a  =  Ao(aoz-+-  oliZ*  -4-  aj.»'  -h. . .) 

-f- Ai(ao>8-+-ai-2*-ha,.»'-+-.. .)»-+- Ai(ao^-t- «i«'  +  . .  .)*-+-.... 

»  En  vertu  de  l'identité  (i  i)»  ces  deux  développements  sont 
^aux.  En  comparant  les  coeflicienls  des  mêmes  puissances  de  2, 
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:}uations  (12)  déterminent  aussi  les  coefTScients  Pi, 
développement  de  la  fonction  \x  =  -r-  •  En  effet,  nous 
le  la  dérivée 

di  »  •  »  '  <^^  <^*i   <^*i 

onc  Jes  quantités —>—>—>•••>  pour 

respectivement  les  valeurs  ^o^  Pi  ?  p2?  •  •  •  • 
mtions  donc  par  rapport  ky  les  équations  (12)  et  fai- 
te ^  =  o  dans  les  équations  que  nous  allons  ainsi  ob- 

marquant  que  ao  se  réduira  à  Tunilé  et  ai,a2,a3,  ••  • 
)nt,  on  obtient 

Ai?o  -+-  AJPi  =  Ao?i  -+-  9. AiPo, 
A,?o  -H  aAoA,?,  -h  Aîp,  =  Ao?,  -^  2A,p,  -4-  3A,?o, 
i,-f-A?)?,H-3AJA,p,-+-A*p3  =  Ao?s-HaA,p,-H3A,?,-h4A,Po, 

suite, 
savons  trouvé  Po  =  logAo;  par  conséquent, 

r^ — Tx  ïogAo, 

; — ! loerAn, 

\o  -^  pAa  —  (8  Aq  -4-  7)Ao  At  A,  -h  (.5Ao  -+-  4 )A;  . 

A3(A3-~i)(Ao-hi)  '''^'''' 

lile.  En  faisant  dans   la   série  (a)  a  =  o  et  Ao=  i, 

me    cas   particulier,    celle    qui   a   été    obtenue   par 

'arterly  Journal,  t.  III)  et  mentionnée  depuis  par 

Mathematische  Annalen,  t.  III). 

clamer  toute  votre   bienveillance,  Monsieur,  pour 

is  précédentes,  qui  ont  tant  de  défauts  et  je  m'es- 

ireux  si  elles  peuvent  jeter  quelque  jour  sur  le 

îstion. 

»érant  qu'elles  peuvent  servir  aux  géomètres,  qui 

même  problème,  que  je  vous  prie,  Monsieur,  de 

paraître  un  extrait  de  cette  Lettre  dans  le  Bul- 

?s  mathém.,  2*  srrir.  t.  VT.  (Soplomhrc  18S2.)  ao 


A\\ 
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îs'itH  Jo  M.  l^urUnix.  où  osl  aussi  insëré  le  Mémoire  de  M.  E 
V  \0uilW3  j^w«"r.  Monsieur.  l>!Lpression  de  mon  profond  res 

«t   A.    KoKKIHI.  » 


VvVÎ 


liai      » 


.  «.. 


^a    1.     J    y      l\3L    3.ia>\«JL   A    DUSK. 


*i  vUijLi-..K  u  »t*:f>ïiiji>î  ^  sodî^aate  pi>iir  «fTi*iine  {oocûoaf(s) 
^  L«  uMc^TM^HK  '  •wLxr^  4t>>.iuuuf>  f  -fi  7  A  ^te  «ffioiictfe  par RicBaniO 
jtf     A    »i«irrr    «<u^auie        •    ^ -ta    ùe  Functiom  /  j)  Ùmfl 


-•  -■• 


'^      •  »— .  —  H  •» 


„«  «■■»«_ 


^  •  -  ~ . 


.•-  •    uu^c     lai^  acte     «a  'lomffltrn  .  luâs^  ^faov'j 


It  '•«^-      uc    aurCr.^uM   aiau«r  le  ^«iuifiîv  rjoûfos' 


M-îcbj^I 


ti^  TU    4  \i3l      :i 


^'--- 


^     ■«*»• 


T^wr*» 


^     ^  *!«-*■ 
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limites  a  et  b,  si  toutefois  il  est  possible  de  renfermer  les 
lis  de  cette  quantité  dans  des  entourages  dont  la  somme 
t  être  faite  plus  petite  qu^un  nombre  quelconque,  tandis  que 
ombre  des  entourages  pourra  croître  à  volonté, 
ar  contre,  on  nommera  <(  masse  linéaire  »  la  multitude  infinie 
points,  si  la  somme  des  entourages  ne  peut  pas  être  aussi 
ile  qu'on  le  désire. 

/idée  de  quantité  discrète,  qui  a  été  énoncée  pour  la  première 
i  par  H.  Hankel  (*),  ne  peut  pas  être  confondue  avec  celle 
ne  quantité  de  points  de  première  espèce  qui  sert  de  fonde- 
nt à  une  série  de  théorèmes  généraux  du  Calcul  intégral  dans 
travaux  de  MM.  Cantor  (^)  et  Dini  (').  Mais  il  est  nécessaire 
remarquer  que  chaque  quantité  de  points  de  première  espèce 
en  même  temps  une  masse  discrète.  Pour  rendre  aussi  claire 
e  possible  cette  différence,  je  vais  d'abord  donner  quelques 
amples  faciles. 

I.  Chaque  nombre  fini  de  points  dans  un  intervalle  d'une  lou- 
eur finie  est  une  quantité  discrète;  on  désigne  leur  ordre  par  o. 
i.  La  quantité  infmie  de  points  dans  l'intervalle  de  o  à  i,  qui 
it  déterminés  par  les  nombres 

'»  î>(l)'>  (î)  >  •  •  '  (t)'*»   •  '  *» 

discrète,  car  les  points  de  cette  masse  se  rassemblent  seulement 
point  o.  Si  l'on  sépare  du  point  o  un  petit  intervalle  quel- 
ï<pie,  on  relient  un  nombre  fini  de  points  de  la  masse  dans 
"tre  partie,  de  telle  façon  que  la  somme  totale  des  entourages 
it  devenir  aussi  petite  qu'on  le  veut.  Les  endroits  où  les  points 
la  masse  se  concentrent  d'une  manière  infinie  s'appellent  les 
lUes  ou  points  limites  {Grenzpunkté)\  l'ensemble  de  ces  limites 
|>pellela  première  dérivée.  Dans  le  cas  présent,  la  première  dé- 
8e  est  de  l'ordre  o  ;  c'est  pourquoi  on  désigne  l'ordre  de  la  masse 
ttiitivepar  i. 


)  Ueber  die  iinendlich  oft  oscillirenden  und  unstetigen  Functioiten  ;  TUbin- 
1870,  et  un  article  intitulé  Grenze,  dans  le  Allg.  Encyclopddie,  v.  Erscli. 
*^bcr. 

>  Math.  Annalen.y  t.  V,  XV,  XVH. 

I  Fondante n ti  per  la  teorica  délie  funzioni  di  variabili  reali,  1878,  Série  di 
''ter.  Pi  sa:  1880. 
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3.  Une  quantité  discrète  peut  avoir  plusieurs  dérivées,  ou  êi^ 
d*un  ordre  plus  élevé.  Les  points 

I,  i,  (i)', (}-)  +  (})»,  (i)'.  (i)  +  (i)'.  (i)»  +  (i)*,(i)s  (i)+{ih-  -- 

se  rassemblent  en  un  nombre  infini  de  points,  qui  corresponde' «^ *» 
aux  places 

ce  qui  n'empêche  pas  cette  masse  d'élre  discrèle.  Si  Ton  porte    A 
partir  de  o  un  petit   intervalle  quelconque,  il  reste   encore  un 
nombre  fini   de  points,   où    existe  une  accumulation   de  points 
infinis,  et  si  Ton  enveloppe  cette  masse  de  petits  intervalles,  il  ne 
reste  plus  qu'un  nombre  fini  de  points  de  la  masse  donnée.  La  pre- 
mière dérivée  est  du  premier  ordre,  la  masse  primitive  du  second 
ordre. 

En  général,  toute  masse  de  points  possédant  un  nombre  fini  de 
dérivées  est  discrète;  car,  si  Ton  prend  comme  point  de  départ  la 
dernière  dérivée,  d'ordre  o ,  c'est-à-dire  un  nombre  fini  de  point* 
atj  a^y  .  • .,  amy   la  masse   de  points,  dont  on  prend  la  dérivée^ 
possède  seulement  en  ces  points  des  amas  de  points  infiniment, 
nombreux,  et  en  outre  un  nombre  fini  de  points  6|,  629  •  ••ybn»\j^ 
grandeur  totale  de  leurs  entourages  peut  par  conséquent  être  dimi — 
nuée  à  volonté.  La  masse  de  premier  ordre  est  discrète;  elleserC 
de  point  de  départ  pour  arriver  aux  ordres  plus  élevés  :  la  mass^ 
de   deuxième   ordre   ne  contient   qu'un   nombre    fini   de  poin 
C|,  C2,  . . .,  Cp,  après  qu'on  a  enveloppé  les  ai,  a^,  . . .,  ««etl 
6i ,  62, ...,  6,1  par  des  intervalles  arbitrairement  petits  ;  ce  quipronvre 
qu'elle  est  discrèle.  Le  caractère  d'une  masse  discrète  reste  do3C 
conservé  chez  un  nombre  fini  de  progrès. 

Mais  l'exemple  suivant  va  nous  indiquer  la  manière  dont  on 
peut  construire  une  masse  discrète  qui  n'appartient  pas  à  la  pre- 
mière espèce.  Keprésenlons-nous  un  intervalle  de  o  à  i,  partagéen      ■  "' 
un  nombre  infini  de  parties,  ayant  les  longueurs  de  o  à  |,  déjà 
(ï)  +  (ï)-%dei  +  (-^)2ài4-(l)a  +  (i)»,  etc.,  et  supposons  que     \^ 
l'on  ait  disséminé  sur  la  première  division  de  l'intervalle  unemassc 
de  points  du  premier  ordre,  sur  la  deuxième  division  une  masse  du 
second  ordre,  sur  la  troisième  une  du  troisième  ordre,  etc.;  ces 
masses  infiniment  nombreuses  ne  possèdent  plus  dans  leur  totalité 
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m  nombre  Cui  de  dérivées,  mais  la  totalité  est  discrète;  ce  qui  est 
acîle  a  prouver.  Si  l'on  sépare  à  partir  de  l'endroit  i  un  intervalle 
lussi  petit  que  l'on  voudra,  de  longueur  8,  il  se  trouve  sur  la  lon- 
gueur de  o  à  I  —  5  un  nombre  fini  de  masses  de  première  espèce, 
le  telle  sorte  que  tous  les  points  qu'elles  contiennent  peuvent  être 
enfermés  dans  un  nombre  fini  d'intervalles,  dont  la  somme  est 
aussi  petite  qu'on  le  désire. 

La  masse  discrète  possède  la  propriété  qu'on  peut  déterminer  près 
de  chaque  endroit,  à  une  distance  arbitrairement  petite,  un  inter- 
valle de  longueur  finie,  dans  lequel  il  n'y  a  aucun  point  de  cette 
masse,  et  cela  de  chaque  côté  de  l'endroit  considéré.  Soit  a  un 
point  quelconque  de  l'intervalle  «,  6  ;  il  serait  impossible  à  une 
distance  quelconque  de  a  de  trouver  un  intervalle  qui  ne  contînt 
3as  de  points  de  la  masse,  si  dans  l'entourage  d'un  point  quel- 
•<>ûcjiie  sur  une  longueur  8  prise  à  partir  de  a  il  y  avait  un  nom- 
^  i  nfini  de  points.  De  plus  il  serait  impossible  de  renfermer  tous 
'^  I>oints  de  la  masse  dans  des  intervalles  dont  la  somme  fût  plus 
^**^«que  8,  c'est-à-dire  que,  contrairement  à  l'hypothèse,  la  masse 
3 serait  pas  discrète. 
^-^^Vie  masse  discrète  n'est,  en  aucun  interçalle,  aussi  petit  qu'il 

• 

'^^  jyartout  dense  (ûberall  dicht).  Une  masse  de  celte  propriété 
^  '^CDujours  linéaire,  comme,  par  exemple,  la  totalité  des  nombres 
^^^ï)nels  ou  irrationnels  dans  un  intervalle;  de  même  tous  les 
^*^ï)res  dont  le  dénominateur  (réduit  à  sa  plus  simple  expression) 
^  '^^ne  puissance  d'un  nombre  a. 

'— «^  théorème  précédemment  énoncé  n'est  pas  renversable,  quoi- 
.^^  Hankel  ait  cherché  à  le  prouver  dans  le  travail  nommé  plus 
ia\x^  (»).  C'est  aussi  la  raison  pour  laquelle  la  condition  d'inté- 
P^oilité  donnée  par  Diriehlet  (^)  est  inadmissible  et  que  le 
^^orème  de  l'intégrale  de  Riemann   ne  peut  être  exprimé   par 

^^   autre.    On  peut  aussi  distribuer   une   masse   linéaire  de 

^^lle  façon  qu'elle  ne  soit  pas  partout  dense  dans  aucun  inter- 

^'Qlle. 
L'exemple  suivant  prouve  cette  possibilité.  Sur  un  espace  de 


(')  L'inadmissibilité   de  la  preuve  a    élé   remarquée   par  Dini  :  Fondamenti, 
^.  25o. 
(2)  Journal  f.  Afathem.,  t.  IV,  p.  if*(j. 
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être  partout  continue,  est  complètement  définie,  si  elle  est 
née  à  l'exception  des  points  discrets, 

^it  X  une  valeur  pour  laquelle  la  fonclion  f{x)  est  encore 
riDue  ;  on  peut  déterminer  dans  le  voisinage  de  x  des  points 

•  e  et  ;r  +  e,  qui  n^appartiennent  pas  à  la  niasse  discrète,  et 
;  les  valeurs  f{x  +  e)  et  f{x  —  e)  sont  connues.  La  valeur 
)  est  la  limite  des  progressions  déterminées  par  f{x+  e)  et 
—  e),  pendant  que  e  tend  vers  o.  Le  théorème  peut  être 
i  énoncé  de  la  manière  suivante  :  deux  fonctions  continues, 
ne  peuvent  différer  qu'en  des  points  discrets,  sont  identiques, 
t  un   énoncé    parliculier   du    théorème   général  :    une   fonc- 

continue   est  parfaitement  déûnie    lorsqu'elle    est   connue 
i  chaque  petit  intervalle  en  un  point. 

HÉOKkME  IL  —  Si  une  fonction  continue  reste  sur  tous  les 
%ts  d'un  intervallcy  à  l'exception  d'une  masse  discrète,  tou- 
rs au-dessus  ou  toujours  au-dessous  d'une  limite  déterminée, 
ne  peut  en  aucun  point  dépasser  cette  limite, 

»oilG  la  limite  supérieure,  il  serait  possible,  si  la  fonction  con- 
le  était  en  un  point  x  égale  à  G  -h  A  (/i>»  o),  de  déterminer 
intervalle  fini  x  dz  e,  dans  lequel  toutes  les  valeurs  de  la  fonc- 
i  diflèrent  de  f{x)  d'une  valeur  plus  petite  que  la  grandeur 
ilive  h.  Cet  intervalle  contiendrait  des  points  qui  n'apparlien- 
^tpas  à  la  masse  discrète,  et  dans  lesquels,  contre  l'hypothèse, 
Valeurs  de  la  fonclion  sont  supérieures  à  G. 

BéoRÈME  IIL  —  Si  pour  une  fonction  continue  f[x)  on  peut 
'f miner  en  chaque  point  dun  intervalle,  à  V exception 
^  masse  discrète ,  une  limite  supérieure  de  \x,  de  telle 
^fi  que  f{x -\- S.x) — f{^)  ne  puisse  pas  devenir  négative 
p.  positive)^  la  différence  f{x  -h  ^x) — /(j?)  ne  sera  fa- 

•  négative  (resp.  positive),  aussi  petit  que  soit  àx  >►  o. 

î>ilsidérons  d'après  la  première  hypothèse  le  cours  delà  fonc- 
'  dans  un  intervalle  de  Xq  à  Xi  ;  si  la  fonction  ne  croît  pas  partout 
^  Xq  et  Xi,  elle  doit  être  dans  tout  l'intervalle  constante, 
t-à-dire  partout  f{x  -h  Ax) — f(x)  =  o^  ou  bien  elle  atteint 
8  un  point  entre  Xo  et  t<,  qui  peut  être  égal  à  Xo,  un  maxi- 
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a  difiérence  ^(x-i-^x) — ^(^)  sera  parlout,    à   Texception 

le  masse  discrète,  négative  ;  par  conséquent,  elle  ne  peut  pas 

;nir  positive  d'après  le  théorème  III.  De  plus  "^(x)  est  une 

ition,  qui  nulle  part  ne  croît  et  qui,  ayant  pour  a:  =  a  la  va- 

0,  ne   sera  nulle  part  positive.  Dans  tout  Tintervalle  on  a 

s 

abs[/(a:)-/(a)J<(a:-a)5<(6-a)8 

;omme  8  est  une  valeur  aussi  petite  qu'on  le  veut,  on  a 

/(x)=/(a). 

es  fonctions,  partout  finies,  qui  dans  un  intervalle  deviennent 
ontinues,  peuvent  se  montrer  à  la  place  d'une  discontinuité 
plusieurs  formes.  La  discontinuité  est  premièrement /?o/ic- 
fe,  si  à  une  place  x  lim/(;r-|-  e)  de  même  que  lim/(:r  —  e) 
•  e  =  o  possède  une  déterminée  et  même  limite ,  mais  la  va- 
de  f[x)  diffère  de  celte  limite  ou  est  tout  à  fait  indéterminée 
e  des  limites  finies.  La  différence  entre  la  valeur  de  /{x)  ou 
mites  de  Tindétermination  (  Unbestimnitheitsgrenzen)  de  cette 
iret  entre  les  valeurs  voisines  doit  s'appeler  l'osceV/a^tOAi  de 
onction.  La  fonction  subit  secondement  un  brusque  change- 
t  déterminé  dans  ses  valeurs,  si  lim/(;r  +  e)  et  lim/(j:  —  e) 
'  e  =  o  prennent  des  valeurs  déterminées,  mais  différentes 
8  elles.  La  différence  de  ces  valeurs  s'appelle  V oscillation.  La 
lion  sera  troisièmement  complètement  indéterminée  à  la  place 
une  des  limites  ou  toutes  deux  sont  complètement  indétermi- 
,  ce  qui  est  le  cas,  si  f{x  ±  e)  possède  un  nombre  infini  de 
ma  et  de  minima,  dont  la  différence  n'est  pas  nulle.  Soient  G 
leur  de  la  limite  supérieure,  qui  ne  doit  pas  être  dépassée  par 
aleurs  de  la  fonction,  g  la  limite  inférieure  dans  l'intervalle 
kx  -\-  z\  G  peut,  pendant  que  e  tend  vers  o,  avec  une  dimi- 
>n  constante  ou  sans  variation,  atteindre  une  grandeur  déter- 
e  G',  de  même  que  g  avec  une  progression  constante  une 
ir  g'.  Ces  valeurs  G'  et  g'  donnent  les  limites  de  l'indétermina- 
de  la  fonction  à  la  place  x  prise  en  avant;  de  la  même  ma- 
!  on  pourra  déterminer  les  limites  de  l'indétermination  G''  et 
>ur  l'autre  côté.  Les  valeurs  extrêmes  de  ces  quatre  grandeurs 
'minent  la  valeur  du  maxima  et  du  minima  à  la  place  de  discon- 
té; leur  différence  donne  l'oscillation  de  la  fonction  en  cette 
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la  fonction  diffèrent  entre  elles  d'une  valeur  moindre  qu'un 
lit  nombre  2  8. 
Si  8  tend  vers  o,  Tlntervalle  se  réduit  à  un  point,  dans  lequel 

condition  de  continuité  est  remplie.  Un  tel  point  se  trouve 
p  conséquent  dans  un  voisinage  quelconque  de  tout  point;  c'est- 
lire  dans  chaque  intervalle,  si  petit  qu'il  soit. 

Théorème  VIL  —  V intégrale  d'une  fonction  est  déterminée 
s  que  la  fonction  à  intégrer  est  déterminée  à  V exception  des 
nnts  discrets;  ou  plus  exactement  :  deux  fonctions  intégrables 
ynnent  la  même  intégrale,  si  les  places  où  elles  diffèrent 
'une  grandeur  plus  grande  que  le  petit  nombre  quelcon- 
que 8  représentent  une  masse  discrète. 

Théorème  VIII.  —  Le  quotient  différentiel,  pris  en  aidant  de 
t intégrale  finie 

'ft  en  général  égal  à  f(x).  Les  places  où  il  diffère  de  cette 
^leur  de  plus  quune  grandeur  0  quelconque,  ou  dans  le  cas 
^  y{x)  est  indéterminée,  les  places  dans  lesquelles  la  diffé- 
''^centre  les  limites  de  l'indétermination  et  le  quotient  dif- 
^cntiel  est  plus  grande  que  3,  ou  enfin  les  places  où  les  li- 
^^es  de  V indétermination  du  quotient  diffèrent  de  plus  que  8 
^  ^iniites  de  la  fonction  représentent  une  masse  discrète, 

*-^^ns  l'intervalle  d'intégration  de  a  à  6,  représentons-nous  tous 
points  de  discontinuité,  où  les  oscillations  de  la  fonction  inté- 
^ley(x)  sont  plus  grandes  qu'un  petit  nombre  8,  renfermées 
*^  Un  intervalle  petit  à  volonté;  ;r  peut  alors  désigner  chaque 
^Ur  dans  un  voisinage  quelconque  de  tout  point,  et  l'on  a 

f{x)dx. 

Nous  avons  trois  cas  à  considérer. 
^'^   Ou  bien  la  fonction  est  continue  à  la  place  x,  et 

/""o/(^-/0=/(^); 

^^  ilors  le  quotient  différentiel  pris  en  avant  de  F(x)  est  égal 
4/(x). 


rl£V:ElkE  FARTIE 


X*  i.>x -jn  "  r  —  i  A  X1-*  lisLÎte  dêt«minée /(x-f-o);  mais 
,*-.:e  >iii«f«ir  i::frr-  i?  ^  -^ùt^^ir  /  -r  coi  de  la  limite  d'indétenni- 
xac«.>a  hi  rïOi  ^iif^ir  ii?  ii*]iii>  i»  ^,  et  Toii  a 


I    =  •  X    :^  '  <<  ^  »- 


5'  .'«i  *ann  u  nair^xua  u  nui:»  xa  ^«Msîna^  quelconque  de x 
.«r*>  *t  o  uii.  in  i«*niar-?  nom  id  tnà^hmi  et  de  minima;  lesoscil- 
afttt»ti>  ^^t^'Hi  -j*»iu*aair  nus-  i«fCQ»  «çi»»  ?-  Soient  G  la  limite  sa- 
]««^^*m-     ^'    i,    imiiir   mèfi-ir-    ies  viLrars  de  la  fonction  dans 

•   r  —  •   —  F  r 

■ 

t*BUk  fc  !••>-  r  rav-urai.  a-î-  nif^rToir^f^  i^i  pa:^  besoin  de  prendre 
ajGp:  ^c'ur  ».•:•■.  Taiape^  -?T>r3!iaiii.  i  r-îsOf  wanjoars  entreGeff 
.Tut    .'nsurifr.    vr^   ;      •.   ^-    ti  ni   a.  lîifiîr-ïain!  e<t  plus  petite  qwo. 

<<^rn.  *ar  vazs^cvrfSL  «-^  ixBUkr^  m  niucienc  «iilFêrentiel,  doal 
A  .in.îrwi  .cirïîrr  •*  ■hub'  a-  i  uiiuv^  les  pLKes  x.  par  les- 
«.«cfv*:-^  ?^  ^tvij««r*^  £  a&  »&-  ikr  ^3Amr.  ?oii£  mises  à  put  dès  le 
'•fiui»:»n.rfm:«tL       tui*-  '«•CIL  ïfcvme^ 

■-    >*.    t. a    e  -rmar^oef^   r*r  cub>  e   nsaier  ^n<  îl  peol  encore 
-<«   <t«<air-r  -«»iur  'jm    »iy<rjm!anvasÈ^   i^imrtzuee.  ce  qui  o'eoi- 

«a>    T^tajc   .mr        .aii>    ~:Db«7*.uLe   le^^inede^  ^lùest  le:»  limites 

j:-.  •»       -      !----' ^    u     1    idp.r^aL^    Ure   ^oieirv   *  r— o»  et 

..-*,      -r^ —  »   .11.-.     tt    ^— -îniAilrn.    MAUi'Tneaj:  pe  le  (po- 

..-  -.     r        ^    1  *ut.-    j>*r*-^    %~  :ipr    \itr^ir  it  c-imiaitl^- 1^ 
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v)p€ut  représenter  la  dérivée  de  F [x)  de  deux  côtés  et  celui- 
naturellement  peut  être  changé  à  volonté  aux  points  dis- 
ts, 

les  deux  corollaires  sont  les  suites  immédiates  du  théorème  VII 
le  la  remarque  à  la  fin  du  théorème  VIII. 
5oitF'(j:)  la  dérivée  prise  en  avant,  on  pose 

Ton  a 


Lx  ^J ,  Aar 

Par  suite  du  théorème  précédent,  on  ne  peut  pas  directement  en 
s  points  discrets  déterminer  un  A:r,  pour  lequel  le  côté  droit  de 
galité  soit  plus  petit  que  tout  petit  nombre.  Il  faut  tout  d'abord 
cepter  les  points  où  F  (x)  ne  possède  aucune  dérivée  définie, 
Ds  lesquels  les  limites  de  l'indétermination  de 

Uni    F(a?-f- Aj;)  — F(a:) 

ïèrent  de  plus  de  3  ;  puis  les  places  où  F'(^)  a  une  valeur  dé- 
^ininée,  mais  où  u^^F^x-^-h)  diffère  avec  F'(^)  de  plus  de  8. 

• 

*Js  tous  ces  points  représentent,  par  suite  de  Tintégrabilité  de 
(^),  une  masse  discrète.  On  peut  alors  conclure,  d'après  le  théo- 
^^  V,  que  la  fonction  continue  ç(^)  est  constante.  Il  s'ensuit 
^  l'on  fait  reconnaître  aux  places  singulières  que  le  quotient 

o{x  -^  ^x)  —  ç(^) 
Lx 

^lent  égal  à  zéro  et  l'on  a  : 

^^ÉORÈME  X.  —  Si  une  fonction  continueY  {x)  posssède  dans 
^^terçalle  une  dérivée  Y' {x)  partout  finie  et  intégrablcj  la 

"Ur  du  quotient  des  différences —^ ^^—  est  égale  a 


^-^à'dire  qui  est  partout  égale  à   une  naleur  qui  se  trouve 


/] 
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es  limites  finies  ou  infinies,  ou  bien  élre  déterminée  et  in- 
3t  dont  la  dérivée  est  partout  connue  comme  une  fonction 
intégrable  (à  l'exception  des  points  discrets),  ne  peut  être 
née  et  infinie  ou  indéterminée, aux  points  discrets  que  si  la 
le  la  dérivée  au  rapprochement  des  points  discrets  croît  en 
de  chaque  limite. 

Fet,  soit  a: un  point  dans  lequel  la  fonction  F(:r)  entre  des 
finies  ou  infinies  est  indéterminée,  ou  bien  déterminée  et 
pendant  que  dans  l'intervalle  de  x  —  h  k  x'\\  n'y  a  aucun 
ingulier,  on  peut  déterminer  dans  cet  intervalle  dans  un 
je  quelconque  de  x  deux  places   x  —  e   et  x  —  e-f-  ^x, 

valeur  absolue  de — sera  plus 

qu'un  grand  nombre  quelconque  K. 
lotient  est  égal  à 


-  /  F'(x).&; 


«-'jr  —  » 


après  l'hypothèse,  il  existe  dans  l'intervalle  Ae  x  —  e  à 
h  Aj:  une  dérivée  partout  finie  et  intégrable. 
Dsuit  que  la  valeur  absolue  de  la  fonction  F'(j:)  ne  peut 
e  dans  cet  intervalle  de  l'intégration  partout  plus  petit 
lombre  R;  que,  par  suite,  les  valeurs  de  la  dérivée  crois- 
dehors  de  toute  limite  à  l'approche  des  points  discrets, 
sultat  se  trouve  brièvement  résumé  delà  façon  suivante  : 

HÈME  XI.  —  Une  fonction  qui  n'est  soumise  en  aucune 
run  intervalle  à  de  brusques  changements  de  valeur 
la  dérivée,  à  V exception  des  points  discrets,  est  connue 
étant  une  fonction  intégrable,  dont  la  valeur  absolue 
isse  nulle  part  une  im leur  déterminée,  est  continue  dans 
ntervalle,  et  sa  valeur  est 


F(^)  =  lF'(x)dx. 


reste  à  démontrer  le  théorème  qui,  depuis  les  recherches 
lann,  représente  le  fondement  de  la  théorie  des  séries  tri- 
!iriques.  Comme  on  sait,  on  a  ce  théorème  :  Si  l'on  peut  dé- 
^rpour  une  fonction  continue  f{x)^  dans  tout  intervalle  de 


T       :  -.iT; 


w 
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^OREMB  XII.  —  Une  fonction  continue  f{x) y  qui  à  chaque 
fTun  intervalle,  à  Vexception  d'une  masse  discrète,  pos- 
jour  ^x  une  limite  supérieure,  telle  que  l'on  ait 

abs  —^ <  5, 

ettra  de  déterminer,  dans  un  voisinage  quelconque  de 
te  place,  un  intervalle  de  longueur  finie,  dans  lequel  f{x) 
16  fonction  déterminée  et  linéaire. 

fonction  continue  f{x)  est  à  considérer  géométriquement 
16  une  ligne  formée  de  zigzags  possédant  autant  qu'on  le  veut 
»inbre  infini  d'angles. 

lous  reste  encore  à  poser  la  condition  pour  laquelle,  dans  le 
i  elle  est  remplie,  f{x)  sera  exprimée  par  une  seule  fonction 
re. 

jfles  applications  qui  viennent,  il  importe  de  prouver  que  la 
lion  suivante  suffit.  On  doit  avoir  partout  sans  exception 

^^^f(T-^^x)  —  1f{x)-^f(x—^x)  ^  g^ 

fonction  continue  qui  donne  une  ligne  de  zigzags  est  une  in- 
e,  c'est-à-dire  qu'elle  possède  une  dérivée  intégrable. 
r,  après  la  mise  à  part  des  points  discrets,  il  y  a  dans  tous  les 
^alles  une  dérivée  qui  dans  chaque  intervalle  est  constante  et 
>nséquent  intégrable. 

peut  donc  poser,  quand  même  la  dérivée  à  l'approche  des 
s  discrets  deviendrait  infinie, 


A^)  =Jy'{or)dx, 


nature  de  cette  seconde  condition  est  de  faire  disparaître 
langements  brusques  def'[x)  en  chaque  place;  car  on  a 

limites  limy(jr  -|-Aa:)et  lim/'(j;  —  Ax)  ont  des  valeurs  finies 
(terminées  par  A^  =  o,  ces  valeurs  ne  peuvent  pas  diflerer 
tarfl.  des  Sciences  mathém.,  i*  série,  t.  VI.  (Septembre  1882.)  ?i 


^   -  «  .»  « 


I 

; 


■  ti 


\ 
f 

II 
I, 


la. 


rt  I 


P 


ar 


(À. 


A»r 


— .fii,- 


«*•• 


MÉLANGES.  259 

des  valeurs  quelconques  dans  V intervalle  donné) ^ 
e  {Y  x)  —  F,(a:)  =  cp(a;)  est  une  fonction  linéaire 

1  F,  [x)  possède  la  première  dérivée  partout conlinue 

F",(^)=  f  Az)dz.' 

,  d'après  un  théorème  connu  sur  double  définition  de 
•rivée  d*une  fonction,  qu'on  a 

un — -^j^y ^^ .^  =A^) 

limy*(T  ih  Aj:)  prend  une  valeur  déterminée  pour 
rouver  ce  tliéorème  directement  par  l'égalité 

:F,(ar)-h  F,(JF— Ax)=   /      [/(x -+- a) -l-/(a7  —  a)](A^  —  a)rfa 

=  [/(x  -+-  OA^r)  -\-/{x  —  0 Aar)]  — -• 

ît  à  part  les  places  appartenant  à  une  masse  discrète, 
les  l'égalité  delà  fonction  /{x)  avec  la  limite  du  quo- 
liflerence  d'ordre  2  de  la  fonction  F  {x)  n'est  pas 
)lus,  les  places  011  les  limites  de  l'indétermination  de  la 
')  diffèrent  de  plus  de  5  ou,  dans  le  cas  où  /(x)  pos- 
;  valeur  déterminée,  où  les  oscillations  de  la  fonction 
t/{x-+'  Ax)  sont  plus  grandes  que  S,  places  qui,  par 
égrabilité  def(x)f  ne  représentent  qu'une  masse  dis- 
Ta  que  ^{x)  remplit  la  condition  du  théorème  XII,  et 
notion  doit  être  linéaire  dans  chaque  intervalle  séparé. 
lit  aussi  la  condition  du  théorème  XIII,  d'après  la 
position, 

—  açp(j?)-4- ^(;r  —  Ix) 


Aa?)  —  i¥{x)->r  ¥{x  —  Ajt) 
Ax 


X— IAt 


2<>o  PREMIÈRE  PARTIE. 

Les  deux  termes  de  droite  tendent  vers  o  avec  Ax,  le  pre^»,^^ 
d'après  l'hypothèse,  le   second  puisque  f{x)   est  une  fonciioi, 
inlégrable. 

Donc  ^{x)  est  linéaire  dans  tout  Tintervalle. 

Un  cas  spécial  de  ce  théorème  est  le  suivant  :  Si  une  fonction 
F{x)  a  la  propriété  çue 


^ ' Â5«^ ^ ■  =/<^) 


lim 


donne  une  fonction  partout  Jinie  et  intégrable,  on  a 

f  dy  r/(4î)rf5  =  [F(ar)-FO)]-(:r-p)F'(«), 

même  si  Ton  change  la  valeur  de  la  fonction  f{z)  arbitraire- 
ment aux  points  discrets. 

Pour  le  cas  où  la  fonction  f(x)  devient  infinie  dans  Tinlervalle 
sans  pourtant  cesser  d'être  intégrable,  l'équation  précédcDle  n'a 
de  valeur  que  si 


lim 


F(a--+-A^)  — aF(T)-hF(:F  — Ax) 


Aâr 


devient  partout  égale  à  zéro. 


{yl  suivre.) 
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COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


ZEUTHEN.  —   Grundriss    biner    elementar  -  geombtrischen   Kegel- 
^HNiTTSLBHRE.   I  vol.  in-8**;  97  p.  —  Leipzig,  1882. 


^e  nom  de  M.  Zeuthen  recommande  suffisamment  ce  petit  Livre, 
itpour  renseignement  élémentaire  :  il  n'est  sans  doute  pas  utile 
n  louer  la  clarté  et  la  précision  ]  nous  nous  bornerons  à  expli- 
sr  succinctement  l'ordre  qui  a  été  suivi. 

L'auteur  commence  par  exposer  les  propriétés  des  axes  radicaux 
des  faisceaux  de  cercles  dont  il  aura  besoin  ensuite  :  il  définit 
sections  coniques  comme  lieux  du  centre  d'un  cercle  passant 
'  un  point  fixe  et  tangent  à  un  cercle  ou  à  une  droite  fixe  :  cette 
uiition  revient  sans  doute  à  celle  qui  exprime  la  propriété  fon- 
ïentale  des  foyers,  mais  elle  a  l'avantage  de  réunir  les  trois 
rbes  et  de  relier  immédiatement  les  propriétés  des  cercles  pré- 
emment  établies  au  problème  de  l'intersection  d'une  conique 
Une  droite  et  à  la  détermination  de  la  tangente  ^n  un  point,  le 
*txd  problème  n'étant  qu'un  cas  particulier  du  premier. 
Cs  quatre  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  l'exposition  des 
^riétés  les  plus  simples  relatives  aux  foyers  et  aux  tangentes  ;  on 
^quera  dans  les  Chapitres  V  et  VI  la  construction  si  simple 
permet  d'établir  la  propriété  fondamentale  de  la  directrice,  et 
Procédés  ingénieux  suivis  par  l'auteur  pour  établir  l'existence 
-s  propriétés  des  diamètres  ainsi  que  l'équation  d'une  conique 
ntre  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  :  tout  est  établi 
calcul  et  sans  le  secours  de  la  Géométrie  projective  ;  M.  Zeu- 
^  traite  ensuite  (Chapitres  VII  à  XI)  de  la  parabole,  des 
^ptotes  dans  l'hyperbole,  de  l'hyperbole  équilatère,  de  la  dé- 
^ination  de  l'aire  des  coniques,  des  sections  du  cône  de  révo- 
lu. Nous  signalerons  dans  le  Chapitre  suivant  une  curieuse  dé- 
LStration  du  théorème  de  Pascal,  pour  un  hexagone  inscrit  dans 
•ercle  :  cette  démonstration,  due  à  Steiner,  repose  sur  les  pro- 
ies bien  connues  des  causes  de  similitude  d'un  système  de  trois 
£ull.  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  t.  VL  (Octobre  1882.)  22 
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•  r.  '    1.1    -•■^  c    r- r/r.^   7-*ir  :*'n^r^  jg  p*jÙLt  d'ÎMUneclm 

**    .-'wT    .;/i^"^"f4.- •    f    -'r*-    '-a unir',  W   n^zzr^  t^sM pentes  me^ 


^^  -r-  '--'.-4,:. T.  ^  :rr^«ri«r   "jrmieî:  l'-ciûîlr  -tti*?  les  bissectiîces 

r      uuj'^   Jî    -ii's:v    3ir.rfRc^  «  me  nauni»:  s:nt  conjo*uées  j»r 

-T-u«»r-       T*.Z'.    ':aii£^t:.    zjnn.  m   Ziaoïcr^  Cîicîacnf  aax  lois  de 

"^.'.Mcr       ~  •^m.r:  ^n  -^sl^'-^jh.  a  i»i  it  %^wtja  -îC  À  rittnctionpro- 

•  t-rx'iuiî:-.:*:       i   iîr<uii;^    tmine    rtît  rîiiirîiLiîaî  petit  liTre.  qui  ne 

r  'i    liuiu'icr'-'  -.rr    i^sft  Jt-j-fr-îlli  l«^-.e!^'^Cl•âaa:><ft  parles  maîtres. 

:•  itauaï-     Tie    r^  a&    •    c=-  «.iiirre  T'jirf'îr'jat  i  U  fin  de  clïi<[oe 


H  .M»  ?-a:i«jki«K  K  «Sjma  ?<ifc2TacKQiî(:E.ToiDeI,Cff£c^ 


-^    ^ -î-T-    ri&^inr^  inf    A  Fniaw  poè^de  déjà  sur  ce  *J« 

^^^^^  *.         x'iu    >--     .iu.i»ir  àH»rîi>e   ie  ttnit  €  loge  banal  :  il  s»"*^* 

:-*;•.:«:«■      nzs^  -^Ljt  ,--  rï  nu  iLsCxx^ve  particolièremeat  k 


4.  — ^-      ■rin.-rr*!»».   r=^  'mi'idiicOja  et   5Îil  Chapitres;  '^ 

^    >-.  .....  j;>  _^^^.--^.r  fH>  iiSereDlielIes,  de  leflTJ    Ê" 

-     ,..;-  ■... .^    •    .1    *  iif^iiiACca  Jes  équations  difiiSren- 


1» 


^-^    .  icu*^--     *    ua    atrr»^^  :«i-^.j 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  ^63 

Le  troisième  Chapitre  est  intitulé  :  Développement  en  série  ; 
mteur  débute  par  l'étude  de  la  formule  de  Taylor  et  des  prin- 
paux  procédés  pour  effectuer  les  développements  en  série  :  on 
marquera  là  une  exposition  claire  et  concise  de  la  marche  à 
livre  pour  développer  en  série  les  racines  d'une  équation  algé- 
îque  entre  deux  variables  et  des  résultats  essentiels  obtenus  par 
-  Puiseux.  Vient  ensuite  une  étude  fort  bien  faite  des  séries  et 
îs  produits  infinis  ;  la  distinction  entre  les  séries  convergentes  et 
»s  séries  semi-convergentes,  les  conditions  sous  lesquelles  on 
ml  afBrmer  qu'une  série  est  uniformément  convergente  sont 
•ésentées  d'une  façon  simple  et  précise;  comme  application, 
!.  Jordan  traite  des  séries  qui  servent  de  fondement  à  la  théorie 
58  fonctions  exponentielles  et  circulaires,  puis  de  celles  qui  défi- 
issent  les  transcendantes  de  Jâcobi;  il  donne  aussi  quelques 
idications  sur  la  série  hypergéométrique  et  la  fonction  r(j?),  et 
pplique  aux  séries  d'Eisenstein  et  aux  fonctions  ^  à  plusieurs  va- 
lables les  propositions  relatives  à  la  convergence  des  séries  mul- 
iples;  enfin  l'auteur  termine  en  établissant  les  propriétés  élémen- 
taires des  fractions  continues  arithmétiques  et  algébriques.  Le 
Chapitre  IV  est  consacré  aux  maxima  et  minima.  Le  Chapitre  V 
ist  intitulé  :  Applications  géométriques  de  la  série  de  Taylor; 
c  titre  nous  paraît  plus  heureux  que  celui  d^ Applications  géo- 
métriques du  Calcul  différentiel,  sous  lequel  on  range  ordinai- 
-ment  les  théories  du  contact  et  de  la  courbure,  parce  qu'il  met 
-ttement  en  évidence  la  nature  essentiellement  analytique  des 
'po thèses  sur  lesquelles  reposent  ces  théories.  M.  Jordan  traite 
^  Contact  en  suivant  à  peu  près  la  même  voie  que  M.  Hermite 
'^s  son  Cours  d'Analyse  :  on  remarquera  dans  ce  Chapitre  les 
^^graphes  consacrés  aux  propriétés  infinitésimales  du  premier 
^re  des  surfaces  réglées,  des  congruences  et  des  complexes  de 
^^tes,  ainsi  que  la  façon  ingénieuse  dont  l'auteur  établit  la  no- 
^^  de  l'aire  d'une  surface  courbe. 

Enfin,  dans  le  Chapitre  VI,  l'auteur  établit  diverses  propriétés 
^s  courbes  algébriques,  propriétés  dont  l'importance,  au  point 
^^  Vue  du  Calcul  intégral,  ne  peut  plus  être  contestée  depuis  les 
•^vaux  de  Clebsch  et  de  ses  successeurs.  J.  T. 


■^  •' 


•  ak   - 


«».    .-x  ',;     '  -    -  Il .-4 «AT?  CI.  «.uuLuuo,  iiitr  la   ifuiurc  ut 

r.:  i>  i*.  M    >.i.in«»a  sur  les  coniques  el  les  courbe 
i-  •«  .ir  •''i  ijua  Et  iqu'"<  b  ici  roula  1res,  par  li 

i-  '•!•    ^   *►  M       a:-**v  .jt  -iu  Li\Te  Je  M.  Darboux.  - 

'*     •-    ..:  ^•..:  :  i-  iiior^   î«?  ne^tioas  curieuses  rëso 
^..^  u'Ciiii-es    :u:    sra:  -fn  honneur 


»»  1.»-^ 


^— .c"*»ï*m: 


i. 


I 
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THÉORIE  DE  LA  SÉRIE  DE  FOURIER. 
Par  m.  le   D'  Axel   HARNACK,  a  Dresde. 

(suite.) 

II. 

reuve  que  la  représentation  (Tune  fonction  par  une  se- 
trigononiétrique  est  possible    seulement    (fune    manière 

s  points  de  divergence  d'une  série  infinie  sont  de  deux  es- 
5  :  ou  la  somme  des  termes  croît  au-dessus  de  toute  limite  ; 
rie  sera  alors  en  cet  endroit  intinie  d'une  manière  détermi- 
na indéterminée;  ou  bien  la  somme  donne  des  valeurs  qui 
ent  entre  des  limites  finies.  Dans  le  premier  cas,  la  divergence 
être  nommée  infinie  ;  par  contre,  dans  le  second,  on  peut  lui 

une  mesure  finie.  Désignons  par  S«_|  la  somme  des  ter- 
possédant  rindice  o,  i ,  ...  jusqu'à  n  —  i ,  et  par  R;,  la  somme 
•us  les  autres,  bref  le  reste  de  la  série,  et  formons  la  suite 
,  S„,  S/i^.,,  . . .;  il  existe  une  limite  supérieure  (finie)  G^  et 
imite  inférieure  gn,  qui  ne  sont  pas  surpassées  par  les  termes 

suite  infinie. 

l'indice  n  croît  à  volonté.  G;,  atteindra,  en  diminuant  conti- 
ement  ou  en  restant  constant,  une  valeur  G',  et  gn  en  aug- 
ant  continuellement  ou  en  restant  constant,  une  valeur  g' ,  Ces 
irs  G'  et^  représentent  les  limites  dernières  pour  l'oscillation 

série  et  leur  différence  sera  appelée  la  mesure  de  divergence. 


Ce  paragraphe  contient  les  deux  principes  fondamentaux  des  séries  trigono- 

îues  prouvés  par  M.  Cantor  {Math.  Annalen.,  t.  IV  et  V),  et  cela  sous  la 

la  plus  générale  qu'on  puisse  leur  donner.  Les  preuves  mêmes  pourraient 

sans  changer  dans  leur  principe,  mais  l'idée  d'une  masse  discrète  rend  fort 

e  la  preuve  du  second  théorème. 
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es  les  valeurs  plus  grandes,  les  termes 

-4-  £)-4-  b„cosn{x-{-  s) 

\nx-hbnCOsnx)cosnt-{-  (ancosnx  —  bn sinnx)sînnzy 

—  e)  -f-  bnCosn{x  —  e) 

\nx-+-bnCOsnx)cosnz  —  (Oncosnx  —  bnsinnx)sinnt, 

soluô  deviennent  plus  petits  que  8,  où  x  est  une  va- 
voisinage  quelconque  de  chaque  place,  e  une  valeur 

'intérieur  de  rintervallè  construit, 
que,  pour  chaque  valeur  de  e,  il  reste  à  fixer  une 
de  n  ;  il  n'est  pas  encore  dit  que  la  même  limite  de 

outes  les  valeurs  de  e,  pour  remplir  la  condition  de- 

Qaît  facilement,   par  addition  et  soustraction  de  ces 
les  valeurs  de 

7-^  bnCOsnx)cosnt    et    {anCOsnx  —  basinnx)sinnt 

sûrement  plus  petites  que  5. 

iltiplie  la  première  égalité  par  sin/ixsinne,  et  la  se- 
)s/ijrcos/ic,  on  trouve  par  addition  que  a/jsin  2/ie,  et 
e  analogue  que  ft,,sin  a/is  doivent  être  plus  petits  que 
*  peuvent  être  faits  plus  petits  que  tout  nombre  donné 
aleur  2£  =  a,  on  dira  alors  :  il  faut,  pour  toutes  les 
;  dans  un  intervalle  déterminé  (dont  nous  appelons 
i  et  b)  que  lima,,  sin^ia  (ainsi  que  limé,,  sin/ia) 
is  petit  que  3'.  Cela  montre  que  pour  chaque  a  on 
ner  une  place  /î,  à  partir  de  laquelle  les  valeurs 

[fl/isin/ia]   ...   [a„_^^sin(/i -h  A)a]  . . . 

^lus  petites  que  3'  (pourtant  il  n'est  pas  dit  que  le 
se  pour  toutes  les  valeurs  de  x). 

ande  ne  sera  accomplie  que  si  à  partir  d'une  place  n 
ours  [«//]»  . . .,  [^/?+a]  sont  plus  petites  que  5'. 
i  que  ce  n'est  pas  le  cas;  on  pourra  former  une  série 
bre  infini  de  membres  a„^y  a„^^  . . . ,  a„^,  , . . ,  dont  les 
toutes  égales  ou  plus  grandes  que  3'.  Dans  ce  cas  on 
T  une  valeur  a  dans  Tinlervalle  donné  de  a  'd  b  (et  par 
aquc  partie  de  celui-ci,  si  petite  que  soit  cette  partie)^ 


a68 


PREMIÈRE  PARTIE. 


pour  laquelle  la  série  €f«^sîn/i|X,  a^sin/ixx,  . . .«  a.,sin/ii^2n*apas 
la  limite  o. 

l^r  on  peut  de  la  série  des  nombres  entiers  positifs  croissants 
sans  limite  m  i  •  /i«,  • .  • ,  /14 . . .  tirer  nne  seconde  série  infinie  n\,  n\, 

h\ pour  laquelle  on  peut  déterminer  une  valeur  2,  de  sorte 

que  les  produits  m\x^n\iL n^x . . .  différent  toujours  de  moins 

d'uu  petit  nombre  quelconque  £  avec  un  multiple  impair  de  '-; 

par  v%><iséquent«  que  la  Taleor  da  sinus  se  trouve  aussi  près  qo  on 
le  >«rttt  de  rmùtè  et  par  suite  la  valeur  de  ^^sinn'^z  aa  moins 
a«$$t  pcè;^  <^^oa  le  veat  de  la  valeur  ?  différente  de  o. 


■■.x^». s     et     «tx<;»t 2, 


vL  ia 


».  — 
1 


>3àeitr  ie  zxrmihf 


enCnnr«  et  encore  à  détcrwoer.  La 
dhxuaé  «le  «  à  &  si  Ton  a 


•  u 


1* 


Il  <  —  -    — 


17  —  î     ~- 


iK^t^-^oilv    irioaeuart    ^^truKBiSBt  tu  aumlire  impair 


>i 


Foo 


■*^  \>iv 


•  r 


»    —    A 


1^     —   .  1       •»!        1. 


J  i 


.•.:t   «*e*«*A>uir  Sifr*  l  i?M.*rxne  imiOf  ji&rstsurç  a.  poor  li  ^' 
'r.    .    \.  ^-nK  •-     ».    X    u^ifeutcui  ia  r-  ni  IL  ■*î5t  nécessaire  de  nier 

.'^    u^s'-^^u-l^î   i\«trrttmt:   îrfr^e^aestt  2dr 


w   ^ 


.  ..^*in»«A 
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ms  cet  intervalle,  il  nous  faut  déterminer  a,  de  telle  façon 
pour  n\  >  /i',,  on  ait 


— 1? — <^< — zp — 


oit  répondre  à  l'inégalité 


t  plus  grand  que  y^\  dans  cet  intervalle  il  se  trouvera  au 
3S  un  nombre  impair  si 


e  cette  façon  nous  ne  possédons  toujours  qu'une  limite  infè- 
re, selon  laquelle  on  tire  n^  de  la  série  primitive  /i|,  /ij,  • . .  et 
s  que  j^2  est  choisi  selon  l'inégalité  donnée,  il  reste  encore 

randeur  a  limitée  sur  un  intervalle  fini,  dont  la  longueur 
le 

ans  cet  intervalle,  on  peut  déterminer  un  nouvel  intervalle, 
pies  valeurs  duquel  une  grandeur  n\.  cl  répond  à  la  question, 
insi  de  suite  une  place  a  sera  définie  par  ce  procédé,  pour 
telle  les  valeurs  sin/i', a,  sin/i^  a,  .  •  .^  sin/i';^a,  .  • .  sont  diffé- 
es  de  l'unité  de  quantités  aussi  petites  qu'on  le  veut,  de  sorte 
contrairement  à  l'hypothèse  la  valeur  absolue  des  membres 
a  série 

an',  sin n\  a,     an'  sin  ni  a,  . . .,     a^'  sin  n^ «  ... 

t  pas  plus  petite  que  8'. 

l  n'existe  donc  pas  de  série  a^^,  a„^^  • . .  dont  les  valeurs  sont 
^s  égales  ou  plus  grandes  que  tout  petit  nombre  8',  c'est-à- 
;  que  l'on  ait  lima/i  =  o,  de  même  que  Waibn  =  o. 

heorèmeXVI.  —  Si  deux  séries  trigonométriques,  en  général 
vergenteSy  concordent  partout,  excepté  aux  points  discrets 
w  un  intenta  lie  de  —  n  à  -4-  ir,  c^  est-à-dire  si  leur  différence 
me  une  série  trigonométrique,  qui  en  général  est  nulle  et 
lement  aux  points  discrets  différente  de  o  d'une  quantité 
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plus  grande  que  o,  ou  enfin,  dans  le  cas  où  elle  tliierge,  seulr- 
ment  aux  points  discrets  posséderait  des  limites  dindiUrmi" 
nation  dont  la  valeur  est  plus  grande  que  o  :  ces  deux  séries 
sont  identiques  dans  leur  forme,  c" est-^à-dire  que  les  coeffi- 
cients correspondants  sont  égaux  et  leur  différence  est  partout 
nulle. 

La  difTérence  des  deux  séries  donne  une  série  avec  des  coeffi- 
cients qui  finalement  disparaissent. 

k  =  Q 

ce  qui  définit  une  fonction  y(j:)  qui  seulement  aux  points  dis- 
crets diffère  de  o  d^une  valeur  déterminable.  ou  possède  des  limites 
d'indéterminations  dont  la  différence  avec  o  est  plus  grande 
que  0. 

La  série  trigonométrique 

k  =  m 

ï   »     •      V  ^A- sin  A-ar  -4-  du cos kx 

k=l 

définit  une  fonction  continue  F(x)  qui,  comme  Riemann(')'' 
démontré,  a  la  propriété  que  premièrement 


lim    ¥(t-^1t)  —  9.F(x)-^F(x — Aj:) 


=  /(^) 


partout  où  /{x)   est  convergente,    et  secondement  que  parlool 
sans  exception 

lim    F(t-^  Ix)  —  -j.Vjx)  -4-  F(x—  Ix)  _ 

D'après  cela,  la  fonction  F(jr)  répond  aux  conditions  du  ineo- 
rèmcXllI  et  est  une  fonction  linéaire  : 

A=oe 

Gx-hC  -^ -rfoX>=  ^ jr^ 


C)  L.  c.y  p.  a3a.  Le  ihéorèine  de  Kiemann  sert  de  foadement  à  la  démonsiral'*" 
ici  comme  plus  loin,  §  G. 
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s^ ensuit  que  C==rfo  =  o,  car  Tégalité  doit  subsister  pour 

es  les  valeurs  de  x,  et  le  second  membre  de  l'égalité  est  une 

:lion  périodique. 

A  série  infinie  du  second  membre  est  uniformément  conver- 

*=« 

lie,  car  la  série  2  ÏR  ^^^  convergente. 

On  peut  alors  facilement  prouver,  en  intégrant  entre  les  limites 
T:à  +7:  (le  second  membre  peut  être  intégré  terme  à  terme), 
rès  que  Ton  a  multiplié  chaque  membre  par  ^inlx  et  coslx,  que 

C  =  o    et    Cfe  ^=  dk  =^  o 

ur  toutes  les  valeurs  de  A",  parce  que 

1        sinA'^r  dx  =   j        cosXtj:  dx=TZ 

f*^*  x»-f-i:  ^-t-r. 


-« 


sinkxsinlxcix  =   j       coskxcoslxdx^=   j       s'inkxcoskxdx  =^  o 


6t/5ont  des  nombres  entiers  différents). 

-«es  dernières  équations  sont  appelées  les  propriétés  des  inté- 
Us  des  fonctions  trigonométriques. 

-€  théorème  démontré  attire  l'attention  sur  une  circonstance  par- 
olière de  la  série  trigonométrique.  Si  une  fonction/(j;)  est  défi- 
par  une  série  trigonométrique  dans  l'intervalle  de  — Tcà  H-ir, 
u'on  la  change  aux  points  discrets,  il  n'existera  pour  cette  nou- 
c  fonction  aucune  autre  série  trigonométrique  que  la  primitive, 
peut  même  dire  que  celle-ci  doit  être  considérée  comme  la 
le  et  unique  représentation  de  la  nouvelle  fonction  par  une 
€  trigonométrique,  quoique  la  fonction  et  la  série  diffèrent 
un  nombre  infini  de  points,  qui,  il  est  vrai,  sont  discrets, 
•e  premier  théorème  de  ce  paragraphe  repose  sur  la  propriété 
s  générale  d'une  masse  discrète  et  peut  par  conséquent  être 
odu  à  des  points  qui,  dans  un  intervalle,  ne  sont  pas  partout 
Lses. 

-A  deuxième  théorème  demande  pour  sa  preuve  le  théorème  XIII 
3st,  par  cela  même,  joint  à  la  seconde  propriété  d'une  masse 
crête. 
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le  ainsi  que  son  carré,  et  qui  est  donnée  arbitrairement 
ites  les  valeurs  de  x  dans  Fintervalle  de  —  ir  à  H-  r,  par 
;  avec  un  nombre  fini  de  termes, 


*  =  n 


60 -f-  ^(a;t  sinA:a?-h  ÔACOsArar), 


A  =  l 


3  la  manière  la  plus  avantageuse,  c'est-à-dire  que ,  d'après 
de  des  moindres  carrés, 


k=zn 


I       Lfi^)  —  ^0  —  ^^(aksinkx'i'  bkCOskx)*cb: 


k  =  i 


minimum,  on  trouve,  par  la  différentiation  partielle  de 
e  relativement  à  chaque  coefficient,  que  d'après  la  pro- 
s  intégrales  des  fonctions  représentant  sin  et  cos,  chaque 
it  doit  prendre  la  valeur  qu'il  possède  dans  le  développe- 
a  série  de  Fourier.  11  obtient  cette  valeur  indépendamment 
►re  n  de  membres  pris  dans  la  série  et  de  la  manière  de 
ceux-ci  ont  été  choisis. 

fexE  XVII.  —  Chaque  terme  de  la  série  de  Fourier  a 
'iété,  quHl  donne,  considéré  en  lui-même^  avec  la  plus 
iviationy   définie  plus  haut,  une  représentation  de  la 
dans  un  intervalle  de  — r^à  -h  tt. 

sers  de  l'intégrale  précédente,  au  moyen  de  laquelle  la 
*  de  la  déviation  est  mesurée  pour  la  démonstration  du 

feME  XVIII.  —  Si  une  fonction  f{x)  et  son  carré  sont 
ileSj  on  a 


lim   I       /(x)s\n  nxdx  =i  o 
lim   1       /(x)cosnxdx  =  o 


=  00  . 


et,  si  l'on  résout  l'intégrale,  dans  laquelle  a^t  et  b^  sont  les 
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ue  valeur  de  n  {Kugelfunctionen^  a.  Auflage,  t.  I;  el 
-  Kugel-  u,  Cylinderfunclionen^  Leipzig,  1 881). 
remarquer  du  reste  que,  dans  le  théorème  précédent, 
l'indice  que  ««  et  bn  reçoivent  véritablement  dans  la 
-h  6J;  il  s'ensuit  que  le  théorème  XIX  n'a  pas  de  va- 
^  sa  forme  pour  une  série  y  dans  laquelle  manque  un 
infini  de  membres  :  comme  par  exemple  dans  la  série 
^x)^  où  b  est  nombre  entier  quelconque  et  où  l'on  peut 

;  f  et  a  y/fr  >•  I . 

*f{x)  est  une  fonction  quelconque,   on  pourra  donner 

me  XVIII  la  forme  suivante  : 

«B  XX.  —  Sif{x)  et  son  carré  sont  des  fonctions 
'S,  on  a  entre  des  limites  quelconques 

J'(x)sïnnxdx      et      lim  /     f{x)cosnxdx=o, 

^t  nous  dit  davantage;  car,  si  l'on  désigne  le  reste  delà 
i^rier,  à  partir  du  terme  possédant  l'indice  n  au  terme  à 
,  parR;im»on  a 

k  =  n-^m 


k  =  n 


l 


k=:n-hm 


R?/m  dx  =  t:^  «Î  -+-  ftj. 


k  =  n 


wn  a  alors  la  propriété,  qu'en  choisissant  n  on  peut 

raie  de  R*,„  plus  petite  que  tout  petit  nombre  8,  et 

raie  ne  contient  que  des  termes  positifs,  il  est  clair 

limites  quelconque  Xq  et  ûTi  tombant  dans  l'inter- 

7w,  on  aura 


Hnrndx  <  0. 


e  cette  inégalité  que  toutes  les  places  où  la  valeur 
*ande  qu'un  nombre  quelconque  ff  ne  peuvent 
Qtervalle  /i,  qui  est  déterminé  par  la   condition 
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emplacement  de  l'ordre  de  J'inlégratîon  ,  on  a 

e  se  partage  en  deux  parties, 

a(x)^^=-    /        /(oL)doL  I        -— i d^ 


■f- 


-    /        f{^3i)dx  j      cos/i(a  —  x)flx. 


)nd  lerme  du  second  membre  reroi  t,  après  le  développement 

çrale  intérieure,  le  facteur  -  et  tend  vers  o,  avec  des  va- 

issantcs  de  /?  ;  il  faudra  alors  considérer  la  limite  du  pre- 
me  et  nous  la  désignerons  par  le  signe  I. 

îosons  /    /(x)rfx  = '^(jr)  ou/(j')  = '^(j:);  delà  iisuil 


1=  —    /        f^'{oL)doL  I  s\n  ti  z  coi  ^zdz\ 

5  l'intégrale  intérieure  simplement  par  'i(a),  on  a,  après 
on  par  parties, 


nule  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  /^,  car 
çel^J;  sont  partout  finies.  Mais,  comme  ç(  —  71)  =  o  et 

n/i(a  —  j^o)  col  J(i  —  Tq)  —  sin/î(a  —  Xi  )  coi  \{oi  —  Xi) 
x)dx  I  n'xn  nz  col  \zdz 


C    -    X, 


v(a)[sin/i(a — J7i)cot  J(a  -.rj)  — sin /i(a — ^^0)^01^(7— Xy)]f/a. 


es  ne   doit    remplir,    i)oiir   rliaque  valeur  de  m,  qu'un  inlcr 

0 

F" 

1CC5  mathém.,  2*  série,  l.  Vf.  (Orlobrc  188a.)  a3 
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de  minima  en  un  nombre  infini  de  places.  Par  rapport  à 
lit  petit  interK'alle  de  Xq  à  x^,  la  valeur  moyenne  de  la 
nciion  sera  donc  exprimée  avec  une  approximation  quelcon- 
âc  par  la  valeur  moyenne  de  la  série  de  Fourier  intégrée 
rme  à  terme. 

Cette  représentation  peut  être  appelée  uniformément  conver- 
5iite.  Soit  h  la  longueur  de  l'intervalle  d'intégration  ;  on  peut 
approcher  à  volonté  la  valeur  moyenne  de  S«(^)  dans  l'inler- 
alle  de  jr  à  X  -h  A  de  la  valeur  moyenne  de  f{x)^  et  cela  pour 
>utes  les  valeurs  de  jc,  uniquement  par  le  choix  de  n. 

Car  la  série 

x-i-A  X  =  /i 


T 


k  h 

k  --- 1 

ùji-  siuX-fj?-i-  h)  —  s'inkx 
'k  ~  ~h 


'^>     d'après  le    théorème  XIX,   uniformément   convergente,    dès 
■  One  valeur  déterminée  et  finie  de  h  est  donnée. 
V-.«tle  formule  reste  valable  si  les  limites  de  l'intégrale  se  con- 
'^clent  avec  les  limites  — -n  à  -{- tz,  soit  séparément,  soit  toutes 

-Nous  verrons  plus   tard  que  Ton  peut  encore  plus  étendre  les 
•^ppositions  de  ce  théorème. 

Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  la  suite  du  théorème 
^f  l'intégration  d'une  série  lri5:onométrique,  qui  sera  discuté 
■^us  le  dernier  paragraphe.  La  preuve  donnée  ici  est  plus  générale, 
^5iT  on  ne  fait  pas  l'hypothèse  que  la  représentation  de  la  fonction 
r  (:c)  doit  avoir  Heu  par  une  série  trigonométrique. 

lime  semble  important  de  rendre  attentif  sur  ce  que  la  nature 
fie  la  série  de  Fourier  existe  dans  la  représentation  de  la  valeur 
moyenne  (comme  toutes  le  séries  analogues).  Elle  rend  ce  ser- 
vice pour  toutes  les  fonctions  continues  sans  exception. 

Une  autre  question  plus  éloignée  est  celle-ci  :  Sous  quelles 
M>nditions  la  série  de  Fourier  nous  donne-t-elle  la  valeur  de  la 
biictîon/(jc)  en  une  place  déterminée? 

La  réponse  est  donnée  par  le  théorènue  de  Riemann  :  Si  la  série 
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.),  Professeur  à  l'Université  de  Strasbourg.  —  Leçons  sur  la 
)E  POSITION,  traduites  de  Tallemand  par  0.  Chemin,  Ingénieur 
Chaussées^  Professeur  à  I*École  des  Ponts  et  Chaussées.  2  voL 
vec  figures,  1881- 1882.  —  Paris,  chez  Dunod. 

temps  que  ropinion  du  public  mathématique  est  faite 
dont  nous  avons  sous  les  yeux  une  excellente  traduc- 
e.  Cet  Ouvrage  qui  a  eu  pour  origine  les  leçons  faites 
à  l'Ecole  Polytechnique  de  Zurich,  pour  servir  d'in- 

Tétude  de  la  Statique  graphique,  mais  qui  s^aâresse 
ceux  qui  désirent  sMnitier  aux  méthodes  de  la  Géomé- 
tion,  a  pleinement  répondu  à  son  but.  Écrit  avec  la 
^gance  de  style  qui  distinguent  M.  Reye,  il  a  su  rendre 
îs  théories  de  la  Géométrie  der  Lage  du  profond  géo- 
ngen,  von  Staudt. 

5  besoin  d'insister  ici  sur  toute  l'importance  de  l'œuvre 
^ui  ne  sait  aujourd'hui  que  c'est  lui  qui  a  établi  sur  des 
indépendants  la  science  des  propriétés  descriptives 
propriétés  qu'une  distinction  bien  tranchée  sépare  des 
étriqués,  lesquelles  ne  doivent  plus  être  regardées 
opriétés  inhérentes  aux  figures  de  l'espace,  mais  plu- 
is  relations  de  ces  figures  avec  une  autre  figure,  le 
fe  i  sur  la  sphère? 

t-  citer  dans  les  Mathématiques  des  chefs-d'œuvre  ac- 
oînt  de  vue  du  développement  et  de  la  coordination 
^ivre  de  Staudt  en  est  un.  Ainsi  l'étude  de  la  Science 
ier  se  recommande  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  aux 
^  s,  quelque  restreint  que  puisse  paraître  son  cadre. 
I  ans  cette  rtude  achevée  d'une  portion,  peut-être  li- 
^rt  belle  de  la  Géométrie,  la  réalisation  de  l'idéal  qui 

atteindre  dans  d'autres  parties  des  Mathématiques. 
'a  cependant  point  suivi  pas  à  pas  la  marche  de 
tï^avaux  antérieurs  de  Poncelet,  de  Môbius,  de  Steiner 

apporter  plusieurs  perfectionnements  à  son  exposi- 
livre  contient  aussi  plusieurs  Chapitres  qui  lui  sont 

-nces  mathéni.,  2*  série,  t.  VI.  (Novembre  1882.)  24 
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dus  en  entier  et  qui  sont  son  œuvre  personnelle.  Et  certes  ce 
sont  pas  ces  Chapitres,  consacrés  au  développement  purent  - 
géométrique  de  plusieurs  sujets  difficiles  et  nouveaux  en  boie= 
partie,  qui  constituent  la  partie  la  moins  importante  de  son  trav.^ 
Ainsi  on  lira  avec  le  plus  grand-intérêt  les  Chapitres  sur  les  s»  "^ 
tèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second  ordre,  sur 
correspondances  quadratiques  dans  le  plan,  sur  les  complexes  M 
traédraux,  sur  les  surfaces  et  les  courbes  planes  du  troisième  ord  k* 
sur  la  surface  de  Steiner,  sur  le  système  de  rayons  du  deuxiè^Ki 
ordre,  sur  la  surface  de  Kummer,  etc. 

I^  traduction  de  M.  Chemin,  faite  avec  infiniment  de  goût 
avec  une  connaissance  parfaite  du  sujet,  ne  laisse  rien  à  reprend  k~ 
Elle  fait  honneur  à  Thabile  professeur  de  FÉcoIe  des  Ponts 
Chaussées,  qu'on  ne  saurait  trop  féliciter  de  Theureuse  détermir» 
tion  qu'il  a  prise  de  faire  connaître  en  France  divers  travaux  ors  s 
thématiques  justement  renommés. 

Le  choix  des  termes  pouvant  rendre  en  français  les  expressioi 
de  l'original  a  été  Tobjct  de  beaucoup  de  soin;  et  ce  n'était  p(»ii 
la  portion  la  moins  ardue  du  travail. 

Aussi  nous  croyons  que  le  livre  dont  M.  Chemin  nous  a  oi 
une  si  bonne  traduction  française  trouvera  en  France  un  acci 
chaleureux,  non^seulement  auprès  des  personnes  qui  voudront 
treprendre  l'étude  de  la  Statique  graphique  de  Culmann  (*), 
aussi  auprès  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Géométrie. 

C.  S. 


MELANGES. 

THÉORIE  DE  LA  SÉRIE  DE  FOÏÏRIER. 
Par   m.  lk   D'  Axkl    HARXACK,  a   Dresde. 


(SIITE    F.T    FIN.^ 


ÏV. 

De  Ui  convergence  dUinc  série  en  une  place  déterminée^ 

Dans    le   paragraphe    précédent,   nous  avons    montré    que^ 


(')  Dont  une  premit're  partie  vient  déjà  de  paraître  rhe/.  Dunnd. 
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A  =n 


S«(^)  =  ^oH-  ^^ajt sinkx -h  bj^coskx 


•jy 


k^i 


1)  ~ doL. 

2sinj(a — x) 


g;rale  se  partage  en  deux  parties 

I      /•"*■' 
H /        f(oL)cosn(a  —  x)di. 

te  du  second  membre  pour  /i  =  oo  est  à  déterminer, 
nde  intégrale  converge  uniformément,  c'est-à-dire  indé- 
ent  de  x^  vers  o,  si  Ton  choisit  n  aussi  grand  qu*on  le 
e  que  la  fonction /(j:),  ainsi   que  son  carré,   est  inté- 

i  première  intégrale,  on  prend  un  petit  intervalle  quel- 
partir  de  a  =  j:  —  8  jusqu'à  a  :=  j:  -f-  8  ;  à  l'extérieur  de 

ille,  la  fonction  /(a)  — z-Vt -^  est,  ainsi  que  son  carré, 

'' ^    -^  asm^(a  —  x)  •  ' 

,  et  de  là  l'intégrale 

r'^Vi    r^-^^^^sinn(.^x)cosH^-^x)^^ 
J-r.  '^J^^i  asmt(a  — 07) 

uniformément  vers  o  pour  une  valeur  constante  de  8. 
Wons  plus  qu'à  considérer  l'intégrale 


'"^  ,  sinn(3  —  ir)cosi(a  —  x)    , 

a) î^ T^ =-^ du 

2sin|(a  —  x) 


irons  prouvé  le  tliéorème  suivant  : 

ifE  XXII.  —  La  valeur  de  la  série  de  Fourier  en  une 

Iconque  ne  dépend  que  de  la  nature  de  la  fonction 

environs  aussi  rapprochés    qu^on   le  veut  de  cette 
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Aprcr<  1^  substitution  z  —  x  =  5i.  rÎDlé^nlc  pn 

La  limite  de  cette  intégrale  dédde  dans  tons  les  cas  sur  la 
valeur  ^iJr>  de  la  somme  de  la  série,  et  la  série  de  Fonrîer 
conversrera  uniformément  vers  cette  Taleur*  si  rînté^nde  peut 
être,  indépendamment  de  jr.  amenée  aussi  près  qii^on  le  vent 
de  sa  limite  par  un  choix  convenable  de  ji.  pendant  que  o  est 
invariable. 

Mais  cosii      /  ■  ,  est  une  fonction  conliniie  de  3,  et  écale  à 

I  ■ 

Funité  pour  ^  =  o;  de  plus,  cette  fonction  est  positive  dans  Tinter- 
valle  de  El  =  o  à  .^  =  S*  et  possède  des  Taleors  décroissantes.  On 
pourra  aloK.  à  Taide  d*un  théorème  conno,  donner  une  autre 
forme  à  Tintégrale.  Remploie  ici  ce  théorème  dans  sa  forme  la 
plus  simple  donnée  par  Bonnet  (  '  ). 

Dans  le  cas  où  ?<  jr  et  ^{jr\  sont  intégrables  et  ^ijr\  une  fooc- 
tion  continue,  constamment  positive  ou  négative,  dont  les  valeurs 
absolues  décroissent,  on  a  Tégalité 


*  t 


Par  le  renversement  des  limites  on  obtient,  si  les  valeurs  crois- 
sent, pendant  que  x  parcourt  Tintervalle  de  ci  à  /*.  Tégalité 

On  peut  alors,  au  Keu  de  notre  intégrale,  substituer  directemenl 

I     j      r  •  -  -  -    t  sia  II  3     .^ 

Z   /      [/  '-.-'-y -r— 3.]— -^  rf3, 

■'•I  r 

c  étant  une  \aleur  entre  o  et  ^.  La  limite  supéneure  o  est  variable. 


,•     y.^-'c::  ,:V    V.z:À^mft:t'j-^t.  t.  \IV.  p.  îl-v  —  IH^  B<«r.Rrivn:«D.  Journal 

P^-    Uit^t-^AtiA      t     L\I\. 
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elle  dépend  de  /z,  mais  Tintégrale 

/[/(.+  P)-./(x-?)](^-i)sin«p«fp 
a  toujours  la  valeur  limite  o. 

* 

Il  faut  alors  j  dans  le  cas  où  F  intégrale  primitive  donne  une 
valeur  limite  déterminée,  que  P  autre  intégrale  possède  la  même 
v illeur  limite  et  réciproquement. 

En  posant,  dans  l'hypothèse  que/(^  H-  ^)  -f-/(^  —  P)  ait  une 
valeur  déterminée  pour  ^  =  o, 

[/(^H-p)-/(^-?)l-[/(^  +  o)  +  /(a7-o)]  =  X(P), 
on  aura 

limS„(j:)  =  [/(a?-+-o)-^/(a:-o)]liml   f  ^^  d? 

-Mimijr\(?)^rfp, 


L* énoncé  de  ce  résultat  sera  le  suivant  : 

Théorème  XXIII.  —  La  série  ne  converge  en  une  place 
déterminée  (Taprès  la  valeur  i^ — — — î^fLZL^  qn^  si 

Les  recherches  nombreuses  et  pleines  de  valeur  qu'ont  faites 
MM.  du  Bois-Reymond  (*)  et  Dini  (^),  sur  les  conditions  pour  la 
convergence  de  cette  intégrale,  vont  être  discutées. 

Nous  ne  prendrons  que  les  théorèmes  les  plus  importants,  qui 
se  Irouvent  directement  dans  l'équation  ainsi  formée,  et  qui  sont 
indispensables  pour  ce  qui  suit. 

1.  Si  la  fonction  continue  )'(P),  qui  disparaît  par  ^  =  o,   ne 


(•)  Abhandlungen  d.K.  Bay.  Akad,,  2  Kl.  L.  XII,  Abth.  II. 
(*)  Série  di  Fourier,  Pisa,  1880. 
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possède  pas  aux  environs  de  la  place  o  un  nombre  infini  de 
maxima  et  de  rainima  (condition  de  Dirichlet),  on  a,  d*après  le 
théorème  de  Bonnet , 

dette  dernière  intégrale  reste  toujours  finie  indépendamment 
df  0,  si  grand  que  soit  /t,  pendant  que  X(S)  est  aussi  petit  qu^on  le 
veut.  Il  se  tn>uve  alors  démontré  que,  par  un  choix  convenable 
do  /i,  la  valeur  de  Sjv(x)  diffère  aussi  |>eu  qu'on  le  veut  de 

fix-^o)-^  fir —  o) 


'À 


cVsl-à-<lire  que 

6^  -  -  ^  \  IX  sin  Ax  —  ùt  C05  Kx  )  =  • ^ • 

Oh  obiteni  irn  même  temps  que  la  série  de  Fourier  converge 
/Hirn»iir  uni/ormêmeni^  si  hi  Jonction  /{x)  est  partout  continue, 
tt  ne  fs>ssr\le  p^is  un  nombre  infini  de  maxima  et  de  mininia, 

Cjir»  Jjin>  iv  ca>-  on  peut  choisir  une  valeur  de  S,  telle  que,/>0Kr 
^»i4,Vi  Us  lutteurs  Je  x.  la  valeur  absolue  de  X(o)  soit  plus  petite 
\iM%*  tout  p^lil  nombre  déterminé.  Si  la  fonction  /{x)  ne  subit 
kW  brtt*que<  di<o\>Dlinuilê5  qu'aux  points  discrets^  on  renferme 
vvtt\-ci  vlin>  des  inler%iille<  aussi  petits  qu*on  le  veut  ;  à  l'exception 
vU*  kv>  pÎAvx*^»  ijk  s<^rie  c\>n\ers:era  uniformément. 

i.  /.r  V  -  --  ■''f.x'-^r^'^  en  une  f*lace  x  o(t  ies  valeurs  absolues 
.i.i  f  !•  .  :.'•*:  J  V  *?:  ;.%:'- i-r.r^Yr**  aux  en%'irons  du  point  o,  même 
,x,  \    ?    ,■'.•»:.  -y:  \T  •*:   '^ir^r^  infini  de  maxima  et  fie  mininia, 

V  jir,  ,*a--  .V  vi<.  I     -,-  >ini|  l./iesl  aussi  petit  qu'on  le  veut. 

x\i    jtJt  .'  >v*c\  s\  ..:^  îrAb>de  $  p^^u^  toutes  les  valeurs  de  />,  et  cela 
va  rv  ;  *''    t  ^  «  '''•»—  •«*  v*^'--^  tr:-irâîe  est  plus  |M^tite  que  rinté«;jrale 

*  »  - 

sj  o.^J»;-"^^:  ^v-<<  ^a  a  «ioiinee  M.  Lipschîtz  ('  ).  La 


\i    » 


I.         4«f-     t'     M*/l     f 
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série  deFourier  converge,  si  la  valeur  de  )*(p)  reste  toujours  plus 
petite  que  le   produit  C^a,   où  C   est   une  constante  et   a   un 
nombre  quelconque  positif  aussi  petit  qu'on  le  désire. 
Cette  condition  sera  en  particulier  remplie  si 

reste  finie  pour  P  =  o,  c'est-à-dîre  si  la  fonction  f{x)  au  point 
3C  possède  des  valeurs  finies  du  quotient  différentiel  pris  en 
tJivant  et  en  arrière. 

3.  Ce  théorème  peut  être  généralisé.  Si  la  fonction  a(P)  pos- 
sède dans  rintervaJle  de  o  à  0  une  dérivée  Î^'O)  intégrable,  on  a, 
d'après  la  règle  de  l'intégration  partielle, 


*  0  r 

Si  les  valeurs  absolues  de  )/(a)  sont  intégrables,  on  a 

bs  f  V(a)rf«  r    ^-^dy<  r~dy  f  abs[X'(«)]rf«, 

«,'0  •/»«        y  ^  0         y  *-  0 


a 

0 


car  la  valeur  de    /       ' — -  dy  reste  toujours  plus  petite  que 

•  /i  «      •' 

Jo    y 

Le  second  membre  peut^ire  fait  aussi  petit  qu'on  le  veut  par  le 

X([:i}  '- — ^  d^  devient  sûrement 


à  o,  on  aura 


\    ..  s\n  n'i 


n  -  »  ,'a  r 


d? 


aussi  petit  qu'on  le  veut,  c'est-à-dire  nul.  Nous  nous  trouvons 
alors  avoir  démontré  que  :  Si  pour  la  fonction /{x),  au  point  x^ 
J(^x  -f-  p)  -^f{x  —  ^)  est  une  fonction  continue  de  p  qui  pos- 
sède une  dérivée  absolument  intégrable  par  rapport  à  ^,  la  série 
de  Fourier  converge  en  ce  point  vers  la  valeur 


anrr" 


m 


-  -    / 


r    *in  /« 


-.  f 


?r 


•    S2  1  r  r^. 


^  ^       ^ÏT..-.>       ^ 


•u  luri 


:  b    '  - 


;i 


■    -*r»  rr  /.r 
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est  de  même  (§  IV,  n**  3)  en  une  place  où  la  dérivée  devient 
mais  reste  absolument  intégrable.  L'énoncé  de  ce  résultat 
•uivant  : 

RkMB  XXVI.  —  Chaque  fonction  intégrable  f{x)  est  re- 
ée  dans  ses  valeurs  moyennes  par  la  série  de  Fourier;  et 
telle  façon  que  dans  chaque  intervalle  pour  les  points 
luquel  la  fonction  ne  devient  pas  infinie^  ou  bien  reste 
^ent  intégrable  y  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  se 
représentée,  avec  une  approximation  d'une  grandeur 
,que,  par  la  valeur  moyenne  formée  à  Caide  d'un  grand 
quelconque  de  membres  de  la  série,  (Tous  les  points 
iquels  la  condition  exprimée  plus  haut  n'est  pas  remplie 
ent  qu'une  masse  discrète.) 

le  cas  où  les  coefficients  de  la  série  deviennent  à  la  fois 
înt  petits,  le  théorème  XXII  subsiste,  et  la  convergence 
^rie  en  une  place  unique  ne  dépend  que  du  cours  de  la 
t  aux  environs   aussi   rapprochés  qu'on  le  veut  de  cette 


VI. 

'  rapports  d^une  série  tri gonomé trique  avec  la  série 

de  Fourier. 

fonction  f{x)  est  définie  dès  le  commencement  par  une 
gonométrique  qui  n'est  pas  connue  comme  étant  une  sé- 
ourier,  on  peut  facilement  montrer  que  la  série  trigono- 
e  sera  la  série  de  Fourier  chaque  fois  que  la  fonction  ainsi 
est  intégrable.  C'est  ce  qu'on  peut  facilement  prouver  à 
s  recherches  de  Riemann. 
lité  qui  donne  la  définition  de  la  fonction  est  la  suivante  : 

f{x)==ôo-'   ^^  (g^sinX-jr-f-  bjj.coska:). 

X.  I 

ffîcients  ne  sont  pas  donnés  comme  étant  des  intégrales, 
.  une  fonction  intégrable;  voilà  pourquoi  lim(7„=:o  el 
:  o,  car  la  série  doit  converger  en  général.  INous  forinonsi 
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^fF,(r)-+-CH-CVJ  rVi  f     [¥\(x)-\-C]coskxdx 

~  Ti    I       /{x)sinkx dx. 
ileurs  entre  parenthèses  disparaissent,  et  l'on  a 

I   /•■^*  I   r'^"' 

■  -*    /       /(x)sinkxdx      et      bk=  -    1       f(x)coskxdx, 

lÈME  XXVII.  —  Chaque  série  trigonométrique,  qui  dé- 
e  fonction  intégrable,  est  une  série  de  Fourier;  ou  bien  : 
ction  intégrable,  si  Von  peut  la  représenter  par  une  se-- 
onométrique,  ne  peut  être  représentée  que  par  une  sé~ 
^ourier,  * 

mple  donné  par  Riemann  (art.  13)  d^une  fonction  înté- 

qu'on  ne  peut  pas  développer  en  une  série  de  Fourier, 

ême  temps  un  exemple  d\ine  fonction  qu'on  ne  peut  pas 

er  par  une  série  trigonométrique. 

recherches  de  Riemann ,  le  théorème  suivant  est  aussi 


iB  XXVIII.  —  Si  la  série  de  Fourier  converge  en  un 

— — - — a  une  valeur  déterminée,  elle  con- 

ij'ours  vers  cette  valeur, 

e  de  Fourier  a,  en  chaque  place  où  elle  converge,  la 


Y{x-^lx)  —  liVix^-^Yix— tix) 
lira  


Ar-O 


Ax« 


a  été  démontré  pour  la  première  fois  par  M.  du  Bois-Reymond  : 
••  K,  Bayer,  yfkad.,  a  Cl.  Vol.  XII,  Abth.  I.  —  Voir  aussi  Ascoli, 
nia  dei  Lincei,  ser.  3,  Vol.  H,  p.  58'|.—  Math.  Annalen^  t.  VI. 


-'îrlltlE  PAITIE. 


pv  suite  de  l'égalité 


•r— Ar 


*  -ki 


=    I      yx— 2)-f./(jr— a)](Aj-f)i6 


•  I 


=  yj'-#i.-/(ar-e2)]— » 


r  — I  ^  ctfiîdgrés  séparément,  ne  rcpré- 


X  *sc  p«h«5ifiiif  »!•?  b  série  de  Foorier  conTOjf 

[C  pDf  ^  SiactM*  qui  a  donné  naissance  à 

«tt    ^ipi.     *'  •  —  T  —  -  r  —  î   {NMr  s  =  o.  soit  indéterminée; 

e  -amsi-    ii  ■un    imc  -sOf  Âfuiw»  par  )L  do  Bois-Rejmond. 

I  Ht  %,\  ^"^iM^  v^  ïiK-  iisùtuà&f»  dsBs  le  Calcul  intégral,  oà  h 

L«   K  me  nimr  détenninée,  et  la  fonction  i 

iMinc  'jRMffsûêe. 

I  3«ft  'OKTsflv*  -ysmÊKfnas  {m;  ics  tkèorèmes  précédents  de  ee 

-mfciu  uam     ^    *r«K  m  i  V  >fvi?si  être  élendus  aux  fonctions, 

ru   ^  ^fn  Tua-  -n.  ^'.'jlsjil  JKûf«?acA»,  dans  le  cas  où  il  n'existe 

:î>    -    *«&.  -«aDi«*  rH  rscif  -^jwor  esl  le  suivant,  donné  pir 

■  • 

-r  .«^     T.  rirrr  ^   VJT     .ut^iT  »Ktf^^IlIx»^;  Icûe   qui,  pour  3  =  o,  taw 
-^  «r.  lu*    ,ut       -•  .  la  lUiOfi  -•  deirieni  infiale  sans  tvwr 
-   •T^»-     r.:.:-.  *'t    «*-w:ina  fî  âf  acsûflia  et  que  la  fonction /(i^ 

!..  -    -      -^  —  t    —  '    •  —  r     S  doil  être  égal  à  léropont 
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/(af)cosn{x  —  c)da:  =\im  1    [/(c-i-a)-4-/(c  —  oc)]  cos  n  oc  6^x  =  o, 


tons  les  théorèmes  précédents  auront  Heu,  si  dans  le  calcul 
des  coeflficients  de  la  série  de  Fourier  on  se  sert  des  valeurs  de 
Imtégrale  principale. 

Ces  conditions  se  trouvent  remplies,  si  les  produits  a/(c  -f-a) 
et  a/(c  —  a)  tendent  chacun  ver-s  o.  Cette  condition  est  aussi  né- 
cessaire; car,  la  fonction  /(c  +  a)-f-/(c — a)  étant  intégrable 
d^une  manière  absolue,  on  a 

Jf    [/(^  -^  «)  -^/(c  —  «)1  cos 71  a  É^a  <    /    abs  [/(c  -h  a)  -4-/(c —  a)]  doL, 
9  «-0 

1   Igrand  que  devienne  x. 

Xjft  deuxième  des  intégrales  trouvées  plus  haut  peut  alors  deve- 
*^  aussi  petite  que  Ton  veut  pour  toutes  les  valeurs  de  x  par  un 
niciix  convenable  de  8.  De  plus,  afin  que 

r**  r^  sinna 

[/(c-f-ot) — /(c  —  oL)]s\nn%(loL=    1    [/(ch-ol) — /(c  —  ac)]a  dv. 

^"vienne  aussi  petit  qu'on  le  veut,  le  §  IV  nous  dit  que  la  fonction 

f/(c-^a)-/(c  — a)]a 

^m nécessairement  disparaître.  Cette  fonction  n'a  pas  un  nombre 
^diî  de  maxima  et  de  minima.  Il  s'ensuit  que 

liin[/(c-ha)-i-/(c  — a)]a     et     f/Cr-f- a)— /Ce  — a)  |a  =  o, 
^    (jui  prouve  notre  affirmation. 

TiiÉOREMR  XXIX.  —  Si  la  fonction  devient  infime  en  quel- 
^^^ts points  sans  oscillation^  de  telle  façon  que  son  intégrabi- 
'f^ése  trouve  touchée,  cette  fonction  pourra  être  encore  repré- 
^9itée  par  une  série  de  Fourier,  dans  le  cas  où  aux  environs 
**e  tels  points  f{c  -h  ol) -i- f(c  —  7.) pour  a  =  o  reste  intégrable 

^K  déplus  ^f{c  -i-  3c)  et  ^f{c  —  a)  disparaissent,  I^s  coefficients 

de  la  série  se  calculent  d'après  la  formule 

ira^.  =    /        /(x)s\n nx  dx-^sin ne    1    f/( c -f- a ) -r /( c  —  a)JcosAiarfa 
-4-co8nc    /    [f(<*-^0L) — f(c  —  a)]sinna//a-i-    /      f(x)s'innx dx, 


•  0  •  r-f- 


f/  d'une  manière  analogue  pour  b^. 
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te  série  converge,  elle  converge  aussi  vers  la  valeur 

/(+  Ti)  =/( — iî),  on  aura  la  forme  plus  simple 


*=« 


\  — kbii^\^kx-\-  kaicCoskx^ 


par  une  difTérentiation  directe  de  chaque  terme 
ive.  Si  cette  condition  n'est  pas  remplie,  cette  sé- 
\  pas,  car  limA^A  ne  devient  pas  nulle.  On  aura 
résentation  de  la  valeur  moyenne  de  la  fonction 
e 


71 


[^i-4-2(-l)*COsX^j 


me  o.  Il  n'y  a  à  excepter  que  les  intervalles  dont 
ts  se  confondent  avec  les  limites  —  tu  et  +  tî. 
onséquent,  pour  la  fonction  avec  la  valeur  con- 
présentations  à  l'aide  d'une  série  trîgonométrique  : 
•nnée  par  la  série  dont  tous  les  coefficients  dis- 
e  est  la  série  nommée  plus  haut,  qui  ne  converge 
;ur  de  x, 

rme  prévaut  partou  t  par  un  intervalle  àexkx-^-h^ 
ique  aux  points  finals  —  tw  et  -|-  tu  de  l'intervalle, 
lutre  représentation  sans  exception  de  la  valeur  o  ; 
>ù  la  série  trîgonométrique 
^=« 
60 -f-   /  ^{c^k  sin  kx~\-  bjiCoskx)y 

e,  pour  toutes  les  valeurs  de  j:  et  de  j;  -f-A  (inclu- 

A=ao 

,,          ,       V^            cosk{x-h  h) — coskx 
c-^h)  —  x]-i-  >  — «A  j, 

sinX:(^H-  h)  —  sinÂ-.r 

X 

ats  ^0?  ^fif  ^^k  doivent  disparaître. 

orèmc,  on  volt  qu'il  n'existe  qu'une  seule  forme 

ces  mathéni.,  2'  série,  l.  VI.  (Novembre  1882.)  25 


•   iS'r 


I 

» 


..      ^.     :a  .    ^m       ^  •  ■ 


■«:r^v 


'  •  ^ 


&^^ 


1. 


.■"    —    .*r--i-.  :•  a; 


^-— '  -  —  /   /. 
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sera  alors,  en  général,  représentée  par  la  série 

f     F(x)dx-^  2  1  ^—^  fF(-4-7r)-F(~u)]^-  i  bj,  j  sinX'^r 
T  akcoskx. 


2  4^  [F(  +  7r)-F(-7r)Jsiii^^; 


lie  série  se  partage  en  deux  parties,  car  la  valeur  de 

(-1)*-» 

k=i 

)nvergente  et  égaie  à 

^[F(  +  u)-F(-u)]  =  6o^; 

bo=^f^  /(x)dx=  ±  [F(+,r)-F(-7r)]; 
ment  aux  points  finals  de  Pintervalle 

A  =  l 


-ï  — ; —  =  o. 


fonction  F(j:)  est  alors,  en  général,  égale  à 

—    /       F(x)dx-^boX-h  ^^-r  bfcsinkx — -rajicoskx. 


k=i 


îst  aux  points  discrets  que  la  valeur  de  la  série  peut  différer 
Ite  valeur. 

la  fonction  est  intégrable  absolument,  la  valeur  de  la  série 

le  confondre  sans  exception  avec  la  valeur  de  F(x),  et  dans 

forme,  pas  tout  à  fait  purement   trigono métrique ,   on   a 

F(-4-7:)=  ^    f     F(x)dx-hboT.-\-^-^j  a*(-i)^ 

A  =  ae 


F(-r)=  ~    r      F{x)dx-bo--^^-jak(-i)'^, 


// 


qij 

Sri 


où 
«xi- 
.scri 
l 


on  ; 

Al  -.. 


lU- 
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HEGEL  (V.)i  Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Waren.  —  Lehrbuch  der 
uniBNTARBN  Mathrmatik.  —  Wolfenbuttel,  Druck  und  Verlag  von  Julius 
îwiBsler,  1878- 1880.  —  4  voL  in-8*». 

IfoQs  sommes  habitués  depuis  longtemps  à  considérer  Tappa- 
îond^uD  Traité  élémentaire  de  Mathématiques  comme  un  événe- 
Dt  pédagogique  ou  commercial  n^ayant  rien  de  commun  avec 
Science  pure.  Si  Ton  met  à  part  quelques  honorables  exceptions, 
H  toujours  le  même  Livre  qui  reparaît  sous  une  couverture  de 
denr  différente,  avec  quelques  pages  transposées,  quelques 
Imitions  secondaires  introduites  ou  supprimées,  quelques  dé- 
puHrations  modifiées  sinon  perfectionnées,  quelques  développe- 
iMs  de  plus  suivant  les  tendances  des  programmes  officiels. 
ial  à  la  manière  d'exposer  les  principes  fondamentaux  de  la 
baee,  rien  n'est  changé.  Les  découvertes  qu'on  a  faites  dans 
Jbmtes  Mathématiques  depuis  un  siècle  et  qui  ont  si  admira- 
IteDtéclairci  les  difficultés  que  présentaient  encore  les  éléments 
llUlire  semblent  étrangères  à  nos  auteurs,  qui  expliquent  les 
Hkiaires  comme  au  temps  de  Bézout  et  de  Lacroix,  et  présen- 
li'ptrfois  à  leurs  lecteurs  des  notions  géométriques  en  arrière 
jIwiQCOup  sur  celles  qu'exposait  Euclide  il  y  a  plus  de  deux 

^état  de  choses  est  commun  à  tous  les  peuples  de  l'Europe. 
Angleterre,  l'enseignement  est  resté  ce  qu'il  était  au  temps  de 
tiow  et  de  Simson  ;  heureusement  le  vieil  Euclide  a  été  choisi 
fidèlement  conservé  à  l'abri  des  prétendus  perfectionnements 
'Tiaîtés  modernes.  En  Allemagne,  les  auteurs  cherchent  encore 
rvaie,  et,  malgré  quelques  Traités  hors  ligne,  comme  celui  de 
Vriller,  l'esprit  du  haut  enseignement  ne  pénètre  qu'avec  peine 
^l'enseignement  élémentaire. 

Ilto'ces  dernières  années,  un  disciple  de  H.  Grassmann, 
Vielor  Schlegel,  déjà  auteur  d'une  lumineuse  exposition  de  la 
IBM  de  son  illustre  maître,  a  entrepris  de  lancer  les  Mathé- 
ii<{ueSy  et  la  Géométrie  en  particulier,  dans  une  autre  voie  plus 
te  et  plus  sûre,  et  il  a  publié,  en  s'inspirant  des  vues  originales 
laidies  de  Fauteur  de  V Ausdehnunfislehrey  un  Cours  élémen- 
een  quatre  minces  volumes,  comprenant, en  «-iti  pages, l'Ariih- 

B^i,  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  t.  M.  (DtVembre  i883.)         aG 
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;ées  ou  illimitées,  suivant  que  le  mouvement  lui-même  est 

illimité. 

loi  du  mouvement  dépend  la  forme  (Gestalt)  de  la 
gendrée.  Un  point  n'a  pas  de  forme.  Deux  figures  de 
rme  sont  dites  semblables. 

uvement  par  lequel  une  figure  est  engendrée  devient  une 
\  inhérente  à  celte  figure,  et  s'appelle  dimension.  —  Le 

aucune  dimension,  le  segment  en  a  une,  Taire  deux,  le 
pois. 

it  que  le  mouvement  est  continué  plus  ou  moins  loin,  la 
itt  correspondante  sera  dite  plus  ou  moins  grande.  La 
^  d'un  segment  est  sa  longueur;  la  grandeur  d'une  aire 
b  sa  longueur  et  de  sa  largeur  ;  celle  d'un  volume,  de  sa 
r,  de  sa  largeur  et  de  son  épaisseur. 
figures  de  même  grandeur  sont  dites  égales  (*). 
M  et  différences  de  deux  segments,  de  deux  aires,  de  deux 

Mi6nt  simple;  mouvement  composé.  —  Un  point,  au  mo- 
I?  il  commence  à  changer  de  lieu,  a  le  choix  entre  une 
ie  mouvements  qui  se  distinguent  entre  eux  par  leur  di- 


ti"* 


^j^nt  conserve  toujours  la  direction  qu'il  a  choisie  au 

ftn  mouvement  est  dit  un  mouvement  simple,  et  le  seg- 

^  parcourt  est  une  ligne  droite.  —  Le  caractère  distinctif 

Ifèement  simple  est  donc  sa  direction. 

•igment  de  droite  se  meut  de  telle  manière  que  chacun  de 

!tr  exécute  un   mouvement  simple,  c'est-à-dire  parcourt 

e  une  ligne  droite,  le  mouvement  total  du  segment  sera  un 

ent  simple,  et  l'aire  résultante  sera  une  a\re  plane. 

1  point  mobile  change  à  chaque  instant  de  direction;  il 

ne  ligne  courbe,  et  son  mouvement  est  dit  composé. 

surface  non  plane  est  une  surface  courbe. 
:giire  ne  peut  se  transporter  par  un  mouvement  simple 

«^ition  à  une  autre  que  d'une  seule  manière,  au  plus.  Un 


•  onfonnément   aux   habitudes  françaises,  équivalentes.  Les  Allemands 
la  relation  d'égalité  par  rongruenrr   par  les  deux   mots  gleich   und 
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même  déplacement  peut  s'efTectuer  par  une  infinité  de  mouvements 
composés  différents. 

De  la  loi  particulière  du  mouvement  qui   engendre  une  con- 
struction  résulte  pour  celle-ci  la  propriété  d'avoir  une  forme 
déterminée.  Le  point  n'a  pas  de  forme;  toutes  les  lignes  droites, 
ainsi  que  toutes  les  surfaces  planes,  ont  la  même  forme;  il  en  esi 
de  même  pour  les  lignes  ou  les  surfaces  engendrées  par  la  même 
loi  de  mouvement. 

Le  mouvement  est  limité  ou  illimité;  il  en  est  de  même  des 
figures  qu'il  engendre. 

Le  mouvement  est  fini  ou  infini.  Un  mouvement  illimité  peut 
engendrer  une  ligne  ou  une  surface  finie,  lorsque  ce  mouvemeot 
est  rentrant  sur  lui-même. 

Toute  figure  illimitée  peut  être  considérée  comme  un  domaine 
pouvant  contenir  des  figures  limitées  d'un  nombre  de  dimendoos 
égal  ou  inférieur,  ainsi  que  des  figures  illimitées  d*un  nombre  <le 
dimensions  inférieur. 

Un  domaine  est  simple,  lorsqu'il  est  engendré  par  des  mouve- 
ments simples.  Les  domaines  simples  sont  le  point,  la  droite,  le 
plan  et  l'espace. 

Un  domaine  est  libre,  lorsqu'il  peut  se  mouvoir  sur  lui-même 
d'une  manière  quelconque.  Tels  sont  les  domaines  simples  de  la 
droite,  du  plan  et  de  l'espace  et  les  domaines  non  simples  du  cercle, 
de  rhélice  et  de  la  sphère. 

La  science  de  l'espace  se  divise  en  deux  parties  :  la  science 
des  figures  planes  [reine  Géométrie),  et  la  science  des  figures 
dans  l'espace  (Stéréométrie),  A  ces  deux  parties  se  rattachent 
les  deux  parties  correspondantes  de  la  Trigonométrie. 

Le  tome  II  s'occupe  de  la  Géométrie  (plane), 

Phemièrb  section.  —  Géométrie  des  figures  en  mouvement' 

I.  Géométrie  de  la  droite.  —  Le  point  et  son  mouvement  sur 
la  droite. 

(a)  Mouvement  unique  d^ un  point.  —  Un  point  se  distingue 
d'un  autre  par  ssl  position,  —  Un  point  mobile  équivaut  à  une 
série  de  points  fixes  quelconques. 

Lorsqu'un  point  A  décrit  une  droite,  celle-ci  est  délerniinée  : 
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^  paiv  Idi position  {Lage)  du  point  mobile;  a»  par  la  direction 
u  mouvement  de  ce  point.  —  Deux  droites  de  même  position  et 
e  même  direction  coïncident  entre  elles  (*). 

La  direction  suivant  laquelle  un  point  A,  animé  d*un  mouve- 
aent  simple^  commence  à  se  mouvoir,  détermine  d'avance  tous 
es  points  qu^il  doit  rencontrer  dans  son  mouvement.  Réciproque- 
lient,  Fun  de  ces  derniers  points  B  suffit,  avec  le  premier  A, 
K>ur  déterminer  la  direction  de  la  droite.  —  Un  point  quelconque 
le  la  droite  pouvant  être  pris  pour  le  point  initial  A,  la  droite  est 
léterminée  en  position  et  en  direction  par  deux  quelconques  de 
es  points. 

Une  droite  est  dite  avoir  même  position  qu^ un  point,  lorsqu'elle 
tasse  par  ce  point. 

(P)  Mouvement  multiple  d'un  point.  — Mouvement  d*un  seg- 
lent  sur  une  droite. 

1**  Opérations  géométriques  sur  les  segments  :  addition,  sous- 
raction,  multiplication,  partition  (division  par  un  nombre),  me- 
ure (division  par  un  segment). 

î4**  Les  deux  directions  opposées  d'une  droite.  —  Segments 
tosjtifs  et  négatifs. 

3^  Mouvement  d'un  segment  le  long  d'une  droite.  —  Relation 
lA  -H  MB  =  o  ;  généralisation  ;  centre  de  gravité  d'un  segment. 

IL  Géométrie  du  plan. 

[a]  La  droite  et  ses  mouvements  dans  le  plan. 

(a)  Mouvement  unique  de  la  droite.  —  Détermination  de  la 
roi  te. 

I**  Changement  de  position  de  la  droite.  Lorsqu'une  droite 
hange  de  position  sans  changer  de  direction,  les  deux  situations 
btenues  sont  dites  deux  drohcs  parallèles. 

Dans  ce  cas,  tous  les  points  de  la  droite  primitive  ont  aussi 
liangé  de  position,  en  éprouvant  tous  des  déplacements  identiques 
1  grandeur  et  en  direction. 


(*)  La  donnée  de  la  dircclion  (>(|uivaut  à  ce  que  la  Géomclrie  moderne  appelle 
point  à  rinfini  de  la  droite;  de  sorte  que  la  détermination  actuelle  peut  être 
visagéc  comme  un  oas  parlirulicr  de  la  délcrininalion  de  la  droite  au  moyen  de 
u\  points. 
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ication  de  ce  segment  par  une  puissance  du  fadeur  {'qui  est  le 
Dibole  d'une  rotation  d'un  angle  droit. 

lorsqu'une  droite  tourne  autour  d'un  de  ses  points,  chacun  des 
lires  points  décrit  un  cercle.  Centre,  angles  au  centre,  etc. 
(P)  Mouvement  double  de  la  droite.  —  Changement  de  direc- 
3n  et  de  position. 

Opérations  élémentaires  sur  les  angles. 

Les  deux  côtés  d'un  plan  ;  ces  deux  côtés  diffèrent  en  ce  que  les 
stations  de  sens  positif  pour  l'un  de  ces  côtés  sont  négatives  pour 
latre  côté.  —  Angles  positifs  et  négatifs. 

Mouvement  d'un  angle  dans  un  plan.  —  Angles  a^ant  leurs 
Hés  parallèles  chacun  à  chacun. 

Angles  autour  d'un  point,  opposés,  supplémentaires. 

Angles  de  deux  parallèles  avec  une  sécante. 

Point  à  l'infini  sur  une  droite. 

Le  triangle.  —  Somme  de  ses  angles.  Démonstration  de  Thi- 
«vt. 

Sens  du  triangle.  —  Relation  entre  les  angles.  Angles  exté- 
icurs.  Extension  aux  polygones. 

Détermination  du  triangle  par  ses  éléments.  — Nous  ne  pou- 
^s  nous  empêcher  de  mettre  en  doute  la  légitimité  de  la 
^onstration  de  l'égalité  de  deux  triangles  équilatéraux  entre 
IX,  fondée  sur  ce  que  la  position  d'un  sommet  est  déterminée  par 
Qtersection  .de  deux  cercles  décrits  des  deux  autres  sommets 
ikànie  centres,  tant  que  Ton  n'aura  pas  montré,  autrement  que 
ï*  V évidence,  l'impossibilité  de  la  rencontre  de  deux  cercles  en 
itsieurs  points  situés  d'un  même  côté  de  la  ligne  des  centres.  La 
^dance  de  la  nouvelle  école  à  remplacer  le  raisonnement  par  le 
tip  d'œil  nous  semble  éminemment  dangereuse.  Le  sentiment  de 
fïorme  est  un  précieux  auxiliaire,  auquel  les  illustres  inventeurs 

la  Géométrie  pure  ont  dû  une  grande  partie  de  leurs  découvertes  ; 
lis  rien  en  Mathématiques  ne  peut  dispenser  de  la  démonstration, 
^Xitant  plus  que  cette  partie  de  la  tâche  est  en  général  la  plus  aisée, 
tis  le  cas  actuel,  la  marche  d'Euclide  n'est  pas  plus  longue,  et  ne 
^se  aucun  doute  dans  l'esprit, 
ïriangleisoscèle.  —  Il  eût  mieux  valu,  selon  nous,  commencer  par 

figures  les  plus  régulières  auxquelles  on  ramène  ensuite  l'étude 
^  figures  irrégulièrrs  ;  d'autant  plus,  ici,  que  rétudc  du  triangle 
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e.  —  Les  courbes  du  second  ordre.   —  Ces  courbes 
par  la  relation  focale  Ti  zh  7*2=  ^t  f  élant  une  con- 
st  infinie  dans  le  cas  de  la  parabole, 
e  est  terminé  par  un  recueil  de  .787  problèmes  et  exer- 
5ur  la  Géométrie  plane. 

III. 

ne  Volume  contient  la  ïrigonomélrie  rectiligne,  et 
édigé  en  prenant  pour  modèle  un  Traité  publié  par 
n  i865. 

courte  Introduction,  où  il  explique  la  notion  de yb/tr- 
r  aborde  la  Trigonométrie^  en  commençant  par  Tétude 
\  angulaires  sous  forme  finie.  11  traite  d'abord  des 
n  angle  aigu,  en  prenant  pour  point  de  départie  co- 
s  semble  que  cette  dérogation  à  Tusage  établi  est  con- 
e  prépondérant  que  joue  le  cosinus  dans  les  calculs, 
îmant  la  partie  réelle  du  déplacement  e^P  :  la  seule 
s  l'on  nous  oppose,  c'est  la  dénomination  de  sinus  du 

sous  laquelle  il  est  universellement  connu;  mais  on 
i  une  grande  probabilité  qu'on  lui  donnerait  un  autre 
nenclature  était  à  refaire  aujourd'hui, 
t  la  somme  de  deux  angles  aigus.  —  Calcul  des  cosi- 
(S  aigus,  suivi  d'une  Table  des  cosinus  à  trois  déci- 
(haque  demi-degré  du  quadrant. 
Ponctions  angulaires  se  déduisent  du  cosinus.  —  Sens 
ment  de  chaque  fonction.  —  Valeurs  limites.  —  Dé- 
les  fonctions  au  moyen  les  unes  des  autres. 
d*un  angle  quelconque.  —  Formules  diverses. 
iDS  angulaires  sous  forme  transcendante  et  sous  forme 
L'auteur  démontre,  du  moins  avec  autant  de  rigueur 
t  comporter  les  notions  que  le  lecteur  a  dû  puiser 

I  du  présent  Ouvrage,  qu'il  existe  une  série  infinie 

F^  =  I  -f-  ai  J  -+-      ,  X-  4-  ;7-,  j:'  -4- .  . . , 
i  propriété  quf* 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES.  3ii 

Résolution  des  équations  du  deuxième  et  du  troisième  degré. 
Résumé  synoptique  des  formules  et  des  règles. 

Appendice,  —  Exercices  et  problèmes. 

Une  addition  très  précieuse,  et  que  nous  voyons  ici  pour  la  pre- 

nùère  fois  dans  un  Ouvrage  élémentaire,  consiste  dans  une  Table 

des  triangles  rationnels,  tant  rectangles  qu'obliquangles,  où  Ton 

p€al  puiser   d'excellents  exercices  de  calcul  numériques.    Cette 

^jTable  est  précédée  d'un  exposé  des  méthodes  pour  la  recherche 

pbes  triangles  rationnels. 

L'Ouvrage  est  terminé  par  un  recueil  de  Tables  logarithmiques 
ï  Quatre  décimales,  savoir,  une  Table  des  logarithmes  des  nombres 
BPSC|u'à  2000  et  une  Table  trigonométrique  de  minute  en  minute, 
première  de  ces  Tables  est  très  commodément  disposée  et  d'un 
facile.  Nous  sommes  moins  satisfaits  de  la  seconde;  bien 
De  ail  le  grand  avantage  de  procéder  par  intervalles  très  rap- 
hés,  elle  a  l'inconvénient  grave  de  donner  seulement  les  loga- 
es  des  tangentes  et  des  sinus,  sans  suppléer,  par  une  gradua- 
complémentaire,  à  l'absence  des  logarithmes  des  fonctions 
gente  et  cosinus. 

IV. 

quatrième  Partie,  consacrée  à  la  Géométrie  de  l'espace,  est 

e  d'une  Introduction  où  l'auteur  indique  les  méthodes  les 

4K>nvenables  pour  représenter  clairement  les  ligures  dans  l'es- 

•  Ces  méthodes  consistent  soit  dans  l'emploi  de  modèles  en 

soit  dans  celui  des  images  stéréoscopiques.   On  trouve  à  la 

Yolume  quatre  planches  destinées  à  être  vues  au  stéréoscope, 

sentant  des  polyèdres  plus  ou  moins  compliqués. 

leur  aborde  ensuite  son  sujet,  en  exposant  la  génération  du 

ïïk  plan  est  déterminé  par  trois  éléments  ;  la  position,  dé- 

par  un  point  ;  la  direction,  déterminée  par  une   droite 

par  ce  point,  et  enfin  le  coté  [Seite)^  qui  distingue  entre 

plans  de  même  position  et  de  même  direction, 

CDuvement  simple  du  plan. 

«s  manières  de  déterminer  par  d'autres  éléments  la  posi- 
plan. 
menls  àç  position  et  de  direction  du  plan. 


.—      


— t 


—        /*  - 
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on  peut  déjà  se  faire  une  idée  de  la  nouveauté  des  mé- 
el  des  avantaji;;es  qu'elles  peuvent  présenter  dans  un  grand 
I  de  cas.  Un  auteur  se  disposant  à  écrire  un  Traité  classique 
ait  trouver  une  meilleure  préparation  que  la  lecture  du 
e  M.  Schlegel,  où  il  apercevrait  tant  d'horizons  nouveaux, 
is  à  la  routine  et  qui  eux-mêmes  peuvent  conduire  à  des 
îrtes  ultérieures. 

-être  certaines  méthodes  sembleront-elles  reposer  sur  des  in- 
ns  trop  hardies.  Par  exemple,  est-il  bien  sûr  que  l'on  gagne 
ip  en  rapidité  et  en  clarté  lorsqu'on  remplace  l'axiome  eu- 
des  parallèles  par  la  notion  vague  et  un  peu  nuageuse  de  la 
on  d'une  droite,  et  qu'on  substitue  la  démonstration  de 
t  à  la  classique  démonstration  qui  sert  depuis  deux  mille 
ms  la  Géométrie  à  trois  dimensions,  les  éléments  qui  (ixent 
ion  du  plan  présentent-ils  aux  commençants  des  idées  par- 
nt  nettes  et  plus  rigoureuses  que  celles  que  présente  la  mé- 
ncienne?  C'est  ce  que  nous  n'oserions  affirmer, 
qu'il  en  soit,  nous  sommes  si  peu  accoutumés  à  rencontrer 
Manuels  de  Géométrie  des  idées  neuves  et  hardies,  que  nous 
ms  pas  à  saluer  comme  un  heureux  événement  dans  la  lit- 
î  géométrique  l'apparition  de  ce  Traité,  où  le  disciple  fidèle 
sinann  s'est  fait  le  sagace  interprète  des  idées  du  maître  sur 
nement  élémentaire. 

jé  des  innovations  que  les  partisans  du  passé  pourront  trou- 
éraires,  combien  ne  trouve-t-on  pas  dans  ce  Livre  de  cha- 
*aités  avec  une  supériorité  incontestable  et  par  des  méthodes 
t  au  fond  celles  de  tout  le  monde,  mais  plus  largement 
tes  !  Combien  de  passages  qui  deviennent  clairs  quand  on 
bitué  au  style  un  peu  trop  laconique  de  l'auteur!  Nous  ne 
8  donc  trop  recommander  l'étude  du  Lehrbuch  de  M.  Schle- 
siirtout  celle  des  deux  V  olunies  de  la  Géométrie  à  l'atten- 
5  maîtres  qui  désirent  rajeunir  et  perfectionner  leurs  mé- 
d^enseignement,  et  même  aux  bons  élèves,  qui  pourront  y 
dre  à  penser  et  sVxercer  à  la  discussion  des  doctrines  scien- 

u  J.     II. 
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întenant  les  solutions  fonctions  du  seul  rapport  ^* 


du 

du 

y 

Ou 

du   i 

àx 

dt 

T^' 

ôy 

"■  dt  x' 

à*u 

du 

I 

d^a  y 

àxày  dt  x^        dt^   x^ 

xpressions  dans  réquation(2)  et  faisant  en  outre 

hit  l'équation 

■ 

e 

|n|i  comme  il  est  d'usage,  la  série  hypergéomé- 
L'équation  (a)  admet  donc  la  solution 

.  «=(fyF(?,?+?',?+.,j) 

iymétrie,  la  solution 

18  précédentes  sont  des  cas  particuliers  des  so- 


x^ 


et  |JL  sont  des  constantes  arbitraires.  Les  solu- 
'obtiennent  en  faisant  jjl  =  j3  et  A  =  [î';  et  la  so- 
3n  (i), 

3arboux,  s'obtient  en  faisant  dans  (4) 

{1  =  o,     3  =  fi'=  m. 
întenant  la  solution   entière  la  plus  générale  de 
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ine  façon  générale,  désignons  par  w(^,  P')  une  solution  de 
lion  (2);  on  aura 

à-dire  que,  si  w(P,  p')  est  une  solution  de  Téquation  (2), 

3') 

—  est  une  solution  de  Téquation  (2)  où  l'on  a  remplacé  p 

-{-  I ,  et  — ^         une  solution  de  cette   même  équation  ou 

remplacé  P'  par  ^'-h  1 .  Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  diffé- 
îr  le  premier  membre  de  l'équation  (2)  par  rapport  à  j:  ou 

propriété  exprimée  par  les  équations  (7)  conduit  à  l'inté- 
générale  de  l'équation  (2)  quand  p  et  P'  sont  des  entiers 
fs  .'  p=  w,  P'=  n. 
narquons,  en  effet,  que  si  p  =  P'=  1,  l'intégrale  générale  de 

itîon  (2)  est 

.       .       X-Y 

«(•»  i)  =  y 

x—y 

nt  une  fonction  de  x  seul  et  Y  de  j'  seul.  Alors,  d'après  (7), 

c)"'-^"-»       /x  — Y\ 

est  donc  l'expression  de  l'intégrale  générale  quand  ^  et  P' 
des  entiers  positifs  m  et  n.  Le  cas  où  p  et  P'  sont  des  entiers 
ifs  se  ramène  immédiatement  au  précédent.  En  effet,  si, 
l'équation  (2),  on  fait 

équation  prend  la  forme 

—dire  la  forme  (2),  où  ^  et  P'  sont  changés  respectivement 
^ull.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Décembre  1882.)        27 
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en  I  —  ^'  et  1  —  ^.  Si  donc  ^  et  P'  sont  des  entiers  négatifs,  i  —  - — . 
et  1  — ^'  sont  des  entiers  positifs  et  l'intégrale  t  de  Téquation  («^nj 
est  donnée  par  la  formule  établie  précédemment. 

Supposons  enfin  que,  ^'  étant  quelconque,  ^  soit  un  entier  q^^e 
Ton  pourra  toujours  supposer  positif  à  cause  de  la  transforim.^. 
lion  (8).  En  supposant  d'abord  p=:  i,  on  voit  que  l'intégrale  ^^- 
néralc  de  l'équation  (ïî)  est 

et,  par  suite, 

m  étant  entier.  On  a  une  formule  analogue  si,  p  étant  quelconque, 
,3'  est  entier. 

Lorsque  les  nombres  p  et  p'  sont  quelconques,  on  peut,  par  la 
transformation  (8)  et  l'application  répétée  des  formules  (7),  rame- 
ner ces  deux  nombres  à  avoir  leurs  parties  réelles  comprises  entre 
o  et  I.  On  obtient  alors  l'expression  suivante  de  l'intégrale  gé- 
nérale : 

^_  (j.  _  j)i-  P-P'  Ç  ^},(a)  {y  _  a)P-ï(a  —  xf-'^  d%, 
p  et  '1/  désignant  des  fonctions  arbitraires. 


LETTRE  DU  D'  P.  VETH, 

Professeur  de  l'Université  de  Lcydc, 

A  M.  ARISTIDE  MARRE, 
de  Paris,  Membre  correspondant  de  l'Institut  royal  des  Indes  néerlandais*'-^- 

Monsieur  et  très  honoré  Collègue, 

Je  vous  suis  bien  reconnaissant  de  la  bonté  que  vous  avez  euc^^" 
m'envoyer  votre  traduction  du  Catalogue  des  étoiles  australes,  de 
Frédéric  de  Houlman. 
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1  restituant  à  un  homme  de  mérite  Thonneur  qui  lui  est  dû, 
avez  en  même  temps  revendiqué  pour  ma  patrie  un  des  titres 
loire  qui  lui  appartient,  mais  qui  était  oublié  en  partie  par  sa 
re  négligence.  Il  est  vrai  que  le  mérite  de  de  Houtman  comme 
»nome  n'était  pas  entièrement  inconnu  en  Hollande.  W.  Blaeu 
L  fait  mention  dans  son  Institutio  astronomica  et  sur  un 
d  globe  céleste  qui  se  trouve  dans  la  Bibliothèque  de  l'Uni- 
Lté  d'Utrecht;  et  d'après  Blaeu,  feu  le  professeur  G.  Moll 
recht  a  renouvelé,  en  iSaS,  la  mémoire  des  services  que  l'an- 
navigateur  a  rendus  à  la  Science  ;  mais,  comme  il  ignorait  par- 
ment  l'Ouvrage  dans  lequel  de  Houtman  a  rendu  compte  de 
echerches,  il  n'a  pas  su  concilier  le  témoignage  de  Blaeu  sur 
loutman  avec  celui  de  Merula,  dans  sa  Cosmographia  gene- 
p,  sur  un  certain  Pieter  Dircksz,  pilote  du  navire  sur  lequel 
[outman  fit  son  premier  voyage  aux  Indes  orientales, 
bose  curieuse  !  Le  Spraeckende  VVoordenboeckde  de  Houtman 
jamais  été  inconnu  à  ceux  qui  s'occupaient  de  l'étude  du 
li;  il  a  été  réimprimé  avec  omission  du  Catalogue  des  étoiles 
unipolaires  australes,  à  la  suite  de  la  grammaire  malaie  de 
'ndly,  et  le  titre  est  répété  dans  plusieurs  Ouvrages  bibliogra- 
iues;  mais,  autant  que  je  sache,  les  mathématiciens  et  les  astro- 
es  néerlandais  n'ont  jamais  fixé  leur  attention  sur  l'appendice 
îmarquable  qui  se  trouvait  au  bout  d'un  livre  qui,  pour  son 
enu  principal,  était  étranger  à  leur  domaine.  Le  seul  qui  ait 
irqué  cette  omission  n'était  pas  un  astronome,  mais  l'illustre 
>rien,  feu  M.  de  Jonge,  qui,  en  faisant  mention  des  énoncia- 
5  douteuses  du  professeur  Moll,  observe  qu'il  paraît  ne  pas 
r  connu  le  Catalogue  des  étoiles  de  V hémisphère  austral^ 
de  Houtman  lui-même  avait  publié  à  la  suite  de  la  première 
ion  de  son  Spraeckende  Woordenboeck  in  de  Maleijsche 
?  Madagaskarsche  talen,  dont  un  exemplaire  se  trouve  à  la 
iothèque  royale  de  la  Haye. 

scité  par  votre  exemple,  j*ai  composé  un  petit  essai  sur  la  re- 
n  qui  a  existé  entre  le  pilote  Dircksz  et  le  commis  de  Houtman , 
ir  les  causes  qui  ont  amené  l'oubli  des  découvertes  astrono- 
mes de  ces  deux  hommes  remarquables  qui,  dans  leur  humble 
ïre,  ont  donné  des  preuves  de  connaissances  solides  réclamant 
mmage  de  la  postérité.  J'ai  trouvé  dans  la  Bibliothèque  de  la 
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^ACTION  GOMPOSé  DE  MM.  LES  MaItRES  DE  CONFÉRENCBS  DE  l'ÉgOLB  (*). 

Tome  IX;  1880.  %*  série. 

'^-Claire  Deville  et  Mascart.  —  Sur  la  conslruclion  de  là 
le  géodésique  internationale.  (9-20). 

f^  (-^•)"  —  Sur  le  spectre  normal  du  Soleil,  partie  ultra-\io- 
^.  (21-106). 

^  (/^.).  —  Développements  par  rapport  au  module  des  fonc- 
es elliptiques  X(a:),  ^{x)  et  de  leurs  puissances.  (107-118). 

^'«n  pose 

XV+«  (a?)  =  Cjf''  -f-  C^/^'^t»  -+-  C^f^tâ  -^  Cl,'"^*  -h. . ., 
\^{x)  =  D^/*'  +  Dj'^it»  +  D'/'ï^t*  4-  D'/'U^  4-. . ., 
ji^« (a?)  =  Ejj-P'  -t-  E;'"  A»  4-  E^,'"^  4-  ESj''U^  4-. . ., 
|JL*(J?)     =  F;''»  4-  F*,'''  A:'  4-  F;'"  A*  4-  Fi'"  A*  4-. . ., 

Voir  Bulletin  f  IV„  p.  16. 


6  SECONDE  PARTIE. 

on  aura 

dans  chacune  desquelles  on  désigne  par  G|^  et  Hj^  des  coefficients  îndépeBmcS^Bts 
de  JPf  par  i  et  j  des  entiers  quelconques,  non  négatifs,  et  dans  chacune  desc^^vm^les 

on  étend  le  premier  \  à  tous  les  systèmes  de  valeurs  des  entiers  i  eC  ^  qui 

satisfont  à  la  fois  aux  deux  conditions 

î«  =  /i,    a«-4-y  =  «+/?> 
et  le  second  i,  tous  ceux  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  conditions 

Appell  (P.).  —  Sur  une  classe  de  poIynAmes.  (iig-i44)* 

L'auteur  s'occupe  des  polynômes  en  x,  formant  une  suite  A^»  A^,  ...y  -A^»  •••r 
telle  que  Ton  ait 

9 

polynômes  dont  la  forme  générale  est 

n  n(n  —  i)  ,  n     _^,  __ 

les  a  étant  arbitraires;  dans  chaque  polynôme  figure  un  de  ces  coefficieD^ 
n'entrait  pas  dans  les  précédents. 
Si  l'on  considère  le  développement 

a(h)  =  <x.  H —  «,  H «,  -h. . ., 

^  1       '  1.2     ' 

le  produit  a{h)e^*  sera  de  la  forme 

A  '^  A  ^'   A 

Ag  -j-  "~  A..  — r~  "~"^  A«  -7-  ...  « 

1        '  1.2       ' 

d*où  le  nom   de  /onction  génératrice  des  polynômes  A,,  A,,  ...,  donn 
M.  Appcll  à  la  fonction  a(  /(). 
Si  Ton  considère  deux  séries  de  polynômes 

A^j   ■'^1?    •••>       «>    '  '  '  y 
"c>    "P    •  •  •  >    •*»>    •  •  •  > 

lu  série  de  polynôme»  dont  le  terme  général  est  XA,  4-  jiB,,  où  X,  ji  dc&ign 


qoi 
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constantes,  jouit  de  la  propriété  fondamentale  :  elle  a  pour  fraction  généra- 
eXa(A)-4-|x6(A)i 

î  dans  le  polynôme  A.  on  remplace  or*,  x\  ...,  â:"  respectivement  par 
Bp  ...,  Ba,  on  obtiendra  un  polynôme  (AB)^;  la  suite  des  polynômes  dont 
1),  est  le  terme  général  jouit  encore  de  la  propriété  fondamentale,  et  la  fonc- 
1  génératrice  de  cette  suite  est  a  (A)  6(  A);  on  en  conclut 

(AB)a=(BA).. 

je  propriété  s'étend  évidemment  à  un  produit  symbolique  d'autant  de  fac- 
-s  qu'on  veut  et  conduit  à  la  notion  des  puissances  entières  symboliques. 
3ération  inverse  de  la  multiplication  conduit  à  la  notion  de  division  symbo- 
«;  ainsi  les  polynômes  B,  tels  que 

(AB),  =  j-, 

pour  fonction  génératrice       .   »  et  on  peut  les  représenter  par  j  ou  par  A~*  : 

exemple,  les  polynômes  B,  inverses  des  polynômes  A,  qui  ont  pour  fonction 
Sratrice  i  —  h,  sont  donnés  par  la  formule 

^  f        X        X*  ^       \ 

B-  =i.a  ...  ni  iH 1 h... H ); 

*  \        I        i.a  1.2  ...  nj 

onsidération  des  polynômes  inverses  (  P"*  ),  des  polynômes  P„  ayant  pour 
-Uon  génératrice  0~^*>  conduit  à  la  formule 

9t  est  un  nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif. 

n  désignant  par  (c^A).  les  polynômes  qui  ont  pour  fonction  génératrice 

(rf»A),  =  A^-  -a?A^|_, LlZLl2a?«A,^»-,. 

ai  le  second  membre,  tous  les  termes  en  x  de  degré  supérieur  à  n  se  dé- 
seot. 

^rsque  la  fonction  a  (A)  satisfait  à  une  équation  différentielle  linéaire  dont 
Coefficients  sont  des  polynômes  en  A,  on  en  déduira  facilement,  en  vertu  de 
|ui  précède,  une  relation  linéaire  entre  un  certain  nombre  de  polynômes 
^A),  (^'A),  que  Ton  pourra  ensuite  transformer  en  une  relation  linéaire 
rapport  aux  polynômes  A;  enfin  cette  dernière  relation  permettra  de  former 
équation  différentielle  linéaire  k  laquelle  devra  satisfaire  le  polynôme  A«. 
^i  les  polynômes  Q  ayant  pour  fonction  génératrice  la  série  hypergéométrique 
»  ?f  T>  A)  conduisent  à  l'équation  différentielle 


m 


4-[(/i~i)(2a?4-a-*-  /i  —  a)  -t-ya;-+-^]  -^  —  «(/ï-ht  — 0Q«  =  »» 

rt  =  a-i-  ^  -4-1,     b  =  a?. 


r 


•         P:- 


P.  ieiâ 


il 


lire  a  co 
'ssaiceqme  F 

^  r-ft  ue  série  9{x 
s.    'hnatmr  trsite  pai 

"oaoBii  an  bat  toutes  le 
-mtmaK^  ie  poiynùaies  ce 

A^BCHOeile  q«e  ¥érï6e  1 


-*  ^ 


?■  P    cowerfeste,  on  reco 
'  ■=*  ^  *e»  dérÎTées  snccessn 
*  '^.  telle  que,  en 
P.  ott  tombe  sur  ai 
im.:ra!L    e  \  -•■*.  *  meflK  foc  le  coefficient  de  x"  di 

F\,x>;  U  fonction  z  = 
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si  de  réquation 

érifie  le  polynôme  >^  =  cos/i(arcéosj?),  on  déduit  l'équation 

érifie  le  polynôme 

z  —  cos/t(arccosP). 

In,  M.  Appell  termine  par  quelques  remarques  sur  ce  que  deviennent  les 
lômes  considérés  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

'd{É.),  —  Mémoire  sur  les  fonctions  entières.  (i45-i66). 

bjet  principal  de  l'important  travail  de  M.  Picard  est  la  démonstration 
ux  théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  entières  (au  sens  de  M.  Weier- 

iS). 

1  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  valeur  finie  que  ne  puisse  prendre  pour  une 
r  finie  de  la  variable  une  fonction  entière. 

i  ne  peut  y  avoir  plus  d'une  valeur  finie  o  pour  laquelle  l'équation 
=  a,  0{z)  étant  une  fonction  entière,  ait  seulement  un  nombre  limité  de 
3,  à  moins  que  G(z)  ne  soit  un  polynôme. 

•a  démonstration  repose  sur  la  considération  de  la  fonction 


f  • 


K'ï 
K 

et  K  ont  le  sens  habituel  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques;  «>  est 
lé  comme  une  fonction  de  la  variable  x  ^  k^\  l'équation  différentielle 
"e  à  laquelle  satisfont  K  et  K'  permet  de  définir  ces  quantités  dans 
e  plan;  «i>  n'admet  que  les  points  critiques  o,  i,  oo;  dans  toute  région  à 
ir  simple  qui  n'enferme  aucun  de  ces  points,  c'est  une  fonction  uniforme 
itinue  de  or;  si  on  la  met  sous  la  forme  ordinaire  des  quantités  imagi- 
y  le  coefficient  de  i  n'est  jamais  négatif;  on  en  conclut  aisément  que  ce 
îent  n'est  jamais  nul,  en  dehors  des  points  critiques. 

i  posé,  si  la  fonction  entière  G{z)  ne  peut  prendre  ni  la  valeur  a  =  o,  ni 
eur  b  —  ly  cette  fonction  est  une  constante;  en  effet,  si  l'on  poscj?  =  G(x), 
ient  une  fonction  de  2;  si  l'on  fait  décrire  à  z  un  chemin  fermé,  partant 
et  y  revenant,  x  décrira  un  chemin  fermé  que  l'on  pourra  réduire  par  des 
nations  continues  au  point  x^  =  G  (2,),  et  cela  sans  passer  par  le  point  o 
r  le  point  i,  puisque  la  fonction  G(^)  ne  peut  atteindre  ni  la  valeur  o  ni 
eur  I. 

naintenant,  z  allant  du  point  z^  au  points,  par  différents  chemins,  w,  par- 
toujours  d'une  détermination  o),  qui  corresponde  k  x^  =  G(^,),  arrivera 
Ars  en  z,  avec  la  même  valeur  u>,  ;  en  sorte  qu'on  peut  regarder  u  comme 
Onction  entière  de  z,  Soit/(z)  cette  fonction;  la  fonction  entière  C'A») 
(•  son  module  constamment  moindre  que  1,  puisque  le  coefficient  de  1  dans 
constamment  positif: /(2)  ou  u>[G('3)],  est  donc  une  constante;  il  en  est 
^me  de  Giz). 
Picard   déduit  de  là  qu'une   fonction  uniforme  n'admettant  pas  d'autres 
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plutôt  de  la  fonction 

a  -f-  ^u) 

du  cercle  c,  que  M.  Picard  atteint  son  but  :  a,  %  7,  $  sont  des  con- 
que, la  variable  z  ayant  fait  le  tour  du  cercle  et  la  fonction  F(jc), 
!  on  prend  tout  d'abord  une  détermination  <■>,  ayant,  par  suite  de  la 
e  la  variable  z,  pris  la  détermination 

V  4-  pu> 

X  -f-  |1U» 

r-f-ÔF(5) 
a  -h  Pu) 


ermination 


Bia 


X  A-, 


constante;  les  constantes  a,  p,  y,  B,  k  étant  déterminées,  il  est  aisé 
le  fonction  qui,  après  une  révolution  de  z  autour  de  c,  reprenne  la- 
*;  Fexamen  des  différents  cas  conduit  toujours  à  des  conclusions 
>  (telles,  par  exemple,  que  la  variation  de  signe  du  coefficient  de  1 
f  dans  le  cas  où  l'on  aurait 

(X4-p)'  =  4; 

on  peut  déterminer  des  entiers  ot,  p,  y,  8,  M  tels  que  py*^  '^  ^  '  ^^ 

CL  '^  &fa) 

se  change,  après  une  révolution  de  la  variable  z,  en £->  +  M. 

irvient  alors  à  établir  que  le  module  de  G(z)  augmente  indéfini- 
que  façon  que  z  se  rapproche  du  point  00 ,  et  cela  suffit  à  prouver 
,  un  polynôme  :  c'est  ce  qui  avait  été  annoncé, 
rmine  en  montrant  comment  cette  proposition  permet  de  compléter 
par  M.  Weierstrass  d'une  fonction  uniforme  dans  le  voisinage  d'un 
;1  ;  il  établit  qu'il  existe  dans  ce  voisinage  une  infinité  de  valeurs 
le  pour  laquelle  cette  fonction  prend  telle  valeur  a  qu'on  veut;  il 
s  y  avoir  exception  pour  deux  valeurs  de  a. 

ur  la  transformation  des  intégrales  abcliennes.  (107- 
rmations  réversibles.  —  Étant  donnée  Téquation  irréductible 

it  {x^y)  de  la  courbe  dt'fmie  par  cette  équation,  on  fait  correspondre 
y^)  par  les  formules  suivantes 

k  ^1  =  z > 

1    '     ^(x,J^) 


( ...  - 


\'ix,y) 


l  désignent  des  polynômes  quelconques.  A  une  solution  analytique 
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înfin  Tiiuteur  applique  ces  résultats  au  cas  où  Téquation  (i)  est  de  la  forme 

obtient  alors  un  résultat  analogue  au  théorème  de  Jacobi  sur  la  transforma- 
n  des  intégrales  elliptiques;  la  courbe  étant  du  genre  i,  il  n'y  a  qu'une  seule 
^grale  de  première  espèce,  à  savoir 


f 


4-  Cx4-D)' 


»i  l'on  fait  la  transformation  y  =^'p  ^  =  rr>  et  que  Ton  détermine  les  poly- 
nés  U,  et  V|  de  telle  façon  que  Ton  ait 

AU?  -+-  bu;  V,  -+-  eu,  v;  +  dv;  =  p;  q„ 

Q,  étant  des  polynômes  dont  le  second  est  du  troisième  degré,  on  aun. 

/• '^ ,  ^  k  r^, 

J   {\x*-^Bx^-hCx-hDy  J    Q^ 

fiant  une  constante. 

îhieu  (£*•).  —  Réflexions  sur  les  principes  mathématiques  de 
électrodjnamique.  (187-208). 

idmettant,  dans  les  mouvements  accomplis  par  les  actions  des  courants,  les 
acipes  suivants  : 

Le  principe  de  la  conservation  vive; 

Le  principe  de  la  réaction  égale  et  directement  opposée  à  l'action; 

.  La  supposition  que  les  actions  mutuelles  de  deux  éléments  de  courants 
lèles,  de  même  sens  et  perpendiculaires  à  la  droite  qui  joint  leurs  milicui, 
iten  raison  inverse  du  carré  de  cette  distance. 

La  supposition  que  les  actions  mutuelles  entre  deux  éléments  de  courants 
es,  donnés  en  intensité  et  en  position,  ne  varient   pas   avec  leurs  cour- 

athieu  parvient  aux  résultats  suivants  : 

ti  suppose  que  chaque  courant  soit  formé  par  deux  mouvements  égaux  cl 

des  deux  électricités  positive  et  négative,  l'action  entre  deux  molécules 

\  se  compose  de  deux  parties  :  l'une  qui  donne  la  force  trouvée  par  We- 

autre  qui  renferme  une  fonction  arbitraire.  Mais  cette  seconde  partie 

dans  l'action  de  deux  éléments  de  courants,  qui  se  trouve  être  celle  que 

loi  d'Ampère. 

,  par  la  condition  qu'un  courant  fermé  et  constant  soit  sans  action  sur 
icité  statique,  la  loi  de  Weber  se  trouve  avoir  lieu  nécessairement, 
mppose  l'électricité  positive  seule  en  mouvement  et  une  même  quan- 
ririlé  négative  fixée  au  corps  conducteur,  on  trouve  pareillement  que 


i>  SECONDE  PAITIE. 


<x.  ^  )  tmnrsfomd  UMJovn  «s  lesl  potat  (x„  Xt  )»  *™^  solotion  analytique  éUot 
érêmtt  mmm  irwifft  p«r  les  Tmlewrs  et  x  ti  x  pour  le  point  considéré,  mais 
psr  le  4é««loppeBMBt  ca  série  de  /-  po«r  la  branche  considérée  qui  passe  par  ee 


M.  Ellâtti  ■nstic  cosBWBl  oa  pc«i  parreair  à  l'équation  irréduetiUe 


de  la  OfW  lie«  des  potals  x„  ^,. 

Poar  aae  solatioa  qaekoaqae  de  réqaatioa  (3).  les  équations  (s)  n'anroat, 
ca  féacrai.  qa'aae  aolatioa  rosaïaae  ea  x,^;  à  cette  condition,  qoî  n'exclat 
pas  la  poiabililé  de  plasâears  solatioas  coaunaaes  pour  certains  points  parties- 
bers  fx,.  jr,  )  de  la  coarbe  (s),  la  traasibnnation  sera  réversible  et  l'on  ponm 
e^pruacr  x,  jr  ratioaaeikaicat  ea  x,,  ^,. 


IL  TrmmB/èrmèmiiomM  raiiommeUes  qmeicomques.  —  Si,  dans  Téquation  (i),  oo 
r,  X  P***  ^  valears 


•à  M..  >',,  P,,  Q,  soat  des  poIjaÙBes  qaeicoaqaes  en  x,,  ^',,  on  tombera  sar  sa 
résahat  de  la  forae 

Paar  toatr  solatioa  (x.  x)  ^  Pcqaatioa  (i),  les  équations  (4)  ont  une  oa  pla- 
sâears solatioas  doat  Teaseaiblc  coasUtae  la  courbe  transformée;  si,  poar  ne 
solatioa  (x,jr),  les  éqaatioas  (4)  avaicat  une  infinité  de  solutions,  cello-d 
apfaftîeadiaieat  à  aae  coaibe  qaî  aurait  le  premier  membre  de  son  équation  ea 
£Ktear  daas  Féquatioa  traasloraiée  :  soit/,  le  quotient  de  F  par  ces  facte«n,4V 
doaacat  des  coarbes  répoanlaat  à  des  points  particuliers  de  /=  o;  /,  =  o  soi 
réqaatioa  de  la  coarbe  traasIbnDée  :  Fauteur  montre   que,   si  cette  dennst 
coarbe  se  décoaipose  ea  plusieurs  autres,  chacune  d'elles  peut  être  reginiée 
coaMie  la  traasIbraMe  de  la  courbe  (i).  ou,  en  d'autres  termes,  comme  décrite 
par  aa  oa  plusieurs  poiats  x,,  r,  quand  le  point  x,  x  décrit  la  coarbe  (i);  poff 
qu'oa  ait  aCaire  à  une  traasfonDatioa  réTersible,  il  faut  ainsi  que  la  coirfte 
/,  =  o  se  dècvMnpose  ea  d'autres  courbes  dont  l'une  soit  décrite  par  une  tak 
de»  «olutioas  des  équations  (4)> 

III.  Trausloraiatioa  des  intégrales  algébriques. 

L'autear  aM>atre  comaaeat  les  aotioas  qui  précèdent  permetteat  de  priser  fe 
«eas  d'une  telle  traasfonnation.  Il  traite  en  particulier  le  cas  des  tatéfrales  k 
prraiière  espèce  mises  sous  la  fonne 


/  Or 


ct^  integrakr^  par  une  transformation  rationnelle,  doivent  rester  de  pre»"^ 
*-*prrr.  et,  en  ellrt.  M.  Ellîot  montre  comment,  après  la  transfomiatioa,  oa  ic- 
t«Hnbe  Mir  la  mènir  forme.  On  n'obtient  d'ailleurs,  par  ce  procédé,  twUi  le»*" 
irsrales  %W  pn^nnrrc  e*pè»-e.  que  si  la  iransformalion  esl  réversible. 


"«  Pre„„^^  ;^''?''"=».-  'a  courbe  J       '"'''"«  "«  iacol 

'avoir  ""  Scnre  .,  „      '  '-  "-an.f 

/  -— ^J- 

.  '     f  A   _i  ^ — ■ 


'e  second  rsf  ^ 
*'— e„.a„  '"'^•'■'--^ir-'*^-. 


'"  ''"«ro- 
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Dans  la  quatrième  Scciion,  j'i^tudîe  le«   intégrales  dëGniea  contentnt  les 
itioDs  cylindrique».  J'y  établis  une  formule  très  générale  et,  je  crois,  très 


K,.,-K,.,  =  .rii;-(-;^^,CV^«>* 


:  formule  de  M.  II.  Wcbcr  me  rooduit  au  développement  d'une  fonction  con- 
ic  pour  chaque  valeur  réelle  positive  de  la  variable,  en  série  procédant  sui- 
t  des  polynômes  entiers  d'une  forme  déterminée. 

A  la  lin  de  la  Sertion  se  trouve  une  expression  très  élégante  de  la  fonction 
ndrique  de  seconde  espèce  Y*(ii),  savoir 

I    .-.r^^^-X'^Mxoos,).,. 

E.a  cinquième  Section  traite  de  l'équation  dinërenlielle  de  Kessel,  dont  on 

fait  aucune  mention  dans  les  quatre  Sections  précédentes.  J'y  considère  la 
ne  tymbotiquc  de  la  solution,  donnée  par  M.  Hargreavc,  et  je  fais  voir  sur 
*iiemplc  particulier  de  quelle  utilité  peut  être  souvent  la  forme  symbolique, 
même  qu'elle  n'a  pas  d'interprétation  directe.  Je  me  permets  de  faire  remar* 
r  que  c'est  par  ta  considération  de  la  forme  symbolique  de  la  fonction  Y*(k  ) 

j'ai  trouvé  son  expression  qu'on  vient  d'écrire. 

Enfin,  dans  la  sixième  Section,  je  présente  la  généralisation  des  roosidéra- 
»  développées  dans  la  première  Section,  et  j'en  fais  une  application,  en  me 
't^ant  de  traiter  ce  sujet  è  fond  dans  un  Mémoire  spécial.  » 

'«V  (A,).  —  Noie  sur  le  Mémoire  de  Ricmann  :  «  Versuch 
ner  allgemeinen  AufTassung  dcr  Intégration  und  DiiTerentia- 
>n  »  (  rrerA-e,  p.  33i-344).  (8i-8a;  angl.). 

Use  {M.).  —  Sur  la  transformation  du  cinquième  degré  des 
Dctions  hvperelliptiques  du  premier  ordre.  (83-88). 

mesler  (/..).  —  Sur  le  svstèmo  variable  bifocalement.  (89- 
II,  2  pi.). 

<■■  <]ans  un  sysl('mi<  pldn  ::,.  nn  dnnne  deux    points  4>,.  V,.  et  daUEi  un  autrr 
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système  plan  S„  deux  poiutH  «l»^,  ^\;  si,  en  uutre,  on  détermine  deux  points  cor- 
respondants F,,  P,  de  ces  systèmes  de  telle  sorte  que  Ton  ait  les  équations 

*.P,  =  *.P„     ^•,P.=  ^aP„ 

alors  les  deux  systèmes  S,,  S,  ainsi  définis  seront  appelés  bi/ocaux^  A  on  poin 
P,  de  £p  aussi  bien  qu'au  point  Q,  de  ce  système  placé  symétriquement  i  P,pir 
rapport  à  la  droite  focale  4>,^',,  correspondent  dans  £,  deux  points  Ps,Qi» 
symétriquement  placés  par  rapport  à  la  droite  focale  ^s^,:  et  réciproquement, 
à  chacun  des  points  P,,  Q,  de  £,  correspond  le  couple  de  points  P,,  Q,  del^. 
Lès  deux  systèmes  sont  dans  une  affinité  doublement  double  {zçt^i-stveidetitig}, 
dont  les  relations  fondamentales  ont  été  indiquées  aphoristiquement  par  Jacofci 
dans  une  lettre  à  Steiner  (*). 

Dans  le  présent  Mémoire,  Fauteur  fait  voir  qu*un  système  déterminé  Si^scb- 
blable  au  système  £,,  peut  être  considéré  comme  la  projection  horizontalf,  et  le 
système  £,  comme  la  projection  verticale  d'un  hyperboloTde  à  une  nappe,  doit 
deux  des  axes  sont  respectivement  perpendiculaires  aux  plans  de  projettioo. 
De  cette  relation  on  déduit  de  la  manière  la  plus  simple  les  théorèmes  les  plis 
importants  sur  les  systèmes  biforaux. 

Un  système  plan  qui   varie  de  telle  sorte  que  toutes  ses  phases  soient  des 
systèmes  bifocaux  correspondants  est  dit  un  système  bifocalement  varial>le.Li 
détermination  des  vitesses  des  points  d'une  phase  S  du  système  variable  £ut 
voir  que  le  système  1^  des  points  terminaux  de  ces  vitesses  est  avec  la  phasedi 
système  £  en  affinité  simplement  double  (ein-zweideutig).  Un  système  détff- 
miné  £ii,  semblable  à  L^,  peut  être  considéré  comme  la  projection  verticale,  rt 
le  système  £  comme  la  projection  horizontale  d*un  hyperbolofde  à  une  napp<^ 
dont  deux  génératrices  sont  perpendiculaires  à  la  projection  horizontale.  De  et 
théorème  découlent  avec  une  grande  facilité  une  série  de  relations  inléressaot» 
des  deux  systèmes  d'affinité  simplement-double  £^,  £.  L*auteur  établit  eojsite 
synthétiquement  plusieurs  autres  théorèmes  sur  les  états  de  vitesse  du  sTSt^e 
bifocalement  variable,  et  termine  par  un  examen  concis  du  système  aoalo^oe  à 
trois  dimensions,  qu'il  nomme  système  tri/ocalement  variable. 

Du  Dois-Hcymond  (/^.).  —  Proposition  générale  concernanl  la 
théorie  de  l'intégrabililé.  (i  12). 

Les   fondions  intê^'rablcs  9,  ( x),  ç^(.i')»  •••»?«(j:^)   étante  dans  l'inlerva lit 
(t  _  .r  '   /y,  ronfrriiUM^s  ciiln*  1rs  lirniles  a,  1  9,  %  JJ,,  et  la  fonction 

riani  roiitiinu;  i\mi<  !<•  (îoinainc  a,  ;  .r^  1  |i,,  la  (onction 
sera  intèfirabb*  dans  rinlervalle  a  . . .  ù. 

Cnntttr  ((i.).  —  Rcmiirr|iie  sur  les  .séries  Irij^onomélriques.  C^^ 


(')  Journal  de  Crclle,  l.  12.  p.  lii;. 
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).  —  Nouvelle  remarque  sur  les  séries  Irigonométriqueii. 
7-269). 

is  la  tbéorie  des  séries  tri gnnomé triques,  il  s'agit  de  la  démonstralioD  de 
iorème  (')  :  ••  Si,  pour  toute  valeur  particulière  de  x,  comprise  dans  i'in- 
lle  (a  ...  p),  ta  conditioD 

emplie,  alors  a,  et  6,,  pour  n  croissant,  deviendront  iarmimepl  petits  •. 
lémoDstralion  donnée  par  M.  Appell  dans  VAichiv  der  Math,  und  Phys. 
IV,  contient  implicitement  l'afrirtnation  que  «  si,  pour  toute  valeur  parti- 
«  de  làa  et  Sp,  od  a  \\mj(a,x)  =  o  pour  n  =  tu ,  f{n,  x)  désignant 
chaque  valeur  particulière  de  n  une  fonction  continue  de  x,  dont  le 
DDin  absolu  soit  B„  on  aura  alors  lim  B,  ~  o  pour  n  =  n  •>.  Cette  *fGr- 
■  De  peut  être  admise  saus  discussion,  comme  on  peut  le  constater  tat 
»ple  suivant  : 

fli>,x)  -  n-"'"'    (T-^j)''   POuro^^S'- 

/ln,x)  =  c  pour /.  =  «  ;  mais  U.  -/(x,  ^j  =  '-■ 

rJx)  =/lw,x)  -/(■'  + <.X,. 

infinie  qui,  dans  le  voisinage  tic  x  =  0,  définit  bien  une  fonction  continue, 
cependant  ne  converge  pas  uniformément.  Des  exemples  semblables  ont 
ji  présentés  par  MM.  Uarboux  {'}  et  Du  Buis-lteyniond  ('). 

ois-Reymond  (/*.).  —  La  détnonstratioD  du  théorème  fon- 

enlal  du  Calcul  intégral  :  Ç  r'{x)dx  =  F(i)  —  F(rt).  (1 1 3- 

}■ 

A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  transformation  des  expressions 
renlieiles  du  second  degré  et  de  la  courbure  des  variétés 
dre  supérieur.  (129-179). 

ert   (//.).    —    Sur  la  conservation  du   genre  dans  deux 


ir  CU^oa,  Math.  Ann.,  t.  IV. 

•moire  lur  le* /onctions  discontinues.  {Ann.  de  l'Êc.  \ai 

■h.  der  bayer.  Akatt.  li.  Misa.,  Bd.  XII. 
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luteur  fait  voir  que  ces  intégrales  peuvent  se  représenter  et  sic  calculer  sous 
forme  d'intégrales  de  Bessel,  d'où  résulte  en  même  temps  la  discussion  des 
énoménes  physiques. 

[II.  De  même,  les  intégrales 


/^^sinz,                 /**ros5   . 
/      dz     et       /       dz 


avent  se  représenter  au  moyen  des  fonctions  de  Bessel,  et  l'on  obtient  leurs 
ixima  et  leurs  minima. 

rdekind  (L.).  —  Relations  de  position  dans  des  triangles  plans 
D  perspective.  (209-244»  ï^  p'-)- 

lus  (L.).  —  Note  sur  les  groupes  spéciaux  extraordinaires  dans 
is  courbes  planes.  (245-259). 

LfCS  courbes  spéciales  du  genre  p  qui  sont  ici  considérées  se  distinguent  en  ce 
'elles  possèdent  des  systèmes  d'un  nombre  simplement  ou  multiplement  inûni 
eourbes,  qui  touchent  la  courbe  fondamentale  cd  p  —  i  points.  Les  groupes 
Sciaux  extraordinaires  sont  les  groupes  en  nombre  simplement  ou  multiple- 
mt  infini  de  ces  p  —  i  points  de  contact.  Ces  courbes  se  présentent  dans  les 
i  où  les  fonctions  théla,  paires  ou  impaires,  et  leurs  dérivées  s'annulent  pour 
e  valeur  nulle  de  l'argument. 

ylej^  (A.),  —  Sur  les  groupes  unis  de  transformations  linéaires 
'une  variable.  (260-263  ;  angl.).  —  Correction  à  la  Note  précé- 
ente.  (439-44^;  angL). 

iszycki  (/.).  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Neumann.  (264- 
66  ;  fr.). 

Dans  son  Mémoire  intitulé  :  Réduction  hyperelliptischer  Intégrale  au/ 
gebraisch-logarithmische  Functionen  (*),  M.  KOnigsberger  se  propose  de 
ercher  «  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  des  intégrales 
perelliptiques  soient  réductibles  aux  fonctions  algébriques  et  logarithmiques  », 
il  donne  une  régie  pour  obtenir  la  valeur  de  l'intégrale,  quand  la  réduction 
l  possible.  M.  Haszycki  cite  ici  une  intégrale  qui  s'exprime  par  les  logarithmes 
Dtrairement  à  cette  règle. 

ether  {M,).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  thêta  d'un  nombre 

[uelconque  d'arguments.  (  270-844 )• 

L'auteur  étend  ici  aux  fonctions  thêta  d'un  nombre  quelconque /?  de  variables 
xposition  du  théorème  d'addition  des  fonctions  thêta  et  des  relations  de 
éta,  qu'il  a  présentée  pour  les  fonctions  de  quatre  arguments,  dans  le 
me  XIV  des  Mathematische  Annalen  (').  Ses  recherches  reposent  essentielle- 


)  Afathem.  Annalen^  IM.  \l. 
)  Voir  Bulletin,  l\\,,  mS. 
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le  second  membre  est  également  une  somme  de  i^  produits  simple,  de  la  forme 

Les  coefficients  sont  purement  numériques. 

Cette  formule  simple  permet  aussi  de  présenter  toutes  les  relations  de  d  sous 
les  formes  les  plus  simples  (§  17)  :  ainsi  il  existe,  par  exemple  pour  p^  3,  des 
relations  homogènes  entre  5.2P-^  produits,  de  la  forme 

pour/?  ^6,  des  relations  homogènes  entre  j-a**"*  produits  de  la  forme 

L'auteur  traite  encore  des  dépendances  entre  les  relations  (§  18).  Il  termine 
(§  19)  en  discutant  les  conditions  sous  lesquelles,  pour/? ^5,  les  fonctions  Sr 
deviennent  hyperellip tiques. 

Brill{A,),  —  Sur  une  propriété  de  la  résultante.  (345-347). 

Soient  données  deux  équations  algébriques /(j:)  =  o,  9(x)  =  o,  dont  les 
coefficients  dépendent  des  quantités  a,  b,  c,  ...,  de  telle  sorte  que,  si  une 
rationnelle  déterminée  de  ces  quantités  R(a,  b,  ...),  qui  n'est  pas  elle-même 
une  puissance  d'une  telle  fonction,  vient  à  s'évanouir,  il  y  ait  chaque  fois  n 
racines  des  deux  équations  qui  coïncident;  alors  R  est  un  facteur  au  moins 
A-  upic  de  la  résultante. 

Brill  {A.).  —  Sur  les  singularités  des  courbes  planes  algébriques, 
et  sur  une  nouvelle  espèce  de  courbe.  (348-4o8). 

Si,  au  moyen  de  l'équation  d'une  courbe  plane  algébrique,  rapportée  à  un 
système  de  coordonnées  cartésiennes  et  passant  par  l'origine  de  ces  coor- 
données, on  développe  Tordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'abscisse, 
on  obtiendra,  pour  un  point  singulier,  plusieurs  développements  procédant  sui- 
vant les  puissances  entières  ou  fractionnaires.  Si  une  telle  série,  ordonnée  sui- 

I 

vaut  les  puissances  de  xP,  est  interrompue  à  un  terme  convenable,  on  aura 
l'équation  d'une  courbe  dont  les  coordonnées,  par  l'introduction  d'un  paramètre 
X  =  y^,  sera  transformée  en  une  fonction  rationnelle  de  X. 

Pour  la  détermination  des  nombres  d'équivalence  de  la  singularité  considérée, 
établis  pour  la  première  fois  par  Cayley,  il  suffit  maintenant,  comme  le  fuit 
voir  l'auteur,  d'étudier  la  singularité  de  cette  courbe  rationnelle;  on  peut  même 
indiquer  des  courbes  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  de  X,  et  qui  peuvent  remplacer  non  seulement  un  système  cyclique 
déterminé  (singularité  unicursalc),  mais  encore  toutes  les  branches.  Cette  courbe 
rationnelle  peut  toujours  alors  être  déformée  de  telle  manière  qu'il  en  résulte 
une  courbe  de  même  ordre  et  de  même  classe  qui,  au  lieu  de  la  singularité  con- 
sidérée, possède  les  singularités  élémentaires  équivalentes.  De  cette  manière  on 
gagne  deux  avantages  :  d'abord  le  principe  de  la  déformation  est  précisé  algé- 
briquement; en  second  lieu,  on  fait  voir  que  les  nombres  d'équivalence  ont  en 
réalité  uno  signification  géométrique  délerininée. 

Cette  étude  a   pour  point   de  départ  Ic^  propriétés  des  courbes  qui,  dans  le 
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>ttpe  de  r  termes  dont  les  transformations  peuvent  se  correspondre  deux  à 
nx  comme  transformations  inverses  contient  oo''~'  transformations  infinité- 
Haies,  qui  sont  caractéristiques  pour  le  groupe. 

D'après  cela,  l'étude  des  transformations  infinitésimales  est  la  voie  qui  con- 
ira  à  la  solution  du  problème  général.  On  obtient  d'abord  les  théorèmes  sui- 
nU  :  A  une  transformation  ir\finitésimale  déterminée  appartiennent  des 
ies  de  courbes  9(:r,  y)  =  a,  en  nombre  illimité,  qui  restent  invariantes;  il 
est  de  même  aussi  pour  chaque  groupe  à  deux  termes.  Au  contraire,  à  un 
9upe  à  trois  termes  appartient  une,  et  en  générale  une  seule  série  inva- 
mte  de  courbes.  Si  un  groupe  de  plus  de  trois  transformations  infifiitési- 
Ues  laisse  invariante  une  série  de  courbes  9  =  a,  9  devra  être  alors  une  inté- 
2ie commune  d'une  série  d'équations  différentielles.  Pour  décider  s'il  existe 
t  telle  intégrale,  il  suffit  de  considérer  les  transformations  infinitésimales  indé- 
KUntes  d'ordre  zéro  ou  1,  dans  le  voisinage  d'un  point  {x^^y^).  Les  traosfor- 
tiens  finies  qui  laissent  invariante  une  série  de  courbes,  puisqu'il  s'agit  ici  des 
Dsformations  d'une  variété  simplement  infinie,  se  décomposent,  en  vertu  des 
iorémes  trouvés  dans  le  Chapitre  I*',  en  transformations  qui  laissent  chaque 
irbe  invariante,  et  en  transformations  qui  transforment  les  courbes  suivant 
,  deux  ou  trois  paramétres.  Ces  transformations  peuvent  être  complètement 
«rminées  au  moyen  de  la  transformation  infinitésimale  qu'elles  contiennent. 
fin,  on  détermine  complètement  tous  les  groupes  qui  ne  laissent  invariante 
mne  série  de  courbes  9  =  a,  et  Ton  obtient  alors  un  dénombrement  de  tous 
coupes  dans  le  plan.  Finalement,  l'auteur  expose  en  peu  de  mots  la  manière 
l'orienter  relativement  à  la  dépendance  qui  règne  entre  ses  recherches,  dont 
Bportance  se  rattache  essentiellement  au  domaine  des  équations  différen- 
lies,  et  la  théorie  des  substitutions  de  Galois,  la  théorie  des  groupes  de  C.  Jor- 
B,  et  les  recherches  générales  sur  la  transformation  des  différentielles  quadra- 
(Ves  étudiée  par  Uiemann  et  Hclmholtz. 

UieL  —  Considérations  sur  la  Géoraélrie  de  la  sphère,  (d^c)- 
3a). 

*i€weg.  —  Sur  la  théorie  des  forces  électriques.  (533-536). 

^url  extrait,  fait  par  l'auteur,  de  son  Mémoire  intitulé  :  Allgemeine  Théorie 
*  ponde romotorische  Krliften,  et  publié  dans  les  Mémoires  de  l'Académie 
•le  des  Sciences  d'Auistcrdani,  pour  Tannée  1S79. 

fkmann  (/^.).  —  Conij)lément  d'une  étude  de  Dirichlet.  (537- 
^ois-Reymond  {P,),  —  Sur  le  tiiéorèine /'(j:)  =  lim* — '• — 

So), 

Hier  {M.),  —  Note  sur  une  classe  de  délerniinanls  symétriques. 

I-DDJ). 

^  {A.).  —  Interprétation  géométrique  de  Téquation  différon- 
ïlle  ÎV.r  -f-  <>rfy  -f-  \\f{z  ~  o.  (55()-55ç)). 
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/i.  —  Sur  une  application  nouvelle  de  l'équation  de  Lamé. 

rdan  (G.).  —  Observations  de  la  comète  d  1881  (Enckc) 
1881  (Barnard),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (54o). 

N°  15^  10  oclobrc. 

—  Sur  le  premier  Volume  des  «  Nouvelles  Annales  de  TOb- 
atoire  de  Bruxelles  ».  (553). 

a,  —  Comète  découverte  par  M.  Denning,  le  4  octobre 
[;  observation  faite  à  TObservatoire  de  Marseille.  (SSg). 

^°  16;  17  octobre. 

étions  formulées  parla  Conférence  internationale  pour  I'oIj- 
ation  du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil.  (SGy). 

irdan  (G.)-  —  Observations  de  la  comète  6  1881  (Tebbutt- 
ild-Cruls),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (573). 

anos.  —  Sur  une  configuration  remarquable  de  cercles  dans 
)ace.  (578). 

diverses  sphères  de  l'espace,  coastitueDt  un  système  linéaire 

\S,  H-^jSj-i-XjS, +  \S4  +  \Sj,  =  0. 

ut  considérer  comme  coordonnées  d'un  cercle  déterminé  par  deux  sphères 

quantités 

Pij  =  '^i'^J        f^i^J' 

lire  elles  par  les  cinq  relations  du  type 

tephanos  déduit  de  là  qu'à  tout  système  de  quatre  cercles  de  l'espace  est 
î  un  cinquième  dont  les  coordonnées  sont  composées  linéairement  avec 
'"données  correspondantes  des  quatre  premiers.  Exposant  ensuite  comment, 
onnés  quatre  cercles,  on  peut  construire  le  cinquième  cercle  (formant 
s  quatre  premiers  un  pentacycle),  il  est  amené  à  considérer  une  figure 
^ée  symétriquement  de  quinze  cercles,  pouvant  être  groupés  en  six  pen- 
s  et  situés  trois  à  trois  sur  quinze  sphères;  dans  une  Communication 
^ure  {7.\  ortr>brc),  il  développe  les  propriétés  de  cette  figure. 


Jo  SECONDE  PARTIE. 

Poincaré,  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (58 1). 

Sur  un  mode  d'expression  des  fonctions  fuclisiennes  au  moyen  de  séries. 
Sur  le  genre  de   la   relation    algébrique  qui   a   lieu   entre  deux  fonctioM 
fuchsiennes  du  même  groupe. 

Clausius  (/?.).  —  Sur  une  délermînatîon  générale  de  la  tension 
et  du  volume  des  vapeurs  saturées.  (619). 

Stephanos.  —  Sur  une  configuration  de  quinze  cercles  et  sur  les 
congruences  linéaires  de  cercles  dans  l'espace.  (633). 

Mathieu  {E.),  —  Sur  la  théorie  mathématique  du  mouveraent 
vibratoire  des  cloches.  (636). 

>**  18;  31  Oflokre. 

Stéphan.  —  Observations  de  la  comète  Cruls  (comète  b  1881) 
faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (656). 

Bigourdan,  —  Observations  des  comètes  <»  i88i  (Schaeberle), 
d  1881  (Encke),  e  i88i,/i88i  (Denning),  faites  à  TObsem- 
toire  de  Paris.  (667). 

Hnssert,  —  Eléments  elliptiques  de  la  comète  b  1881.  (65y). 

N*'  19;  7  DOTenbre. 

Stf'phan,  —  Observation  de  la  comète/ 1881  (Denning),  failo à 
rObservaloire  de  Marseille.  ((iy6). 

Schulhof.  —  Eléments  de  la  comète  de  Denning  (1881  /). 

Bailland,  —  Sur  une  formule  générale  pour  le  développement  de 
la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice,  (figl)- 


Picard  {li.).  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes.  (6g6). 

Soicnl 

) 


(  I  )  /  V ?  /  > '  ~ 

•    ...     .A^r.  .V)  .'.-.     fy{x,y 
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deux  intégrales  ahélicnnes  de  première  esp<^cc  relatives  k  la  courho 

/(X,  V)  ^-  o, 

dont  le  genre  est  d'ailleurs  quelconque. 

Supposons  que  ces  intégrales  niaient  l'une  et  l'autre  que  quatre  périodes,  cl 
cela  de  telle  manière  que,  u)«,  w,,  u>„  ia^  et  t^,,  i^,,  v,)  1^3  représentant  quatre  couples 
de  périodes  correspondantes  convenablement  choisies,  tout  autre  système  de 
périodes  correspondantes  ait  la  forme 

'"•  ^ê  -^  '"1  *'i  H-  w,  t'a  -+■  m,  c,, 
où  les  m  sont  entiers;  le  système  d'équations  diiTérentielles 

/v.(^i»ri)  fyM7^r7>         AM^o\) 

„  ..  ;;if.'_r.l^^^^  J^l^iZilrf:,,^  j;i£vril,/^^ 

/>.(^pri)  /v,(-^rV,)  /y^^^.y.^) 

a  son  intégrale  générale  algébrique. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  considère  les  équations 

jr,  +07,  et  x^x^  sont  des  racines  d'équations  algébriques  dont  les  coeffîcients 
sont  des  fonctions  uniformes  de  u  et  v. 

S'occupant  ensuite  particulièrement  des  courbes  du  troisième  genre,  rautcur 
indique  un  cas  intéressant,  où  les  coefficients  de  ces  équations  algébriques  s'ex- 
priment au  moyen  des  fonctions  6  de  deux  variables. 

Appell.   —  Sur  des   équations  diflerenli elles   linéaires  dont  les 
intégrales  vérifient  des  relations  de  la  forme 

V\^{x)]  =  ^{x)¥{x). 

(^99)- 

Soit  une  équation  difrérentielle  linéaire  d'ordre  n, 

en   posant  x  =  9(0»  y  =  ^  +  (0  et  supposant  les  deux   fonctions  9  et  <)/  telles 
que  l'équation  transformée  soit 

ff  y  fi  ~*  y 
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si  l'équation  (i)  admet  la  solution^'  =  ^{x),  elle  admet  aussi  les  solutions 

Kntrc  n  + 1  telles  intégrales  particulières  existera  une  relation  de  la  formr 

)c.4»,  (x)  -4-  X,4»,  (x)  -4-. .  .H-  X,*,(x)  -  o, 

<roù  il  suit  que,  en  posant 

F(x)  =  }^^{x)  4-... 4-  |Ji^.*,.,(jr). 

on  pourra  déterminer  les  |ji  de  façon  (|ue  F(j:)  vérifie  la  relation 

F[5(x))r-.  A  +  (j;)F(j), 
'A  étant  une  constante. 

Si  maintenant  on  réduit  l'équation  proposée  en  faisant 


y  —  V{x)  I     r^dx. 


on  vérifie  que,  si  Téquation  en  t,  d'ordre  n  -\- 1  admet  une  intégrale  t,  =  <j>(j), 
elle  admet  aussi  Tintégrale 

en  sorte  qu'on  pourra  répéter  les  mêmes  raisonnements  sur  cette  équation. 

Or  M.  Appell  montre  que  ces  circonstances,  exceptionnelles  en  général,  se 
présentent  toujours  pour  les  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre. 
Si.  en  particulier,  une  telle  équation  est  de  la  forme 

f{x)  (lésijînani  une  fonction  qui  vérifie  la  relation 

/('!T^)-'r-r4-ô)'/(x). 


ou 


r.   ... 


ré_^  _. 


cette  équation  dilTcreiitieile  admettra  une  solution  F(x)  vérifiant  1  équation 

f(î£^?')^-^-,k(x). 

^  yx  ^-  0/       yjr  -f  o         ' 

Gomes  Teijrira.  —  Sur  l'inlé^^ration  (riine  équation  aux  dérivécr 
partielles  du  deuxième  ordre.  (7o^>.  ). 

l/équalion 

.     ')''-         „  ')z       ,  /ô^z     f)z     f)z  \ 

V- — —H         ^   y(  "r~i'    r  *    1    ».r,  V,  c)  — o, 
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où  A  et  B  sont  des  fonctions  de  x,^,  <s,  -7-  »  peut  <^tre  transformée  dans  une  autre 
du  même  degré  par  rapport  à      ** 


(tx*     dxf)v 

Boussinesq,  —  Comment  se  transmet  dans  un  solide  isotrope  (en 
équilibre)  la  pression  exercée  sur  une  très  petite  partie  de  sa 
surface.  (703). 

Lévy  {L,),  —  Sur  la  possibilité  de  l'équilibre  électrique.  (706). 

La  démonstration  classique  du  théorème  fondamental  de  l'électrostatique,  que 
tout  système  de  corps  électrisés  admet  un  état  d'équilibre  et  un  seul,  suppose 
essentiellement  qu'un  certain  déterminant  est  toujours  différent  de  zéro.  M.  Lévy 
comble  cette  lacune  en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

Tout  déterminant  dont  tous  les  éléments  sont  positifs,  sauf  deux  de  la  dia- 
gonale principale  qui  sont  négatifs,  est  différent  de  zéro  toutes  les  fois  que 
la  soinme  des  éléments  de  chaque  ligne  horizontale  est  négative, 

Lévy  {M,).  —  Sur  le  rendement  et  la  limite  de  Topération  du 
transport  de  la  force  par  l'électricité.  (709). 

Gagarine.  —  Systèmes  articulés  assurant  le  mouvement  rectiligne 
ou  la  courbure  circulaire.  (711). 

L'auteur  parait  ignorer  les  recherches  publiées  sur  les  systèmes  articulés,  et 
en  particulier  les  solutions  dans  lesquelles  on  emploie  cinq  tiges  seulement  pour 
obtenir  le  mouvement  rectiligne,  et  sept  tiges  seulement  pour  obtenir  le  mouve- 
ment d'une  droite  qui  reste  parallèle  à  elle-même,  tous  ses  points  décrivant  des 
droites. 

N*>  20î  H  DOTCBbrc. 

Cruls.  —  Observations  de  la  comète  Schaeberle  {e  1881),  faites  à 
rObservatoire  impérial  de  Rio-Janeiro.  (777). 

Callandreau,  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  des  corps  célestes. 

(779)- 

Halphen.  —  Sur  certaines  séries  pour  le  développement  des  fonc- 
tions d'une  variable.  (781). 

Soit 

>.(!;)  =  Ae"^ -h  Be*^  +  Ce*^' -+-..., 

A,  B,  C,  . . . ,  a, 6,  c,  ...  étant  des  constantes,  et  prenons  pour  V^{x)  le  coefficient 
du  (m^-i)'*"*  terme  dans  le  développement  de  e'^X(!|)  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  Ç.  11  existe  une  classe  de  fonctions /(x)  pour  lesquelles  la  série 
dont  le  terme  général  est 

Oull.  des  Sciences  miihém.,  2"  série,  t.  VI.  (Février  i88j.)  R.3 
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représente  la  (onction  /{x)  cllc-nif'nie,  si  loulcfois  X(0  >**•  P**  ^^  ^'^ 
nulle;  au  cas  où  X((^)  a  la  racine  zéro,  multiple  d*ordre  k^  la  série  représentenit 
/i*)(x). 

Les  conditions  sous  Icsiiuellcs  le  développement  s'applique  sont  iodépendaDta 
de  Xy  en  sorte  que  la  fonction /(^)  est  nécessairement  synectique  dans  toit 
1c  plan. 

Pour  que  la  série  s'applique  à  une  fonction /(jt),  il  faut  et  il  suffit  :  i*qa*ii 
existe  une  constante  a  telle  que  le  produit  «"•/^••^(a:),  pour  toute  valeur  fioic de 
Xf  ne  devienne  pas  infini  avec  m  ;  a*>  que  les  racines,  autres  que  zéro,  de  la  fonc- 
tion X(^)  aient  leur  plus  petit  module  p  supérieur  à  celui  de  -• 

V^{x)  ayant  toujours  le  même  sens,  la  série 

F(x)  =  li. P, -f- II,  P,  (ar)  +  ii,P,(ar) -h. . ., 
où  les  p.  sont  des  cqnstantcs,  convergera  quel  que  soit  x,  si  la  série 

ji,  -t-  V-i^  -^  ix^ar'-h... 
converge  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  supérieur  à  -• 

r 

S'il  en  est  ainsi,  la  série 

V(J)  -  11, -^  II.  7-^  l^t  7-; -+-••• 

est  synectique  dans  tout   le    plan.    La   fonction    V{x)   est    une  ^dulion  (ie 
réquation 

AF(a-t-x)  -h  BF(6h-x)  +  CF(c-t-ar)  -4-...=  Vi*)(x), 

V^'^'Hx)  .     .  I 

caractérisée  par  la  propriété  suivante  : —  a  pour  limite  zéro  avec  —  • 

p**  m 

On  a,  en  outre,  cette  c()nsé(|ucnce 

F(x-hr)  =  P.VO)  -  P.(^)V'(.V)  -4-...-r-  P4(x)Vi»'(r)  -^..•• 

Boussinesq,  —  Égalité  des  abaissements  moyens  que  produisent» 
chacune,  aux  points  où  est  déposée  l'autre,  deux  charges  égales, 
arbitrairement  distribuées,  le  long  de  deux  circonférences  con- 
centriques, sur  un  sol  horizontal,  ou  sur  une  plaque  circulaire 
horizontale  ayant  même  centre  que  ces  circonférences  et  appuyée 
ou  encastrée  sur  tout  son  contour.  (783). 

Léi^y  (iV.).  —  Sur  le  rendement  maximum  dont  sont  susceptibles 
deux  machines  dynamo-électriques  données,  lorsqu'on  les  em- 
ploie au  transport  de  la  force.  (78r>). 

iN"  21;  21  novembre. 

Callaudreau.  —  KIc'nients  de  Torbite  et  éphéméricles  de  la  pla- 
nète (rc^:  Eudore.  (831). 
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Halphen,  —  Sur  certains  développements  en  série.  (832). 

M.  Halphen  est  parvenu,  pour  le  développement  de/(ar  -^-y)  suivant  les  dé- 
rivées d'une  fonction  quelconque,  à  la  série  suivante 

(i)  P.v(r)^-P,(^)V'(r)  +  P.(^)V''(r)-t-.... 

P^(j?)  est  le  coefficient  du  (m  -4-  !)'•»•  terme  dans  le  développement  suivant  les 
puissances  croissantes  de  ^  de  la  fonction 


et  la  fonction  6(0?)  doit  être  déterminée  par  la  condition 


J^^{x)f(,x 


'hy)dz  =  \{yy, 


les  limites  6  et  c  sont  des  constantes  à  volonté. 
11  est  nécessaire  d'ajouter  que  si,  posant 


-/'^^ 


)a^  dXy 


on  avait  zéro  pour  T„  T,,  T,,  . . .,  T4_,,  et  que  T|  fût  différent  de  zéro,  la  série  (i) 
représenterait /^*H a: -4-^),  au  lieu  de/{x  -\-y). 

Quant  à  la  légitimité  de  ce  développement,  voici  le  résultat  qu'énonce 
M.  Halphen. 

Supposons  que  la  fonction 


(p(;)=  I     e^^{x)dx 


soit  synectique  aux  environs  de  C  =  o»  et  soit  k  Tordre  de  multiplicité  de  la  ra- 
cine nulle  pour  cette  fonction,  k  pouvant  d'ailleurs  être  nul;  soit  aussi  p  le  mo- 
dule minimum  des  valeurs  de  ^,  pour  lesquelles  C*I  ?(0  cesse  d'être  synectique. 
Dans  ces  conditions,  formons  le  développement  (i).  Pour  que  ce  développe- 
ment représente /^•)(j:-f->'),  il  faut  et  il  suffit  :  i**  qu'il  existe  une  constante  a 

laissant  a'^/t^^x)  fini  pour  m  infini;  9.'*  que  le  module  de  a  soit  supérieur  à  -• 

P 
Le  cas  de  p  infini  offre  un  intérêt  particulier;   l'énoncé  suivant  répond  à  un 

exemple  de  ce  cas. 

Soient  les  polynômes  P,„(^)  ainsi  définis,  savoir  : 

'  1.2... m   \rfÇ-  /|;^o 

x^  a       x^'^  rt'       x^-*" 

^  m!  "^  ^~~  '^''  7  {m  —  -2njl  "^  Tî  (m-  \n)l 

-i~  (  —  t)^-  — 1- . . . . 

^  5!    (m  -'jsn)l 


-+- 
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Formons,  avfo  une  fonction /(x),  la  série 

—    >  (      irP.(x)    /        dx  I        rf»/(x)<r'*"«"cos{  xfcn- --^). 

01=30 

Cjctic  série  représente /(x)  pour  ies  valeurs  réelles  de  x,  sous  les  conditiois 
«suivantes  :/(x)  doit  être  dévcloppable  en  st^rie  triçonométrique  dans  tout  ii- 
tervalle  fini,  et  en  outre  être  telle  que  le»  intégrales,  formant  les  coefBcieBts  «le 
la  série,  puissent  être  eflectivement  étendues,  par  rapport  à  x,  jusqu*à  =:x. 
Par  exemple 

rosx  =  «-•(P,—  P,-f-  P4  — .. .)» 

sinx  =  e-*(P,—  P,4-P,  — ...)• 

Si  l'on  suppose  que/(x)  est  une  fonction  analytique,  le  résultat  se  complète 
ainsi. 

Si,  entre  deux  parallèles  à  Taxe  des  quantités  réelles  placées  de  part  H 
d'autre  de  cet  axe,  la  fonction  /  est  syncctique,  elle  est,  dans  cette  étendoe,  rr- 
présentée  par  la  série  précédente. 

Si  l'on  prend  n  —  i,  on  tombe  sur  la  série  de  M.  Hermite. 

Picard  (E.),  —  Sur  une  courbe  particulière  du  troisième  g:onrc 
et  sur  certaines  fonctions  uniformes  de  deux  variables  indépen- 
dantes. (835). 

La  considération  des  périodes  d'un  système  d'intégrales  abéliennes  corrcspoi- 
dant  à  la  courbe 

i'«  =  1/(1/ -1)  {u-'X){u  —  y), 

où  Ufif  sont  les  coordonnées,  conduit  l'auteur  à  un  exemple  de  fonction»  de 
deux  variables  indépendantes  se  reproduisant  par  la  substitution  à  u  cl  c  d>\- 
prcssions  linéaires  ronvcnables  en  nombre  infini 

m'  -'-  n'  Il  -^-  p  y       m"  -^  n"  11  -4-  p'  i* 
m  -H  nu  -t-y>v'  m  -\-  nu  -\- pv 

(Ici  <î\cm[)lc  îiièriie  amène  l'auteur  à  un  procédé  beaucoup  plus  général  pour  lor- 
mcr  (le  telles  fondions,  ce  (|uc  l'on  pourra  faire  si  les  équations  linéaire*  aux 
dérivées  partielles 

s  —  ap    -\-  bq    -\  cz, 

r^a,p-^.b,(j-\-c,z, 

où  les  rt,  b,  c  sont  fonctions  de  x  cl  y,  ayant  trois  solutions  c<mimunes  linéai- 
romcnl  indépendantes  «•,  «•',  w":  les  valeurs  de  x  cl  y  tirées  des  équations 


iv' 

iV" 

—  =  u. 

rr  V 

«• 

«• 

sont  racines  dVqualions  algébriques  à  coefficients  uniformes,  en  m,  c. 

Pcllet,  —  Méthode  nouvelle  pour  la  division  du  cercle.  (83RV 
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Mathieu.  —  Intégration  des  équations  différentielles  du  mouve- 
ment vibratoire  d'une  cloche  sphérique.  (84o). 

Lévy  {M,).  —  Applications  numériques  de  la  théorie  du  rende- 
ment maximum  de  deux  machines  dynamo-électriques  employées 
au  transport  de  la  force.  (842). 

N»  22  ;  28  ooTenbre. 

Villarceau  {Y,).  —  Nouvelle  méthode  pour  annuler  la  flexion  as- 
tronomique des  lunettes.  (886). 

Bigourdan,  —  Observation  de  la  nouvelle  comète  (^1881),  faite 
à  rObservatoire  de  Paris.  (889). 

Laguerre.  —  Sur  les  équations  algébriques  de  la  forme 

— = 1 —  -+-. — I *—  =0, 

X  —  a,       X  —  a,  X  —  a^ 

(890). 

Étant  donnée  une  suite 

A  -+-  B  4-C-l-D  -+-..., 

l'auteur  appelle  nombre  des  alternances  de  cette  suite  le  nombre  de  variation» 
que  présente  la  série  des  sommes  partielles 

A,    A  -h  B,    A  +  B  -t-  C,      

Ceci   posé,  on  a   la  proportion  suivante,  \  désignant  un  nombre  entier  arbi^ 
traire,  compris  entre  a/_,  et  a^,  de  telle  sorte  que  les  nombres 

forment  une  suite  croissante  ou  décroissante.  Le  nombre  des  racines  de  l'équation 
proposée,  qui  sont  comprises  entre  \  et  a„  est  au  plus  égal  au  nombre  des  alter- 
nances de  la  suite 

—^ . i^i 1 ^_     ^<-'    . 

si  ces  nombres  sont  différents,  leur  différence  est  un  nombre  pair. 

Soient  \  et  \'  deux  nombres  arbitraires  ne  comprenant  aucune  de»  quantités 
11^,  aifGjy  . . .,  et  tels  que  les  nombres 

f<»rmcnt  une  suite  croissante  ou  décrois^anle. 

Le  nombre  des  racines  de  l'équation  pro[K»»M:e   rompri»ei  entre  Ç  et  Ç'  est  ai> 
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plus  égal  au  nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

^i  , Ay-^  ,  Aj^,  A,,, 

1-  _ f-  _ ^  .  .  .  _j-   _ 

«       _i_  '-^'        _L-        -"^i-H  .  .  ^i-t 

*, — : H  = -+-   =:; H-  •  •  •  -H    f, 


Ai       ,       A,+,  A,-  ^,        _  A|_, 


\  —  a^       ^—^,.1        5  — «,+.  5  — « 


i— I 


Entre  Ç  et  X  la  valeur  du  premier  nombre  de  réquation  est  comprise  entre  le 
plus  grand  et  le  plus  petit  nombre  de  cette  suite. 

DeprezJ^M.).  —  Distribution  de  l'énergie  par  l'électricité.  (892)- 

N»  23;  5  déeenbre. 

Mouchez,  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes  et  de 
la  comète  b  de  1881,  faites  à  TObservatoire  de  Paris  pendant  le 
troisième  trimestre  de  Tannée  1881.  (giS). 

JîesaL  —  Sur  la  théorie  des  boulets  rames.  (916). 

Hermite,  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctioi^s 
elliptiques.  (920). 
Si  Ton  écrit  l'équation  de  Lamé  pour  n  —  2  sous  la  forme 

\)iy=  (6A-'sn'j:4-r)A^sn'a— ^,  —  \k^)y, 
la  solution  est  donnée  par  les  formules 

et  l'on  a  pour  la  détermination  dos  constantes  w  et  X  les  relations 


sn'o)  —   .T-r. i 7-rr-     -; "» 


Vfï^tji 


sn*rt  (  .lA'  sn'rt  —  i  —  /"') 
3  k^  sn*  rt  —  j  (1 -I--A-)  sn-'rt  -- 1 

rn'r?  (2  A'-'  sn-rt  —  i) 
3A='snVz—  :>  (i  -r  k'^ )  sn'rt  -r-  1  ' 

dn'w  r=  — — — ; — 1 

3  A-*  sn*a  —  2(1  +  A")  ^n^a  -\- 1 

(2 A-  M\^a  —  I  —  AM  îA^  siiV/  —  I)  (  «  sn-'rr  —  i) 
lA^  sn*a        »  (  I       A  ^)  MiVf    •   i 

SIMO  riKO  (lU(i) 

A    -     — ^ • 

su 'a  —  sn^w 
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fo'ir  rappelé  ces  résultats,  l'auteur  se  propose  d'examiner  ce  qui  arrive        * 

constante  X  est  nulle  ou  infinie. 

=  o  sitt»  =  Of  K,  K  +  iK';  on  obtient  alors  aisément,  suivant  les  cas,  les 

y  =  D^sïïx,    y—Dj^cnXf    ^=D, dnar. 

intenant  le  cas  de  X  infini  :  en  désignant  par  a  une  solution  de  Téqua- 

3A*'sn*rt  —  3  (i  4- A:')  sn'a -f-i  —  o, 

ose  a  =  a  -+-  7),  w  =  iK'  -h  e,  tj  et  s  étant  des  infiniment  petits  ;  celle 
lies  précédentes  qui  donne  sn^o)  conduit  au  développement 

sont  des  constantes,  et  la  dernière,  qui  donne  X,  fournit  de  même  le 
ment 

X  —  — h  (  A'  sn' a —  ) e  -+- 

i 

;K'-he)  "■  'H(e)        i  K  "  £        aK"^\K  3      )^-^"' 


uite 
suite 


(*'-'»- r) 


3ndra  donc  la  limite  cherchée  en  remplaçant  e  par  -  :  la  limite,  poar 

1 1>  I  ?L(f  Jtl)  ^x  I 
8    -«l     e(j?)         I 


i>. 


H(J7) 

tante  sn'a  est  déterminée  par  l'équation 

.3A'sn*a—  3(i-h  A')  sn'a  -f- 1  =  o. 

ulc  conique  fournit   une  application   intéressante   de  ces  résultats  : 
;   son    mouvement  dépond,  comme  ou   sait,  de  l'intégration  des  équa- 


1 


et 


^£:^5^c  ?aitie. 


^«i 


i   rtt  ..  »l 


#f  «t  *  ^        *' 


-   ^  -'  ---♦   — -  -P. 


nvTs- 


L&     .      1.      V4 


JT  rt  r  di«Bres  par  M.  TmH 

|Cic<«cle  d'une  maûèie 

«fiel.  fKMU*  la  détenniBi- 


.«t 


àt  u 


=  î. 


«.    ••    "tn 


~     -^  •  <  o. 


•«,■.*■  3» 


X  —  /|-i. 


•««•L^ 


-    -r      i  J 


*    ^  -•  «»:    c      '««uuwi    in  Lamé,  montre  qu'on  à-^i 
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il  rcsle  à  déterminer  les  constantes  A,  >.,  u;  c'est  ce  que  fait  M.  Hermite  dans 
une  Communication  postérieure  (a6  décembre);  on  a  d'abord  les  formules 

Sn'w  = ^-^ zr^  y 

a  —  p 

en'  0)  =  i— ^ ^  » 

a— p 

dn'o)  = ~-  » 

»— ? 

p-,       («-t-p)(pH-Y)(Y-4-a) 

a  — Y 

On  voit  que  sn'u^  dn^co  sont  positifs  et  que  cn'u  est  négatif;  on  est  donc  amené 
à  faire 

OirrdtK-MV; 

une  analyse  plus  approfondie  montre  qu'il  est  permis  de  prendre 

oï  =  -t-  K  H-  *V, 
c'  étant  compris  entre  —  K'  et  +  K'  et  déterminé  par  les  expressions 


On  trouve  ensuite 


4 


4/1» 


Les  quantités  X,  v  sont  déterminées  par  ces  formules  au  signe  près;  l'auteur 
établit  qu'on  doit  prendre 

a/i' 

et  que  v  aura  le  signe  de  /  ou  un  signe  contraire,  suivant  que  la  racine  moyenne 
p  sera  positive  ou  négative.  Quant  à  A,  on  devra  prendre 

A  =  (a-Y)e'>, 
fp  désignant  un  angle  arbitraire. 

Brioschi.  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires 

du  second  ordre.  (94')' 

M.  Kummer  a  démontré  {Journal  de  Crelle,  t.  15)  que,  étant  données  deux 
équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre, 

d*y  dy 

d^z       ..dz 
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en  posant 

y  =  wz 

et  en  supposant  t  fonction  de  x,  on  a 


(').==  t(^M'-x. 


où 


dt        •}.  ^  dx       'à'^  ' 

Si  P  et  Q  peuvent  s'exprimer  en  t  comme/?,  7  en  j?,  et  que ^—  F(*)  st'ituof 
intégrale  de  la  premiiTe  équation,  z  =  F(/)  sera  pareillement  une  intégrale  de 
la  seconde  équation,  et  l'on  aura 

V(x)  =:ivF(^). 

La  théorie  des  fonctions  liypergéométriques  et  elliptiques  donnent  des  exemples 
de  cette  propriété  des  fonctions  P,  Q,  /;,  g^  dont  le  plus  important  est  dû  à  Le- 
gendre  :  les  recherches  de  MM.  Schwarr.,  Klein,  Cayley,  Fuchs,  Brioschi  ont  pour 
point  de  départ  le  système  d'équations  ci-dessus. 

Tacchini.  —  Observations  des  taches  et  facules  solaires,  faites  à 
l'Observatoire  du  Collège  llomaiii  pendant  le  troisième  trimeslre 
de  1881.(948). 

Tacchini,  —  Sur  le  spectre  de  la  comète  d'Enckc.  (949)' 

Tacchini.  —  Sur  la  comète  Wcndell,  g  1881.  (949)- 

DuponcheL  —  Rectification  et  addition  à  une  Note  précédente 
concernant  la  courbe  des  taches  solaires.  (gSo). 

Poincaré,  —  Sur  les  courbes  définies  par  les  équations  différen- 
tielles. (g5i). 

Dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  Mathématiques  (1881),  et  qui  a 
été  analysé  dans  \c  Bulletin^  l'auteur  a  étudié  les  courbes  définies  par  une  équa- 
tion différentielle 

dx       dv 

\  \ 

Il  étend  les  résultats  précédemment  obtenus  aux  équations  de  la  forme 

F  étaut  un  polynôme  entier. 
Kn  posant 

,  ,,        .  .        ,     ,        .         dy    _     ^ 
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où  les  9  sonl  des  fonctions  rationnelles,  il  en  résultera,  à  cause  de  Téquation  dif- 
férentielle, 

*(^,t.,î;)  =  o. 

Cette  équation  définit  une  surface,  et  l'équation  différentielle  définit  certaines 

caractéristiques  tracées  sur  cette  surface.  Si  Ton   suppose  que  cette  surface  se 

compose  d'un  certain  nombre  de  nappes  fermées,  on  aura  pour  une  de  ces  nappes 

la  relation 

N-f-F— C  =  a  — 2/>, 

où  N,  F,  C  sont  les  nombres  de  nœuds,  de  foyers  et  de  cols  (voir  le  Mémoire 
cité),  et  où/)  est  le  genre  de  la  nappe,  c'est-à-dire  le  nombre  des  cycles  séparés 
que  Ton  peut  tracer  de  cette  nappe  sans  la  séparer  en  deux  régions  distinctes. 

Deprez,  —  Distribution  de  l'énergie  par  l'électricité.  (gSa). 


N<>  24;  12  décenbre. 

Stephanos*  —  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  une 
même  jacobienne.  (994)- 

L'auteur  présente  à  l'Académie  un  Mémoire,  dans  lequel  il  étudie  les  faisceaux 
de  formes  binaires  ayant  une  même  jacobienne  par  les  seules  ressources  de  l'Al- 
gèbre binaire. 

Dans  la  première  Partie,  après  une  Introduction  concernant  les  systèmes  li- 
néaires de  formes  binaires  et  les  invariants  et  covariants  de  ces  systèmes  {com- 
binants des  formes  binaires),  il  examine  les  relations  qui  ont  lieu  entre  les 
formes  d'un  faisceau  et  sa  jacobienne,  ainsi  que  les  relations  qui  existent  entre 
deux  faisceaux  ayant  une  même  jacobienne. 

Dans  la  deuxième  Partie,  il  étudie  d'une  manière  détaillée  le  problème  de  la 
détermination  des  faisceaux  de  formes  biquadratiques,  ayant  une  jacobienne 
donnée,  problème  qui  acquiert  un  intérêt  particulier,  par  ce  fait  qu'on  peut  y 
ramener  la  recherche  des  substitutions  linéaires  qui  font  disparaître  le  second  et 
l'avant-dernier  terme  d'une  équation  du  dixième  degré. 

ÂMguerre.  —  Sur  les  équations  de  la  forme 


2/' 


e  -'F(z)dz  =  o. 

(1000). 

Une  telle  équation  peut  toujours  se  mcltrc  sous  la  forme 

/       e-^'l\(z)dz-r-...-r-  I       e^F„(c)«/c  =0, 

r»ù  les  quantités  a^,  6«, . . .,  a„.  bn  sont  rangées  par  ordre  de  grandeur,  ou  sous  la 
forme 

/        c  ''*VKz)dz, 


^  //., 
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F{z)  étant  une  fonclion   discontinae  qui  s*annulc  dans  des  intervalles  conve- 
nables. 

Le  nombre  de  ses  racines  positives  est  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de 
l'équation 


/. 


V{x)dx  =  o, 


qui  sont  comprises  entre  a^  (*t  a„. 

En  supposant  que  1rs  quantihVs  h\f  F,  se  réduisent  à  des  constantes,  on  a  le 
théorème  suivant  : 

Étant  donnée  Véquation 

où  les  nombres  a,,. . ,,  a„  vont  en  croissant,  si  Von  forme  les  quantités 

le  nombre  des  variations  des  termes  de  la  suite 

/>„(»,—  a,), 

/'a(a|— a»)  -+-/>i(a,—  «i  )• 

/?•(»!—«•)  -+-/>,  (a,— a,)  -?-/>a(at,—  a,). 


Z'» 

e*/  au  plus  égal  au  nombre  des  racines  de  Véquation  proposée,  qui  sont  #**P^ 

rieures  à  l'unité. 

L'équation 

A;r*-f-  Ba:?4-  CxT-h.  ..  =  o, 

où  les  exposants  sont  positifs,  a,  au  plus,  autant  de  racines  positives  que  T»-^  ^ 
tion 

X^  H t: J^**  H XÏ  4-  .  .  .  =  O. 

r(a-t-i)      ^  ro-T-i)     ^  r(Y-r-i)     ^ 

L'équation 

A  4-  Bx  -h  Cx'^-h  Dx^-h. ..—  o 

u,  au  plus,  autant  de  racines  positives  (}uo  réquatioii 

B  C  . 

A  H X  ■+■ — x'  -t- . . .  =  c), 

I  H  -  10  (  I  -h  w  )  (  J  4-  (0  ) 

w  étant  une  quantité  positive  quelconque.  . 

On  peut  toujours  dclcriiiincr  une  valeur  de  z  telle  que,  pour  cette  valeur  e 
valeurs  plus  grandes,  le  nombre  de  variations  que  présente  le  dévcloppcniet^»- 
f{x)e^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  soit  exactement  égal  au  noi*'-^ 
des  racines  positives   de    l'équation  /{x)  —  o,   chacune   de   ces  racines  c  ^ 
comptée  avec  son  degré  de  multiplicité. 

Halphen,  —  Sur  une  série  d'Abel.  (loo.')V 


i 
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igit  de  la  série 


2.3. ../i      ^       ^    r/ 


lée  par  Abel  (t.  II,  p.  82). 

i  les  conditions  dans  lesquelles  cette  formule  est  légitime  : 

r  qu'il  existe  des  quantités  ^  rendant  exacte  cette  formule,  il  faut  et  il 

pi'il  existe  aussi  des  quantités  a  laissant  fini  le  produit  a'*/^"^  (x)  quand  n 


ini. 


a  le  plus  grand  module  des  quantités  a,  et  soit  u  la  racine  positive 
+•=  I  (1/  =  0,27...);  la  formule  est  exacte  pour  les  valeurs  de  p  dont  le 
ë  est  moindre  que  le  produit  ua. 

p  tout  nombre  compris  entre  o  et  /i.  Les  produits  -s"  c''/^*^/? 5)  restent 
>our  n  infini,  tant  que  le  module  de  z  reste  inférieur  à  ua.  Mais  si  z  con- 
lin  même  argument  u>  et  que  son  module  croisse  d'une  ^lanière  continue 
à  de  ua,  ces  produits  restent  encore  finis  jusqu'à  une  autre  limite  9(ci>), 
a  forme  dépend  de /(J7). 

condition  nécessaire  et  suffisante  à  l'existence  de  la  formule  d'Abel  con- 
n  ce  que  le  point  p  soit  à  l'intérieur  de  la  courbe  p  =  9  ((>>). 
rialphen  considère  comme  exemples  les  fonctions  e',  e^'.  Un  exemple  eu- 
du  cas  où  la  série  converge  sans  représenter  la  fonction  est  fourni  par 
ui-méme  à  son  insu.  L'illustre  géomètre  l'applique  en  effet  à  la  fonction 
+  ^),  et  alors  la  série  définit  une  transcendante  nouvelle,  tout  autre  que 
irithme,  dont  M.  Halphen  indique  quelques  propriétés  intéressantes. 

l  el  Janaud,  —  Remarques  sur  l'introduclion  de  fonctions 
Jnues,  n'ayant  pas  de  dérivée,  dans  les  éléments  delà  Méca- 
le.  (ioo5). 

sidérant,  par  exemple,  une  force  discontinue  dans  tout  intervalle,  agissant 
I  point  mobile  suivant  une  droite  Ox  et  toujours  dirigée  suivant  cette 
,  les  auteurs  admettent  que  Taccroissement  de  vitesse  pendant  un  intervalle 
nps  est  au  plus  égal  à  celui  qui  se  serait  produit  si  la  force  avait  constam- 
conservé  sa  plus  grande  valeur  et  au  moins  égal  à  celui  qui  se  serait  pro- 
i  la  force  avait  constamment  sa  plus  petite  valeur  :  on  en  déduit  la  conti- 
de  la  vitesse;  si  la  fonction  9(0»  m^^  représente  la  forme,  est  susceptible 

gration,  l'expression    /      ^{t)dt  représente  les  variations  de  vitesse  pen- 


l'intervalle  de  temps  /,=  /. 

iproquement,  si  l'on  se  donne  la  vitesse  v  =/(/),  et  si  la  fonction /(/)  admet 
érivéc  ç(/)  susceptible  d'intégration,  la  force  V=  ?(/)  produira  le  mou- 
lt considéré;  maison  ne  changera  pas  le  mouvement  en  modifiant  cette  force 
nn  nombre  limité  et  même  pour  une  infinité  de  valeur  de  /. 

.  —  Sur  une  classe  de  fonctions  analogues  aux  fonctions  0. 

)8). 

enl  M<'\  a^*^...,  u^^  les/?  intégrales  normales  de  première  espèce  relatives 
:  équation    V{x,y)  —  o,  iv  *••  une  intégrale  normale   de  deuxième  espère, 


46  SECONDE  PAUTIE. 

v<*>  une  intégrale  normale  de  irnisième  espèce,  Taulcur  apprend  à  fomner  ue 
foncUon  9[^|  qui  ne  dépend  de  la  variable  x  que  par  l*intennédiairc  de /)  inté- 
grales u^*^j  des  q  intégrales  vi.^\  des  r  intégrales  cv'*'  et  qui  est  une  fonction  holo- 
morphe  de  ces  p-\-  q  +  r  quantitt^  rtmsidérêes  comme  variables  indépeDdaoles, 
et  il  indique  quelques  propriétés  de  ces  fonctions. 


N"  25;  \%  im^M. 

Le  Cordier  {P-)»  —  Recherches  sur  les  lois  fondamentales  de 
réleclrodynamique.  (io55). 

Laguerre,  —  Sur  rîntroduction  des  logarithmes  dans  les  crité- 
riums qui  déterminent  une  limite  supérieure  du  nombre  des  ra- 
cines d*une  équation  qui  sont  comprises  entre  deux  nombres 
donnés.  (1061). 

Considérons  Téquation 

où  F(x)  désigne  une  fonction  quelconque  de  x  tel  le  que,  dans  son  développement) 
tous  les  coefficients  soient  positifs,  et  011  a^,  ^n>*  •<  <?,  sont  des  quantités  posi- 
tives rangées  par  ordre  de  grandeur;  si  Ton  pose 

7^0=  A«»    /'i=Ag-t-A,,    /?,— A,-T- A,-i- A,,...,    />,=  A,-H  A,-f-...-»-A/, 

le  nombre  m  des  racines  positives  de  cette  équation  est  au  plus  égal  au  nombre 
de  variations  de  la  suite 

/'vt       P\t       Pi"  •  •«       Ph^ 

ou  de  la  suite 


^  a 


a 


/?.I<»g  — -r/>,  log-', 

p,  lop  —  -4-  />,  lop  -*  -^  p^  log  ^ 
€*,  c#,  a. 


^-  .       ^,  ,         n. 


P.- 


a,  «,  a^. , 


Fuchs  {L')'  —  Sur  une  équation  différent  ici  le  de  l.i  forme 


(io63). 

L.i  recherche  <lu  ca*»  où  U«^  é«|uatioit> 


//  ti 

(~Tz)    -     Im")     •  W       '',  ''.H'       </,)''i 
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ïDt  par  dcâ  fonctions  uniformes  et  doublement  périodiques  a  été  corn- 
nt  effectuée  par  MM.  Briot  et  Bouquet.  L'auteur  montre  comment  la  mé- 
:posée  par  M.  Hermitc,  dans  son  Cours  d* Analyse,  pour  intégrer  les  équa- 

la  forme  /(  a,  -,-  )  =  o,  conduit  aux  résultats  obtenus  par  MM.  Briot  et 

—  Sur  les  fondions  irréductibles  suivant  un  module  pre- 
[io65). 

M,).  —  Théorème  d'Arithmétique.  (1066). 

N^  26^  26  déeenbre. 

?.  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
Iques.  (1099). 

plus  haut. 

dan.  —  Éléments  et  éphémérides  de  la  comète  ^1881 
l).  (1122). 

X,  —  Sur  les  différentielles  successives  des  fonctions  de 
;urs  variables  indépendantes.  (11 23). 

(is\).  —  Sur  quelques  exemples  de  réduction  d'intégrales 
înnes  aux  intégrales  elliptiques.  (1126). 
1  considère  la  courbe  du  second  genre 

y'*=x{x  —  ï){x —  ay^ 
de  de  première  espèce 

(i  —  m\)  { X  —  a)  -4-  (i  —  m\'^)y 


f 


-  (IXy 


^  27:        .    .     Jir 

A  =  cos  -^  -f-  i  sin  "Y"  > 


est  un  nombre  réel  et  commensurable,  n'a  que  deux  périodes, 
est  de  même  de  l'intégrale 


X      J. 


( m  -h  i)  —  ( m  —  i)x^ 


^'r. 

V  vC* 

4-  ax^ 

1   b 

à  la  cou 

rbe 

du  troisième 

genre 

>-'•- 

^  X»  -}- 

ax»H- 

à, 

losant 

m 

commcnsurablt;. 

in  SECONDE  PAITIE. 


tm-rt .Sm-rl 


M.  Muir  montre  qu'il  est  toujours  divisible  par 

Glaisher  {J ,-M\-L,).  —  Sur  un  déterminant  de  forme  spéciale 
certaines  fonctions  de  n  variables  analogues  au  sinus  et  aa 
nus.  (i5-33). 

Ce  Mémoire  peut  ùlrc  considéré  comme  la  suite  d'un  travail  prccédcût  :  « 
les  facteurs  d'une  forme  spéciale  de  déterminant  »  inséré  au  t.  XV,  p.  H] 


(•)  V(.ir  liuUetin,  II,,  i.'i;. 


THE  OCARTERLY  JOURNAL  or  Pcbe  àsm  Amn»  XimBUiKS  ('). 

Tome  XVI:  1879. 
Cayley.  —  Sar  la  cinématique  do  plan.  (  i-8k 

L'o  plao  variable  se  méat  «ar  ao  plan  fix<r.  Ckaqve  poist  da  plas  TviaUe 
déarii  une  courbe  sor  le  plao  fi\e:  rhaqne  r>j«rbe  de  ce  plas  a  urne  emTtlùfft 
sur  le  plao  fixe.  RéciprrxfurineDt  chaque  potot  du  plaa  fixe  trace  s«r  le  pbi 
▼ariable  ooe  coarbe  et  chaque  courbe  de  ce  plaa  fixe  doaae  lie«  à  umc  cmrthfft 
ftor  le  plan  variable.  Enfin,  le  mouTement  relatif  pevt  être  prodaît  par  le  fo«lc 
ment  d'une  courbe  du  plan  variable  sur  une  courbe  du  piaa  fixe.  M.  Cajfcj 
reprend  la  théorie  analytique  de  cette  question  et  en  fait  Tapplicatioa  au  eu  k  ^ 
plu»  simple. 

3/uir  {Th.).  —  Sur  le  développement  de  l'expression 

(x4-v)«-+-(--x)«-h(-v)«. 

(9-i4). 

Cet  article  se  relie  à  celui  de  M.  Glaisher  sur  le  théorème,  dû  à  Cauchy, 
{x  -^ y)'  —  j:r"  — ^  est  divisible  par  jc^-r-  xy  -r- r*  si  n  est  de  la  forme  6m  ±| 
et  par  (x'-f-  xy  4-^'')*  si  n  est  de  la  forme  6m  -r- 1. 

L'auteur  se  propose  de  généraliser  cette  proposition  et  il  obtient  en 
le  théorème  suivant  : 

Poion» 

Ji  =  x^-^xy  -r-y"^, 

7  -  xy'^-r-  x^y. 

L'expression  {x  -^  yY  -r-  {—  x'f  -.-  {  —  y  )'  n'est  divisible  ni  par  ?  ni  parp 
n  =  iip  ;  eiie  est  divisible  par  Ji*f  51  «  —  (i/>  -h  i,  par  fl  «i  /i  =  6/;  -h  a,/wrx^ 
/i  =  6y?  -f-  3,  par  ^'  si  n  —  i')p-\-\,  par  Jjv  si  n  —  tip  -r-  5. 

Considérant  de  même  le  polynôme 


J 
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Ju  Çuarlertj-  Journal.  L'auteur  y  considère  les  n  fonctions 


4«J 


-  i  -\ j  -h 


X 


in 


n\  (2/l)î 


X 


r»i+i 


—  X 


(  /i  -r-  I  )  !  (  2  /l  -f-  I  )  ! 


.3«-l 


(/t  — i)!        (2/1—1)! 


-j-  .  .  .  , 


et  il  en  montre  l'analogie  avec  le  sinus  et  le  cosinus  hyperboliques,  les  for- 
miiles  d'addition,  les  relations  différentielles,  la  généralisation  de  la  formule  de 
Moivre,  etc. 

Mais  il  faut  remarquer  qu'elles  ne  donnent  pas  la  véritable  généralisation  du 
sinus  et  du  cosinus.  Il  faudrait  avoir  n  fonctions  de  /t  —  i  variables  liées  par 
une  seule  relation.  M.  Glaisher  rappelle  que  ces  n  fonctions  ont  été  en  effet 
obtenues  par  M.  Appell  dans  un  intéressant  Mémoire  publié  en  1877  dans  les 
Comptes  rendu*  et  il  reprend,  en  les  développant,  les  résultats  de  ce  travail. 

'^anner  [H.-W.'Lloyd)'  —  Sur  certaines  fonctions  analo^esau 
Pfaffian.  (34-45). 

Considérons  n  fonctions^,,  y„  . .  .,^',  de  n  variables  x^,  . . .,  x^.  Si  l'on  forme 
le  déterminant 


•   •   •   • 

Xt      •' 



â 

à 

ô 

ôx^ 

dx^ 

ôx„ 

Xi 

.y\    • 

.  .         Vh 

à 

à 

â 

ôx^ 

•    •    •    • 

—  Il  ^          • 

àx^ 

àx„ 



P«t  que 
[ptartïe 


l'on  suppose  que,  dans  chaque  terme,  les  différentiations  portent  sur  la 
qui  les  suit,  alors,  si  le  déterminant  se  termine  par  une  ligne 


à 
âXf 


dx^ 


lAdique  une  opération  que  l'auteur  désigne  par  le  symbole  J 1,  2, 
contraire,  le  déterminant  se  termine  par  une  ligne 


• ,  •*  f  »  SI» 


ri»r 


14  •  •  •  , 


J  Hi 


icquîert  un  sens  quantitatif;  mais  on  peut  le  transformer  en  un  opérateur  si 
multiplie  la  dernière  ligne  par  une  fonction  u.   On  désigne  cette  opération 
le  symbole  [i,  2,  ...,  n].  L'auteur  développe  différentes  propriétés  relatives 
deux  symboles,  dont  nous  venons  de  faire  connaître  la  définition. 

rr  (H.-IV.'Lloyd).  —  Sur  la  transformation  d'une  expres- 
n  différentielle  linéaire.  (45-64). 

9uH.  des  Sciences  mathe'm.^  2'  série,  t.  VI.  (  Vfars  1882.)  R.^i 


'm.  >ecom>e  partie. 

l>aii«kor  Xlf'iuoirr,  railleur  coBsidrrr  IVvprcssvio  diflrmitiHIc 

v.rfx,— ...— v.di-,. 

«Ml  %  1 .  >4)nl  ilrs  fonction»  de  x, x..  eC  il  donae  les  eoaditions  nêm* 

SÉÎres  •*!  <iifKsant<!s  |H>ur  qn'dle  pai»e  étrv  raneare  à  Fane  des  forme»  caw- 

DI<|UOS 

%',</«,  — ...  -    ^v  <'•,- 

I^  nivtlKHic  <aî\ie  |>ar  Tanteiir  rrp^^se  «or  la  ronsidëratioB  de  eerUins  drUr 
iuiaanl>  >ynilM»liqiie<  dont  l'rtade  fait  IVbjei  do  pnrseat  Sléaioîrr. 

Jeffery  \  IL'MS\.  —  Sur  les  courbes  planes  tie  troisième  classe  à 
trois  !b\ers  sin<;uliers.  Kk>-8i  •. 

lAkntiniutit^  de<  étade»  de  Tantewr  p«biir<s  dan<  le  Voinaie  prêrédeoU  Du» 
le<  Articles  antrnenr»«  l'avtenr  avait  rla5tfe  les  rnbÂqve»  de  troÎMême  cU$$f  4" 
ont  vn  triple  «'m  un  d^Hible  f>>yer.  Il  traite  Baîntesant  le  ras  de  tmis  feîff' 
»iinp)<"<  et  effertne  la  rlasstfecati^^n  d'apnr»  la  |^«««tion  de  ors  trois  foyers  rdati- 
^vment  a  Lé  dr>^ite  de  I  infini.  Toar  eka^^ne  position  des  trtt^îs  foyers.  M.  Mkr^ 
d«vBne  ro]nati  «n  de  la  r«>«rbe  en  ev^M^J-nnn-s  tansentielles.  Il  A\fct\t  n 
drUiI  li^^  ditf'  n^nts  i*as  et  examine  en  parti^nlier  op  qni  o>iM:vme  les  taajinUf 
d«»«il.les. 

/\^ifrv<  ,  /\-l  .'-.  —  Sur  le  mouvement  tourbillonna  ire  à  rinléricur 

ol  îi  rexieriour  d'un  c\  lindre  elliptique.  Seconde  Partie.  { 81-88). 

I.  au;r«ir  ^t-:)  *  :->  rt^Miltais  ^>*»ns  nrsati^eflaent  a  an  cylindre  cirrobiren 
*■*-<  ,î  ua  ex",  û  •-  r  ".:-:.  ;a-r.  I;  e=sf%  *-.*  p»-Kr  «-^ia  k-s  c-»  nl'Hinre*  cllipli<|** 
<;u  :;  ^cÎt^î::.:  ^  :\  "  -'"^i  •s."^  7»  Uirfs  *«ip''  >■:•**  dans  !e  cas  du  cylin«lrc  fir- 
.'u'.a;:^  I^  .v.:.'-!:  :-  ir  i.«  qoersc:  -a  oi"»*>.*îe  ^ns  la  disr>.-atinailë  qni  sfp»^ 
^T."  ;•  ur  ■  -.-  '-i  "  i* -'?.•.'•  il  *  l.atrr.-ï-.  L'cSUar  samQh"»ole  reltf  <l>ft~ 
.'■::-  -  r.  ""  :     >    "      *•"*>  -"  st.  -rs  *:  1!  3;  «ir*  ;vf.  a^faa^e  aa\  f«»yers.  les  vil( 


j        •»  •■ 


#f."  •<'.-'-    ./.-M.-/--  .  —  Sur  le  thê\'i>^me  de  Cauch\  relatif  au  "^ 
Vv.fT-    -i    ..  -^    — ^;.  :i>    '.-  k   h  -i-ifTS   :.ir  Liiijxr  e:    jar  M.  Muir.  I/aolf  ^^ 

J'^j'    *      Il  'M.  •   —  S;;r  la  cÎA>>'fccaîi^-n  des  courl»e5  planes 

» 

•  -^       i->^     t:  •. ;  *  :•::   •  .i^^f<  î«àr  r'. i».*krr  £  afcrs  U  naturf  dt  le«r>  **? 

..  4i::ï-  S'  :.- c»-— r  -.  •      «nr.i-iîr  "-s  r?*-îrfyipfs  <f«   ^^rrrkaat  reiiTri«>PP^    ** 
I   -. r    ■•  'S*:?'  ..?     z.r  :.j'»>*.i:  ra*  «r*  3*.«.xis  if  rfa^r'-alre  dfs  ajnnpt**^' 

."    i    ■  .i.-':v'      ^iiM  ".'^  -^;.  :*if^  sa:  *.'>si ecijfs a  à«. or-^iiiioas d^t"*" 


/ 
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yley  {A.).  —  Note  sur  la  théorie  des  surfaces  apsidales.  (109- 
1 12). 

L*illustre  géomètre  donne  un  système  de  formules  analytiques  qui  permet  d*c- 
blir  d'une  manière  réellement  simple  que  les  surfaces  apsidales  de  deux  sur- 
ces  polaires  réciproques  sont  clles-mèuies  polaires  réciproques. 

•A*5  (  JJ\-M,).  —  Sur  le  mouvement  de  deux  cylindres  dans  un 
luîde.  (i  i3-i4o  et  193-219). 

L'auteur  suppose  que  les  axes  des  deux  cylindres  sont  indéfinis  et  demeurent 
ujours  parallèles,  que  le  mouvement  est  le  même  dans  tous  les  plans  perpen- 
culaires  à  ces  axes;  en  sorte  que  le  problème  dépend  de  deux  dimensions  seu- 
mtent  et,  au  lieu  des  cylindres,  on  peut  prendre  les  cercles  qui  leur  servent  de 
ise.  Il  s'agit  d*abord  de  déterminer  le  potentiel  des  vitesses  du  fluide  incom- 
*essible  dans  lequel  se  meuvent  les  deux  cercles.  Cette  détermination  s'effectue 
ns  difficulté,  si  l'on  prend  des  coordonnées  curvilignes  correspondantes  au 
rstème  formé  de  cercles  orthogonaux;  on  est  alors  ramené  à  un  problème 
ntérieurement  traité  par  l'auteur.  L'auteur  discute  d'abord  le  cas  où  les  deux 
croies  se  touchent;  puis  il  examine  et  développe  en  détail  tout  ce  qui  concerne 
e  cas  général. 

ownsend  {R,).  — Sur  l'équation  de  M.  Jellell  dans  la  théorie  du 
potentiel  et  sur  son  application  à  la  détermination  de  Tallraction 
d'un  disque  circulaire,  quand  Tattraction  est  en  raison  inverse 
d'une  puissance  quelconque  de  la  distance.  (i4o-i5i). 

La  proposition  de  M.  Jellett,  dont  l'auteur  fait  n.sage,  est  la  suivante  : 
^Uf  pour  k  variables  x,  y^  z,  . . . , 

d' 9        d' o 

oit 

r*=  (a:  —  a)" H-  {y  —  6)«-i-..,: 


n  -    \ 


^^■*^  appelé  le  potentiel  des  points  (a,  6,  c)  de  masses  jx  dans  un  espace  à 
'^ «usions,  quand  l'attraction  est  proportionnelle  à  la  w'*"*  puissance  de  r. 
I^^^tion  de  M.  Jellet  est 

AV„  —  (  /t  —  1  )  ( /i  -;-  A-  —  I )  V„_,. 
''■^^orèrac  élégant  conduit  l'auteur  à  une  solution    simple  de   la  question 


C  ^^.-C).  —  Application  de  la  Géométrie  à  quatre  dimensions 
^^termination,  sans  aucune  intégration,  des  moments  d'iner- 
^^^  solides,  (i 52-1 59). 


» . 


V.  SECONDE  PARTIE. 

l/autcur  ruosiitrrc  successivement  It*  tétraèdre,  le  fuiniUélépipéde  et  rellip^»-  — 
soïdo. 

lioberts  (S.).  —  Sur  l'impossibilité  d'une  extension  générale  d^H^^ 

théorème  d'Euler  sur  le  produit  de  deux  sommes  de  quatre  cai — 

rés  au  produit  de  deux  sommes  de  2"  carrés,  où  n  est  plusgram 
que  3.  (i  59-170). 


Il  s'agit  iri  d'une  question  très  int(^rcssante  et  sur  laquelle  ont  été  émises  le 
opinions  les   plus  routradirtoires.   On  sait,  depuis  Euler,  que  le  produit  d'u 
somme  de  quatre  carrés  par  une  somme  de  quatre  carrés  est  encore  une  som 
de  quatre  carrés.  Ce  théorème  a  été  généralisé  par  Lagrange,  qui  a  substitué 
la  forme  x^-^-r*-    s' -f- /*  la   suivante  :  x^ -\- ay*-^- bz"*-^  abi'.  On  a  reconn 
également  que  le  produit  d'une  somme  de  huit  carrés  par  une  somme  de  hu 
carrés  est  encore  une  somme  de  huit  carrés,  ce  qui  a  porté  quelques  personne 
à   penser  que?   le    ihéoréme  d'Kuler  peut  s'étendre   aux  sommes  composées 
3*"  carrés,  m  étant  quelconque.  L'induction  était  séduisante,  le  théorème  éta 
démontré   pour   toutes   les   valeurs  de   m   inférieures  à  4*  Cependant  elle 
inexacte  et  M.  Itoberts  montre  qu'il  est  impossible  de  généraliser  le  procédé  q 
réussit  dans  les  cas  que  nous  venons  d'indiquer. 

L'étude  de  cette  question   est  d'autant  plus  importante  qu'elle  joue  un  r6> 
essentiel  dans  toutes  les  équations   relatives  à  la  généralisation  de  la  métho 
des  quatcrnions. 

Coates  (C.'V,).    —  Sur  le  \ortex  annulaire.  (170-178). 

L'auteur  considère  un  filet  tourbillonnaire  de  petite  section.  On  a  à  dévelopf»  ^  r 
unc  intégrale  elliptique   complète   de   première  et  de  seconde  espèce  dont        1^ 
module  est  très  voisin  de  i.   L'auteur  effectue  ce  développement  en  conserva.  wr%t 
seulement  les  termes  qui  sont  proportionnels  au  carré  du  module  complém^  wi  — 
taire,  et  il  coni[)arc  les  résultats  ainsi  obtenus  avec  ceux  que  Ton  connaît  re  B  a- 
tivcment  au  mouvement  d'un  filet  tourbillonnaire  rectiligne. 

('ar/ey  (Â.).  —  Application   de  la  méthode  de  Newton-Fouri  «r 
aux  racines  imai;iiiaircs  d'une  équation.  (179-186). 
M.  Caylcy  considère  l'équation  du  second  degré 

cl  il  cherche  qu«^lle  est  la  condition  pour  que,  en  partant  d'une  valeur  app3»»ro- 
chée  x^  et  en  af>pliquant  la  méthode  de  Newton,  on  s'approche  indéfinimeo  ^Mi^l* 
l'une  des  racines.  La  s(»luli(M»  de  cette  question  est  fournie  par  la  relation 


n        \  Jr„  .  :-  n  ' 


_  p 


qui  existe  entre  deux  valeurs  approchées  consécutives. 

Sharp  (  W  .-C-J.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre.  (iES"" 

néuionslrulions  élénjentaires   de   quel(|ues   propriétés  fondamentales  <le<  *"" 


/ 
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biques  par  Temploi  de  l'équation  réduite 

ax^  -r  3c,  J73'-h  cz^  -i-  3b^y^z  —  o. 

Varren  (J.-W.),  — •  Sur  une  forme  particulière  de  la  formule  de 
Gauss,  donnant  la  mesure  de  la  courbure.  (119-^^24). 
La  courbure  A'  peut  être  mise  sous  la  forme 


Uk  - 


où  b>  est  Tangle  sous  lequel  se  coupent  les  courbes  p  ^-  c,  q  ~  c'. 

'ayley  (A.).  —  Sur  une  formule  covariante.  (a24-'22()). 

M.  GSiyley  remarque  que,  si  l'on  ronsidrrc  la  formule  de  Newton 

*^i    -  «^    -  ^- —    » 

on  a 

(J7    -  a)  f(jr)     -  fUc) 

Le  numérateur  de  celte  expression  admet  la  racine  double  x  -  a  et  par  con- 
séquent le  discriminant  de  l'expressiou 

(j:    -x,)/'(x)-/(x) 

conliendra/( x,  )  en  fadeur.  Cela  le  conduit  à  considérer  le  covariant 

K\y  -  t.J:)(  a   ^^^  -r-  ?  j^^  )/(;,  t.)  -  (a^'  -  ?x)/($,  t.), 

dont  le  discriminant  par  rapport  à  Ç,  tj  est  une  fonction  d'ordre  2/1  —  2,  soit  en 
•x^  y^  soit  en  a,  ^.  Ce  discriminant  contiendra /(j:,^)  en  facteur,  et  il  restera 
uo  polynôme  du  degré  /i  —  2  en  x,  ^,  2/1  —  2  en  a,  p,  et  2/1  —  3  par  rapport 
aux  coefficients  de/($,  tj).  M.  Cayley  vérifie  ces  résultats  dans  les  cas  les  plus 
simples,  où  /  est  du  second  et  du  troisième  degré. 

reenhill[A,'G,). — Mouvement  d'un  fluide  compris  entre  des 
cylindres  elliptiques  confocaux  et  entre  des  ellipsoïdes  homofo- 
caux.  (227-256). 

Un  fluide  est  compris  entre  deux  cylindres  elliptiques  indéfinis  confocaux. 
L*ua  des  deux  cylindres  commence  à  se  déplacer  soit  parallèlement  à  Tun  des 
ixes  de  la  section  droite,  soit  à  tourner  autour  de  l'axe  commun,  pendant  que 
l'autre  reste  fixe.  L'auteur  détermine  le  potentiel  des  vitesses  relatif  au  mouve- 
ment initial  du  fluide.  La  solution  a  exactement  la  même  forme  que  dans  le 
problème  connu  du  mouvement  d'un  seul  cylindre  dans  un  fluide  indéfini. 
L^auteur  examine  ensuite  le  même  problème  dans  le  cas  du  mouvement  simul- 
:ané  des  deux  cylindres.  Il  résout  des  questions  analogues  relativement  à  deux 
ïJIipsoTdes  confocaux.  En  terminant,  il  discute  très  en  détail,  par  le  moyeu  de> 
fonctions  elliptiques,  le  mouvement  d'un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  ou 
■  plati  dans  un  fluide  indéfini. 


ex 


v\ 
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Glaisher  (J,-  JJ'.-A.  ).  —  Sur  certains  théorèmes  symboliques  du 
professeur  Crofton.  (227-9.56). 
Os  théorèmes  concernent  certains  opérateurs  exponentiels. 
ila[>iH'lons  les  notations  I)  =^  -^—  »  exp.  m  =  e",  on  aura 

pxp.(i«M.')/(x)    -.•x|..(--^  J)F(n'U).«p.(l  Çjf 

I 

exp.  (  ^  X»  )  exp.  (  ^  Jï»  )  exp.  (-jr')  V{x) 

e\p.  (  -  D»  )  exp.  (  -  J'  )  exp.  ( -  l>'  )  l*'(-r)» 
p.  (--  ^  jf'  )/(  D)  exp.  (  l  jc^  )  V{x)  =  exp.  (^i  h*^Aje)  exp.  ^-  A  dî)f(4 
p. /^flM)')cxp.  (-^fr'x')K(j:) 

r    ix-    1 

7  exp.  ( )  r(«'l))  exp.      -r — '■ -rr-  |  » 

Dans  le  «léveloppcmcnt  de  cette  dernière  formule  x'  désigne  x  précédant  Topé- 
ralciir/(I))  et  x  désigne  cette  variable  suivant  l'opérateur. 

Glaisher  (J,-Jf'.-L.).  —  Sur  certains  théorèmes  symboliques  déri- 
vés de  la  série  de  Lagrange.  (263-268). 

Cet    arliclo    contient   différentes    formules  symboliques    dont   quelqucs-unff 
avaient  été  déjà  données  par  M.  Cayley. 

Cavlrv  [A.].     -  Note  sur  une  série  hypergéométrique.  (268-270). 

Vérilicalion  de  ce  résultat  de  M.  Sch>\arz  :  Téquation 


tn  y        :\        i\  *^  fir  '.S 


dx-        x{\       >)   dx       x{i  —  x) 
admet  l'intégrale  algébrique 


''       y  •--  .>, 


)  '-    N  a  -     a*j:3     -  V—  a*--  ax», 
a  étant  une  racine  de  Tt'quation  a*-    2•^  1    -  o. 

Strani    ll.-T.\.         Sur  les  couches  lourbillonnairos.  (^"i-'iTS 
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Un  fluide  a  ses  particules  animées  d'un  mouvement  de  ruluiiou  à  l'intérieur 
d'un  cylindre  infiniment  mince  de  rayon  a^  de  telle  manière  qu'un  mouvement 
lourbillonnairc  est  dirigé  suivant  l'axe  de  ce  cylindre,  pendant  que  le  cylindre 
est  entouré  extérieurement  de  fluide  en  repos.  Le  fluide  en  repos  et  le  fluide  en 
mouvement  sont  srparés  par  une  cloison  infiniment  mince.  I/auteur  recherche 
L|uel  efîet  l'éloignement  brusque  de  «'elle  enveloppe  a  sur  le  mouvement  du 
lluide  en  repos. 

Pour  que  ce  fluide  demeure  encore  en  repos,  il  faut  remplacer  la  cloison 
>olide  par  une  couche  infiniment  mince  de  filets  tourbillonnaires.  Si  2 /-est 
l'épaisseur  de  cette  couche,  la  surface  cylindrique  doit  tourner  avec  une  vitesse 

iéterminée  — =  autour  de  l'axe,  pendant  (lue  ses  génératrices  tournent  sur  cllcs- 

iièmes  avec  la  vitesse »  a  désignant  le  ravon  du  cvlindre.  l'ne  telle  couche 

Je  filets  tourbillonnaires  a  donc  pour  effet  de  supprimer,  comme  la  cloison, 
tout  effet  de  tourbillon  central  sur  le  liquide  qui  l'environne.  L'auteur  termine 
;n  généralisant  ces  résultats. 

ownsend  (/?.).  —  Sur  le  moment  d'inertie  d'un  anneau  circu- 
laire solide  engendré  par  la  révolution  d*uno  courbe  à  centre 
fermée.  (279-280). 

L'autour  fait  connaître  une  proposition  générale  sur  ces  moments. 

rij'ley  (A .).  — Sur  la  fonction  octaédrique.  (28o-'î8i). 

11  s'agit  de  la  fonction  U  du  sixième  ordre  considérée  par  M.  Klein  et  qui  est  ca- 
•actérisée  par  cette  propriété  que  le  covariant  (L'I  )*  est  idenliciuement  nul. 

Supposant  que,  par  une  substitution  linéaire,  L  ait  été  débarrassé  de  ses 
.ermcs  extrêmes,  M.  Cayley  montre  comment  celle  condition  fera  connaître  L. 

\yley  (Vi.).  —  Sur  certaines  identités  algébriques.  (^.Si-iiS^,). 

laisher  (J.-fV.'L.).  — Sur  un  lieu  géomélrique  relatif  à  rdlip- 
soïde.  (283-294  )• 

Ia:  lieu  des  milieux  des  cordes  de  longueur  constante  dans  l'ellipse  est  une 
•ourbe  du  quatrième  ordre.  Pour  l'ellipsoïde,  ce  lieu  se  compose  d'une  portion 
le  l'espace  comprise  entre  les  nappes  «l'une  surface  du  sixième  ordre.  C'est 
'élude  de  cette  surface  qui  est  l'objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Glaisher. 
^.'auteur  en  trouve  différentes  équations,  il  en  étudie  la  forme,  les  sections  par 
es  plans  principaux,  etc. 

'^eenhill  {A,'G.).  —  Sur  l'équation  de  Riccati  et  l'équation  de 
Bessel.  (294-298). 

l/équation  de  Riccati 

L"       Ou^      ex-"', 
dx 

ui,  comuie  on  sait,  se  transforme  par  la  substitution  t 

h\v  (Ix 
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ilan»  l'équaliou  linéaire 

-J-—  —  bcx'^iv, 

se  transforme  encore,  si  l'on  pose 


^  bc 

k\     — ' —  -  n,      U  -r  ^'  V  JF,      JT*^"  -  r\ 


^OC  _  ,,  «  _  ..         -  — ,4^,_.t 


(m  -T-  2)-  //*  -:     i 

dans  Téquation 

à  laquelle  satisfait  la  fonction  de   Bessel '/^(Arr).  La  cooditioo  que  la  série  qoi 

détermine  j\  soit  limitée  équivaut,  en  ce  qui  concerne  Téquation  de  Riccali,  i 

f  • 

la  condition    bien   connue  m .  —  >  où  i  désigne  un  nombre  entier  quel- 

21  -h  I 

conque. 

l>e  la  même  manière,  Téquation  plus  générale 

JC^iv"  -h  rtXiv'-f-  {bx^-i-  c)w  z-  o 

peut  se  ramener  à  Téquation  de  Bessol,  et  la  condition  pour  qu'elle  soit  iotégnble 
en  termes  finis  se  traduit  par  la  condition 


m  —  —. \  {a  —\)^—  \c. 


Il 


Sharp  (  Jf  .~J.-C.),  —  Sur  les  cubiques  planes.  (2g8-3o5). 

Suite  du  Mémoire  signalé  plus  haut  :  étude  des  inrariants  et  des  covariaols; 
analogie  de  celte  théorie  et  de  celle  des  quartiques  binaires,  etc. 

I/ill(J.-M.).  —  Du  mouvement  permanent  de  réleclrJcilé  dansun 
courant  laminaire  sphérique.  (3o()-323). 

L'écoulemcnl  de   réicclricilé  dans  les  surfaces  d'épaisseur  très  petite  cl  p*!*"" 
tout  la  même  a  déjà  été  traité  par  divers  auteurs.  M.  Ilill  forme  d'abord  l'étju* 
lion  fondamentale  du  potentiel  pour  le  cas  d'une  couche  sphérique  mince; 5il<"^ 
détermine  un  point  par  sa    longitude  9  et  sa  latitude  /,  l'équation  du  polcntic  ^ 
sera,  dans  le  cas  d'un  courant  constant. 

/>n  fi   .  f)\  \ 

-       cos  y         I  co«i  y     —  I  -  o, 

ou,  en  posant    a    -  lo" -* 

cos/ 


—-  o. 


Celte  équation  sert  de  base  aux  recherches  ultérieures  de  l'auteur. 
Crofton.      Théorèmes  ri^latifs  au  calcul  des  opérations.  (323-32Q'< 
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/auleur  part  des  équatioQs  données  par  Boole 

/[D  -i-  <^'{x)]\  r^  exp.  [-  ç(x)]/(D)  eip.çp(x)X, 
/[x  -r-  ?'(J))]\  -  exp.  [5(D)]/(a:)  cxp.[-  o{D)]\, 

in  déduit  seize  autres  formules  semblables,  dont  quelques-unes  ont  été  aussi 
mées  par  Boole  et  M.  Glaisher. 

'sher  (J.'JV.-L.). —  Âddilîon  au  Mémoire  «  Un  Théorème  de 

rigonométrie.  »  (Sag-SS^). 

«e  théorème  auquel  se  reporte  l'auteur  est  le  suivant  :  si  Ton  a 


(•^'i){'^T)---=^ -'■'''' 


a  aussi 

oc  X  B 

arctang  —  -4-  arctang-7  -\-,,.—  arctang  -r» 
a  o  A 

A.  Glaisher  indique  de  nouvelles  applications  de  cette  proposition.  Nous  cite- 
is  par  exemple  les  suivantes  : 


iqcos2X  iq^co%2X  .         oq^c.osix 

—2 , arctang  — ^ : 1-  arctang— ^ -- 

I  —  ^*  °     I  —  ^*  *'     I  —  ^  '• 

ai/cosaa?  -\-  2^*cos6a?  -4-. . . 


=  arctang 


1  -T-  a^*cos4x  -T-  2^'*cos8j:-t-.  .. 
4^cos2;r        î^^cos6j7 


I  I  —  if*  I  —  7" 


=  -  arctang 


2  "  \  q*  cos  '1 X 

1  .  ~T~  •  •  » 

fi  (  T,~C.).  —  Sur  les  images  des  tourbillons  par  rapport  à 
e  sphère.  (338-347). 

>  donne  un  fîlet  tourbillonnaire  circulaire  et  une  sphère  dont  le  centre  se 
^o  sur  Taxe  du  filet.  On  doit  déterminer  un  second  filet  circulaire  de  même 
^a  r  la  condition  que  sous  l'action  des  deux  filets  la  vitesse  du  liquide  à  la 
<^^  de  la  sphère  soit  tangente  à  lu  sphère.  On  trouve  que  le  second  filet  doit 
-l'mmage  du  premier,  par  rapport  à  la  sphère.  L'auteur  traite  ensuite  la 
'  question  en  supposant  l'existence  de  plusieurs  filets  circulaires,  et  il 
que  la  solution  n'est  possible  que  si  ces  filets  sont  sur  une  même  sphère 
brique  à  la  sphère  donnée.  M.  Lewis  est  ainsi  conduit  à  étudier  le  mou- 
^  ^  d'un  filet  circulaire  à  l'intérieur  d'une  sphère  fixe.  Il  termine  en  donnant 
^-*cîs  résultats  approchés,  obtenus  par  le  développement  en  série  des  for- 
^     cronnues. 


^  (//.-J/.).  —  Sur  les  cubiques  planes  delà  troisième  classe 

is  fo^'ers  singuliers.  (348-374)» 

^»  le  Mémoire  antérieur,  l'auteur  avait  considéré  les  cas  où  un  ou  plusieurs 
'^  sont  à  l'infini,  ceux  où  un  ou  plusieurs  foyers  se  confondent  en  un  foyer 
*Ple;  il  examine  maintenant  Thypothèsc  dans  laquelle  ils  sont  distincts  et 
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Sira;n>f.  \  U  ^.  «jâAentoa^  4fs-  ^-^^r^  T^mumr  fMst  rdle  ^  poût  satellite  m 


P^»irf**n    A.  .  —  Sur  b  dHor^atioo  d'noe  «phère  solide  élas- 
tique.    37S->Hi  . 

f.-rnn  axMfnat  ^^cmaVaKwt  4«r  b  Mrfftce  cC  vanaac  d'an  pMMt  i  va  astn. 
L'a«tie«r  i».«tr*  ^•r  k  p««  •èi^mT  ift«<rM  p««t  a«efM  <tfr  mois,  et  il  fait  deoi 
apfi»raCfrj«3-  i«tirrr'^<M»C4S-»  -A?  <?<»  iw  mak  a^. 


GiaisÂer  •  J.-U  \-L.  .  —  Sur  une  furuiule  «le  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  •  38!»-3&>  . 


*   «  --  *■   --•*■  «  —  •   -     ém*  m,  —  %-  4i 


—  %'*. 


.WNALl  H  HATEJiATlilA  kwa  e»  APructTt.  dirHti  dal  firuf.  Fiance»» 


»•  Série.  —  Toiue  Dt;  i^t*-!»:^. 

P^pin.  —  Sur  les  équations  différentielles   linéaires  du  second 
ordre.  •  i-im  . 

R-^:lii»"at.-^'i'  -if  ;»<l-^»f^  nr*alui>  c*^t«r««*  à  U  6b  «la  Mémoire  de  I  auieur. 
iB.^r»r  iiK^  I-^   \x%ali  di  MiXSemKtSica    t.  V.  p.  itô  . 

Bri*-s»'hi.  —  Sur  une  classe  d'«?quatîons  différentielles  liocaires 
du  s<*c»>od  ordre,    i  i-îi*  . 


>^.\f   i-  --^î'-^s  \^.  *»al  '-«^mtcftCK^  «ians  la  Wltnr  a   M.   Klrin.   publiée  dan>  W 
V-r-'Vf.«i-.tfi*»*»<   A'nj^.tUm    l.  \l.  p.  \fi    *»>«s  œ  lilnr  :  La  théorie  tirs  /ormfs 
ii  smj  r-jtS'f^'^.tTs-  j^  'i'fs  <?l/»i^»f^:<»  #  di^-frfMtieiles  linéaires  du  second  ordre. 

>  "  --  p%   —  •^>-  -=  .». 

î'.^^r.^a:  p«.*r  **_»  .  »,    aa-f   •••nn<   I4»4ifv  •{••nln?  m.  el  re?arilanl  dans  «•'II** 
l«-mi«f  »    <î  .*  1    '- ai«*^  "i'-*>   >''aîi*'«>   parti'-aliero  de  re«]uati«»n   \*},  od  (wurra 


'    x.MT  /:,«■:>:  ■<-  il     - 
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un  calcul  facile,  fondé  sur  l'identité  bien  connue 

conduit  à  la  relation 

(^)  /*(^„r.)  =  ni^li''-\)C^  [mFF--  (m  -  i)F"  +  m/>FF'-f-  rn'^F'»], 
où 

est  la  hessienne  de  la  forme  /.  En  désignant  ensuite  par  P  (or)  le  second  membre 
de  l'équation  (a)  et  par  Ô(^,,^,)  le  co variant  d'ordre  3 (m  —  2) 

on  parvient  à  la  relation 

(3)      e(^'.,^,)=  -^^J-l^[',(m-2)F'(a:)P(x)-mP'(x)F(x)]. 
Si  l'on  pose 

et  que  Ton  prenne/ =  i*",  puis  que  l'on  suppose 

OÙ  ^{x),  ^{x)  sont  des  polynômes  entiers  en  x  de  degrés  «,«  —  3,  la  relation  (3) 
donnera 

l  2?[3r(r  — i)FF'F''-(/-— i)(2r  — i)F'«  — /•»F»F"'] 

j       -+-3rF9'[(r-i)F'»  — /-Fr]  — r»(<p*'4-84/)F»F'  — 4/-»4''F«  =  o, 

équation  qui,  pour  r  =  i,  se  réduit  à 

(5)  2?F"'-i-39'F''-f-(9''  +  8<;;)F'+4f  F  =  o. 

Or  une  première  remarque  essentielle  relative  à  cette  équation  consiste  en  ce 
qu'elle  peut  être  vérifiée,  si  Ton  choisit  convenablement  le  polynôme  ^(x),  en 
remplaçant  ¥  {x)  par  un  polynôme  en  x  du  degré  n;  ce  qui  se  voit  immédiate- 
ment en  comptant  les  équations  qui  résultent  de  l'hypothèse  que  le  polynôme 
V{x)  vérifie  l'équation  et  le  nombre  des  coefficients  arbitraires  dont  on  dispose  : 
s'il  en  est  ainsi,  on  aura,  sous  forme  d'un  polynôme,  le  produit  F(a;)  de  deux 
solutions  ^,,^,  de  l'équation  (i),  et  l'équation 

permettra  d'effectuer  l'intégration. 
En  prenant 

et  posant  ensuite 

X  —  e,  —  (  e,  —  €?,  )  sn'  M, 

X  —  e,  —  (  e,  —  e,  )  en'  w, 
X  —  e,  =  (e,  —  e,)dn-i/, 
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Enfin  considérons  Téquation 


.  £(£)  «t(x)  +  p 


OÙ  la  fonction  9  (or)  et  les  constantes  a,  p  ont  la  même  signification   que  précé- 
demment;  et  où  t{x)  vérifie  Téquation 


dt  dx 

— -  ^^  —         ■  » 


en  posant 

4>(0  =  4^*— G,/  — G,. 

M.  Brioschi  montre  que  l'équation  différentielle  se  transforme  dans  l'équation 

d^y        I   4>'(/)  dy       a/-+-Ç      _ 
dt'  "^  2  4»(0   c?f  "^  >(0   •^~**^' 

qui  appartient  à  la  classe  considérée. 

Hermite.  —  5ur  Téquation  de  Lamé.  (21-24)- 

M.  Hermite  était  parvenu,  de  son  côté,  à  l'équation  différentielle  du  troisième 
ordre,  que  vérifie  le  produit  de  deux  solutions  d'une  équation  différentielle 
linéaire  du  second  ordre. 

Partant  de  l'équation  du  second  ordre 

(0  aA^'H-Ay^  Br, 

on  parvient  à  l'équalion  du  troisième  ordre 
(2)  2Ai*H-3A'5''-f-A''^'=  4B-z'-h2B'z, 

et,  en  faisant  dans  l'équation  de  Lamé 

/  =  sn'a:, 

on  aura  pour  transformée  l'équation  (1),  où 

A  =  t{\  —  t)  (1  — Ar'O, 
•jB  =  /i(/i  -+-  i)A*/  H-  h, 

L'équalion    (a)  admet  comme  solution  un  polynôme  F(<)  de  degré  a;  cette 
remarque  et  1  égalité 

dv,  dy^  _    C 

^•'  dt      y^  dt  -  ^/x 

conduisent  à  l'intégrale  générale 

C3)  y=.Ge*J  \-^''^^  y^^vTTj     ^-G'ei^  LF(0      •âfTôJ     ' 

où  G,  G'  sont  des  constantes  arbitraires. 

Maintenant,  l'équation  (a)  conduit  aisément  à  Téquation 

où  N  est  une  ronslanle,  et  l'on  trouve  que  celle  constante  est  liée  à  C  par  la 
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P  est  infini  en  m.^iii  le.nps  que  ^{z);  poiir  une   rarine  0   de    ç(2),  P  n'est 
nfini  que  si  Ton  a 

Considérons  maintena.il  réquation 

')  IMO     ^^-h   -   K   (3)   ^   -}-II(3)Mr3  0, 

►ù  R(5),  H(5)  sont  des  polynômes  entiers  en  z  de  degrés  m  et  m -=-  a,  et  où 
\iz)  n'a  que  des  racines  simples;  on  la  ramènera  au  type  considéré  par  la  sub- 
»tilution 

u    -.  n(j)    \r, 
îl  on  posera 

în  ayant  égard  à  ce  que,  pour  les  différents  points  singuliers  de  Téquation  diffc- 
pentielle  (i),  l'équation  déterminante  admet  les  racines  o,  ->  on  voit  que  cette 
équation  (i)  admettra  une  intégrale  de  la  forme 

lans  le  ras  (et  seulement  dans  le  ras)  où  G  est  un  polynôme  entier  en  z  tel  que, 
K>ur  chacun  de  ces  zéros  6,  on  ait 

G'(^)'R(^)  r-.— X, 
t  où 

H/       _  r       '    /^/U»gG\«       I    f/'Io-G         I    rfloçG   f/logR  ^     lo 

«(;;)        I  -  -  (^--jj-j  -  -  -^^Tï ^    -;jz J7-  -  ^g^hJ  ^- 

i  X  est  différent  de  zéro,  G  (s)  n'a  pas  de  racines  doubles,  ni  de  racines  com- 
lunes  à  R  (c)  ;  si  X  —  o,  le  zéro  b  est  double  ou  simple  selon  que  R(ft)  est 
îffércnt  de  zéro  ou  nul  :  dans  le  premier  cas,  on  a 

rr(b)  _  _  3  \{{b)  ^ 

G^ib)  i    H{b)* 

™fin,  si  X  —  o,  \  G  satisfait   à    l'éipiation    (i),  sous  les  conditions   précédentes, 
(-5)  vérifie  l'équation 


w  —  o. 


ac*         V»         a^'         \j  /  az 

^'auteur  déduit    de    là    le   moyen    de  déterminer  les   coefficients  de   H,   qui 

*P'*iment   tous  en  fonction  de  l'un  d'eux;  dans  le  cas  où  v  1'  <^ïoit  satisfaire  à 
ï**»tion  (i),  aux  équations  qui  déterminent  les  coefficients  de  H  s'adjoint  une 
**tion  exprimant  que  G  est  divisible  par  un  facteur  carré  :  on  obtient  ainsi 
*■"  ^€  cas,  une  équation  algébrique  que  doit  vérifier  le  coefficient  restant. 
**   Ci  n'a  pas  de  racines  doubles  ni  de  racines  communes  à  R,  X  est  différent  de 
**»  <îl  l'on  a  le  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  (i) 

—  C  àz  /•  tlz 

u^      G'e-'        ^' Civil,    u^      G-c    ^»^    *^'r.  V..: 
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érant  une  équation  de  la  forme 

/(û)  —  aÛ^'-t-^Û*-'  -i  cW^-^-h...  i  sQ  +  <  =  o, 

?,  ...,*,  t  sont  des  fonctions  cnlières  de  degré  n  des  deux  variables 
1  éliminant  Q  entre  cette  équation  et  l'équation  dilTérenlielIc 

rfrzÛ»'-hc/6U«-'  ~^...  v^dt  -  o, 

tnduit  à  une  équation  de  la  forme 

F  ~  A  du'"  -\-  B  rfii'"-'  dv  ^...-\-  Tdv^  =■■  o. 

.,  T  sont  des  fonctions  entières  de  u  et  i^,  dont  le  degré  est  en  général 
i).  Mais  cette  équation  différentielle,  tout  en  restant  du  degré  m  par 
lux  différentielles,  relativement  aux  variables  m,  Vy  peut  s'abaisser  à  un 
degré;  une  telle  réduction  peut  provenir  de  la  suppression  de  facteurs 
5  à  tous  les  coefficients  A,  B,  . . .,  T;  elle  peut  aussi  provenir  de  ce  que, 
mêmes  coefficients,  les  termes  de  plus  haut  degré  en  i/,  v  disparaissent; 
ati  donne  les  conditions  pour  que  celte  circonstance  se  présente. 

*rg,  —  Détermination  de  la  classe  minimum  des  surfaces 
a  algébriques.  (54-î>7;  ail.). 
ulletûi,  IV,,  385. 

*rg.   —   Sur   les  oscillations   infiniment  petites    d'un  fil 
jne  extrémité   est  fixe,   dont  Tautre   extrémité  porte  un 
sous  l'influence  de  la  pesanteur  et  d'une  percussion  ini- 
58-67  ;  ail.). 

ir  examine  successivement  le  cas  où  la  masse  du  fil  est  quelconque  et 
elle  est  très  petite;  il  montre  que,  dans  ce  dernier  cas,  la  masse  du  fil 
igmenter  la  durée  des  oscillations. 

i.  —  Sur  les  lignes  singulières  des  surfaces  algébriques. 
)5;  fr.). 

e  résumé  que  Tautcur  donne  lui-même  au  début  de  son  Mémoire  : 
environs  d'un  point  singulier,  une  courbe  algébrique  peut  élre  envisagée 
a  superposition  de  plusieurs  courbes  élémentaires  distinctes,  dont  l'or- 
le  chacune  est  représentée  par  un  développement  en  série.  Ces  courbes 
lires,  nommées  par  M.  Cayley  branches  superlinéaires,  je  les  appelle, 
réger,  des  cycles....  Dans  beaucoup  de  problèmes,  chaque  cycle  est 
ment  caractérisé  par  deux  nombres  entiers  /i,  v,  que  l'on  peut  appe- 
Ire  et  la  classe  de  ce  cycle.  Le  premier  est  l'ordre  de  multiplicité  du 
ngulier  sur  le  cycle;  quant  au  second,  il  est  ainsi  défini  :  le  quotient 

rdre  commun  de  contact  de  chaque  branche  du  cycle  avec  sa  tangente 

l  singulier.  Les  nombres  n.  v  suffisent  notamment  à  déterminer  leurs 
es  pour  une   figure  corrélative  :   ce  sont  les  mêmes  nombres  en   ordre 

/.  des  Sciences  mathcm.,  3'  série,  l.  VL  (Avril  18S?.)  H.j 


<■ 


Cfi 


I  \ 
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*  Réciproquement  un  cycle  A',  (w,  v)  a  pour  corrélatif  un  cycle  A,(v,,  v)  pour 
luel  X  = 


1 

»  9.  Groupe  B.  Le  plan  tangent  en  chaque  point  de  la  ligne-origine  est  oscu- 
leur  de  cette  ligne. 

»  Sous-groupe  B,  (n,  v),  v  <  -• 

»  Sous-groupe  B',  (av,  v),  avec  cette  particularité  que  la  tangente  de  la  ligne- 
iginc  a,  avec  chaque  nappe,  un  contact  d'ordre  supérieur  à  2  ;  soit  2  -+-  6  l'ordre 
ce  contact. 

»  SouS'groupe  ïij{2y,  v),  avec  cette  circonstance  que  Tordre  de  ce  dernier 
itact  est  égal  à  2. 

►  Sous-groupe  B^in^  v),  v  >  -  • 

*  Un  cycle  B,  (/i,  v)  a  pour  corrélatif  un  cycle  B',  (2v,  v),  avec  0  =  • 

ciproquement,  un  cycle  B',  (2v,  v)  défini,  en  outre,  par  le  nombre  0  a  pour 
relatif  un  cycle  B,  (/i,  v),  avec  n  =  a(n-  0)v. 

Un  cycle  B,(2v,  v)  a  pour  corrélatif  un  cycle  B,(2v,  v). 

Un  cycle  B3(/i,  v)  a  pour  corrélatif  un  cycle  B3(/i,  v). 

10.  Groupe  C.  La  ligne-origine  est  droite. 

Un  pareil  cycle  (n,  v)  a  pour  corrélatif  un  cycle  de  même  définition  (/i,  v). 

La  question  indiquée  plus  haut  se  trouve  résolue  par  l'ensemble  des  résultats 
at  je  viens  de  donner  le  tableau  synoptique.  Je  consacre  une  seconde  Partie 
ce  Mémoire  à  montrer  qu'entre  les  éléments  précédemment  définis  et  relatifs 
K  diverses  lignes  singulières  d'une  même  surface  les  éléments  analogues  et 
atifs  aux  lignes  le  long  desquelles  le  plan  tangent  est  constant,  et  entre  le 
gré  et  le  rang  de  la  surface,  il  existe  une  relation.  Cette  relation,  je  la  forme 
QS  toute  sa  généralité.  C'est  celle  qui  fournit  le  degré  du  lieu  des  points  à 
licatrice  parabolique  sur  une  surface  à  singularités  quelconques. 

>  Enfin  je  termine  ce  Mémoire  par  quelques  applications  aux  surfaces  de  révo- 
ion  et  aux  surfaces  gauches. 

»  Les  éléments  si  simples  et  si  peu  nombreux,  que  j'ai  été  conduit  à  envisager 
suffisent  à  caractériser  les  lignes  singulières  dans  une  catégorie  importante 
questions.  Par  exemple,  ils  suffisent  pour  traiter,  dans  toute  sa  généralité, 
problème  de  trouver  le  degré  du  lieu  des  points  quij  sur  une  sur/ace  alge- 
ique,  satisfont  à  une  équation  algébrique  aux  dérivées  partielles  du  second 
dre.  Cette  nouvelle  question  fera  l'objet  d'un  autre  Mémoire. 

•  En  terminant  ce  préambule,  je  dois  signaler  à  l'attention  du  lecteur  les 
sherches  antérieures  de  M.  Zeulhen  sur  le  même  sujet,  principalement  celles 
Bt  les  résultats  sont  contenus  dans  son  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  points 
iguiîers  de  sur/aces  {Mathematische  Annalen,  t.  I\).  » 

'4>rati,  —  Recherches  sur  les  équations  algébrîco-differen- 
elles  (suite  et  fin).  (106-118). 

pert.  —  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
19-133;  ail.). 

(î  3»,  a  m'  constituent  un  couple  de  périodes  de  la  fonction  pu  (Wcicrstrass) 
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(l('*rinic  par  Téquation 

et  si  Ton  pose 


/- 


I 


/aw' -+-i6ra»\          /4w' -+- 3arw\  ' 
PK 5  — )-/'('— 5 ) 

les  quanlitt^/et/;.  (r  =  o,  i,  a,  3,  4)  soqI  racines  de  l'équation  du  la»  dcgi 

où 
Ces  quantités  /,  /^  peuvent  aussi  se  calculer  par  les  formules 


-^   -iTT  M  — A^e**^  1 


OÙ  s=  e  ^    et  où  A  =  e  *•    est  connue  quand  on  connaît  rinvariaDt  ^* i 
En  posant 

les  V  sont  les  racines  de  l'équation  du  cinquième  degré 

A'^'i  4-  loA'^'"*  -r  'p  A^  —  aiG^j  —  o. 

Or  cette  équation  se  ramène  à  l'équation  générale  du  cinquième  degré 

x^  H-  A X*  -H  Ba:=»  -i-  Cx'  4-  Dj:   h  E  =  o 

par  la  substitution 

a  -!-  3  V 
3_l_  A^'' 

/y' 

les  quantités  m,  i',  a,  fl%  ^  se  trouvent  déterminées  par  la  résolution  dede«î 
équations  du  second  degré. 

Brioschi,  —  Note  sur  le  Mémoire  précédent,  (i 24-125). 

L'auteur  montre  le  lien  des  résultats  obtenus  par  M.  Kiepert  et  de  ses  propre 
rerlierrhes  sur  les  équations  modulaires. 
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r.  —  Sur  la  théorie  de  la  Iransformalîon  des  roiiclions  3r, 
)articulier  dans  le  cas  de  trois  variables.  (126-166;  ail.). 

YaDsformalion  des  fonctions  2/?  fois  périodiques. 
Connexion  entre  deux  transformations. 

La  multiplication  complexe. 

La  transformation  des  fonctions  3. 
Les  transformations  linéaires. 

La  transformation  du  /i'*"*  degré. 
.  La  transformation  du  deuxième  degré. 

?/«!.  —  Sur  une  classe  d'équations  modulaires.  (16^-172). 
f/f.  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  fonctions.  (173- 

)• 

i'agit  de  ce  théorème  : 

e /onction  quelconque  monodrome  S  des  points  d* une  surface  2/? -M 
'onnexe  T  qui  représente  la  ramification  d'une  fonction  s  de  z  définie 

'équation  algébrique 

n    m 
F{Sy  z)  =  o 

^inie  rationnellement  au  moyen  de  s  et  de  Zy  et,  si  elle  devient  m' fois 
î  du  premier  ordre f  contient 

m'  —  p  -\- 1 
m  tes  arbitraires. 

théorème  a  été  énoncé  et  établi  pour  la  première  fois  par  Hiemann  dans  le 
:  son  Mémoire  sur  les  fonctions  abéliennes,  mais  en  supposant  la  position 
^inls  pour  lesquels  la  fonction  S  devient  infmie,  soumise  à  certaines  restric- 
:  ainsi  sont  exclus  les  points  pour  lesquels  s  ou  z  deviennent  infmis. 
rym  en  a  donné  récemment  {Journal  de  Borchardtf  t.  83)  une  démon- 
on  élégante  et  générale,  mais  sans  se  préoccuper  du  nombre  de  constantes 
raires.  M.  Tonelli  reprend  la  question  au  point  de  vue  de  Riemann,  mais 
toute  sa  généralité  :  il  établit  que  le  nombre  de  constantes  arbitraires  ne 
ide  avec  celui  qu'a  donné  Uiemann  que  dans  des  cas  particuliers. 

eberg,  —  Sur  les  oscillations  élastiques  d'une  sphère  isotrope 
n'est  soumise  h  l'action  d'aucune  force  extérieure.  (iqS- 
1;  ail.). 

*ing,  —  Discours  prononcé  à  la  séance  publique  de  la  So- 
é  royale  des  Sciences  de  Giitlingue  le  3o  avril  1877,  à  Toc- 
on  du  centenaire  de  la  nativité  de  Charles-Frédéric  Gauss. 

0-239). 

duction  italienne  de  ce  discours  par  M.  Beltrami,  suivie  d'intéressantes 
ions  et  de  curieuses   lettres  adressées  à  Gauss  ou  écrites  par  Gauss  lui- 
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ChrisioJ/cl,   —  Sur  la   iornue  canonique  des   intégrales  de  pit- 
mièrc  espace  de  Riemann.  (a4^-3oi;  ail.). 

IVur  qu*une  êquitioa  irrédocUblc 

F(S,  Z)  =  o 


^Hl  4'<nf<Nrt  /iK  îl  fàm%  q«c  les  rodficîcAts  soicst 
«•Jkrfftr   cv^itc   futtctkw  de  Z.  admette 


détcmiAés  de  façoa  qie  S,  cm- 

r=(«t  — i)(n-i)-^ 
p  ÎBléçrmles  de  preinicre 


♦  (S.      Z)    -=r^ 


$1— le  a«x  potBls  dovbles. 

b  rmaUe  S«  regardée  conne  foBc- 

et  détcnBiaer  ces  poiib 

b  dêtcrMmatioa  de  ♦,  td  est 

fce  MMi  ^  mroèiémte  da  pomU 

MtasC  q«c  le  pro- 

■*est  pasaéees- 

IwëaircBeet 

irexpres- 

au  n- 

S,  telles 

ratioasdles;si 

alsêbriqve  deZ 

die  foàmîs  S.  Z,  sépa- 
'.  il  eaisie  eatre 


lO-     «Ji 


J       =r    I- 


*%,■«« 


JS     9- 


*     -     '      i       >.         I 


»     A    «1 


A  «  sâc 


4      •:  «:• 


pobkacqK 


|(5MMibre« 
dsBSceUe 

raboBieIk  (k 
1  rr-iKn  >»  dîOcvItéqti 
i'aae  semie  « 
s  parrilk- 
•r.  «t  /extctacr  ratio» 
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nellement  dw  au  moyen  de  ces  deux  variables,  il  faut  introduire  la  fonction 

■d^=' 

comme  Tirrationnclle  inconnue. 

Parmi  les  diverses  hypothèses  que  l'on  peut  faire  sur  les  fonctions  Zy  de  môme 
ramification,  la  plus  importante  consiste  à  supposer  que  Tordre  \i  est,  dans  un 

dw 
certain  sens,  un  minimum  :  dans  ce  cas  on  obtient,  pourx  =  --7^9  une  forme  re- 
marquable que  Fauteur  appelle  canonique^  à  savoir 

YiiXti  •  '  *i.^u-i  sont  des  fonctions  entières  de  z  avec  des  coefficients  arbitraires 
X,,  x^y  . . .,  x^,  et  leurs  degrés  a^^a^y  . . .,  a^_|  sont  tels  que  le  nombre  de  tous 
les  termes  de  *,  à  savoir  a,  -h  a,  -4-. .  .4-  a^^  -4-  |j.  —  1,  soit  égal  à  /? ;  »,,»,,  . . . , 
9^_^  sont  les  intégrandes  de  première  espèce,  qui  pour  les  valeurs  infinies  de  z 
s'annulent  avec  les  ordres  a,  +  a,  a,  +  a,  . . .,  a^^^  •+■  a.  L'établissement  de  cette 
forme  et  diverses  lemmes  préliminaires  remplissent  les  sections  I  et  II  du  Mé- 
moire de  M.  Christoffel. 

La  Section  III  est  consacrée  à  Pétude  de  Péquation  dont  s  est  racine;  cette 
équation  a  la  forme 

!)  A*J*-+- Ajfi*-'  -i- A3*»'-3-f-...-h  A^  =  o; 

le  second  terme  manquera  toujours;  A,- est  une  fonction  entière  homogène  du 
i»*-*  degré  de^,,^,,  ...,^™,,  fonction  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
entières  de  Z  ;  la  théorie  de  cette  équation  est  faite  dans  le  cas  où  s,  comme 
fonction  de  z,  n'a  que  des  singularités  simples  et  séparées.  En  désignant  par 
s^,  Sj,  •  •  M  'iA  ^^  branches  de  z  et  en  faisant 

»}>— 3 

A     —     A  »  n(j,^,     ...     S^)y 

on  trouve  que  A  est  une  fonction  entière  de  z,  et,  en  désignant  cette  fonction 
par  fX»  et  par  D  le  discriminant  de  Péquation  (a),  on  a 

D  =  :x/iAe-U; 

aux  points  d'embranchement,  on  a  A  =  o;  aux  points  doubles  de  5,  on  a  <Ai  =  o, 
h  est  une  constante. 

Dans  la  quatrième  Section,  l'auteur  étudie  les  fonctions  A,,  A3,  . . .,  A^^,  regar- 
dées comme  des  formes  homogènes  à  [l—i  variables ^,,^„  . . .,^,.,;  ces  quan- 
tités sont  des  fonctions  symétriques  de  #,,  «,,  . . .,  s^,  et,  à  cause  de  Péquation 

5,  -f-  5,  -f- ...-}-  *j^  =  o, 

on  peut  les  regarder  oommc  des  formes  homogènes  cl  symétriques  V'.,  A',,  .. .. 
A^  des   I*— 1  variables  *,,5,,  ...,5j^_,:   en   appliquant   l'équadon  (i)à  chaque 
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branche  <!<.'  s,  uu  parvient  à  jx  —  i  équations  telles  que 


'^-1  -   .>'i^i,it-i  "^^'«''a.jt-.  "+*•  •  •^"^Jl-l'Jl-l,J^-l• 
Kn  substituant  ces  quantités  dans  les  formes  canoniques  A',,  A',,  ...^  .4^, 
obtient  les  formes  A,,  A,,  ...,  A^^;  Tétude  de  la  substitution  précédente  muocrer 
(|ue  son  déterminant 

f){s,s^  ...  j^,) 

est  égal  à  -y=*  Au  moyen  de  ce  théorème,  on  obtient  une  forme  canonique  pour 
V  A 

Ithaque  invariant  ou  covariant  du  système  de  formes  A,,  A,,  . ..,  Aj^;  en  particu- 
lier, on  obtient  l'expression  de  la  fonction  rationnelle  A  =  A»,  qui  s'annule  aox 
points  doubles  de  Sy  savoir 

Dans  la  Section  V,  l'auteur  montre  inversement  que  l'équation  (3)  suffit  à 
toutes  les  conditions  du  problème  et  détermine  en  effet  5  comme  intégrandeàt 
première  espèce,  sous  la  forme  canonique.  (1),  si,  pour  le  degré  prescrit  de  ses 
coefficients,  son  discriminant  D  est  égal  à  p.AAt'ii^ 

Dans  la  Section  VI,  relativement  à  la  classification  des  fonctions  algébriques, 
à  même  ramification,  d'une  seule  variable,  on  prouve  que  chaque  genre  (/?)  $e 
décompose  en  familles  (pi);  cette  classification  ne  souffre  pas  d'exception  :  les 
fonctions  hyperelliptiques  forment  avec  les  fonctions  elliptiques  le  système  ji-î'. 
comme  exemple  de  la  théorie  générale,  l'auteur  étudie  le  système  pi  =  3. 

Knfin,  dans  la  Section  VII,  M.  Christoffel  fait  la  théorie  de  la  fooctioo  A,: 
dans  la  substitution  qui  change  A,  en  son  adjointe,  les  coefficients  s'expriment 
d'une  façon  remarquable  au  moyen  de  quantités  irrationnelles. 

La  forme  do  celte  substitution  conduit  à  diverses  propriétés  tant  de  la  forme 
A,  clle-nièmc  ((ue  des  formes  suivantes. 

llarnacL.  —   Sur  les   diflérentielles  algébriques  :  extrait  d'une 
Lettre  à  M.  Ci*enioiia.  (3o2-3oj;  ail.). 

L'auteur  c()inj>lclc  sur  (|uclques  points  la  méthode  donnée  par  M.  Cremooa 
dans  les  Afemoires  de  /  \  icadémie  des  Sciences  de  Bologne  (1869,  t.  \  de  la  2*  scr.i 
{Su^li  integrali  a  differcnziale  algebrico).  \\  montre  comment  on  peut, en 
employant  des  coordonnées  homogènes,  étudier  la  nature  de  rinlégrale  d'un»* 
différculielle  algébrique  dans  le  voisinage  d'un  point  double  et  donne  quelque^ 
indications  sur  la  démonstration  du  théorème  d'Abel  et  sur  lintégralioD  des 
fonctions  rationnelles. 

Mdlvl,  —  Sur  un  problème  d'Algèbre.  (3o(>-3i3;  angl.). 

Ktunl  (lonnccs  deux  équations  algébriques,  délerniiuer  l'éciuation  dont  le:»  ta- 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  73 

m  nés  sonl  de  la  forme  a^^  a  étant  une  racine  de  l'une  des  équations  données  et  ^ 
I  Oise  racine  de  Taulre. —  L'équation  cherchée  est  mise  sous  forme  de  déterminant. 


!^  PTES  HENDUS  iiebdomadairbs  dksséanxes  dbl*àcadémib  dksScikncks('). 

Tome  XCIV;  1882,  i*'  trimestre. 

N"  1  ^  2  ]m\tT. 

'are,  —  Sur  la  correction  des  boussoles  et  sur  le  récent  Traité 
de  la  régulation  et  de  la  compensation  des  compas  de  M.  Collet. 
(.8). 

t.e  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  algébriques  de  plusieurs  séries 
de  variables  (3i). 

L'auteur  indique  plusieurs  covariants  des  formes  quadrilinéaires;  il  énonce  en 
outre  le  théorème  suivant  : 
Soient  tes  deux  /ormes  à  trois  séries  de  variables 

f  =  aih»*cP.,    ?  =  ai?Î.T?; 
si  Von  désigne  par  (/,  m)^,  (/,  /'),^,  ...  les  covariants 

(aa')a«-i  a'J*-i  {bb')b'^}-^  b'^.'^  ^  dJc'J*, 


on  a 


(/  «).(/r  "V=-  ;[/•(?,  ?'),,- 2/?(/,  ?),,+  ?•(/,/). J. 


C'est  la  généralisation  d'un  théorème  bien  connu  de  Clebsch. 

rasparis  (de),  —  Sur  la  théorie  du  mouvement  des  planètes.  (3a). 

Note  relative  à  certaines  séries  exprimant  les  quantités  variables  des  ellipses 
des  planètes  en  fonction  de  l'anomalie  moyenne  exprimée  en  parties  du  rayon, 
et  de  Texcentricité.  Pour  que  ces  séries  convergent  rapidement,  il  convient  de 
compter  les  anomalies  à  partir  de  l'aphélie. 

Exemple.  —  Soient  |x  et  «  l'anomalie  moyenne  et  excentrique,  comptée  de 
l'aphélie;  on  aura  pour  le  rayon  vecteur 

r  u*        e  u*  3  e*  —  e 

a  2!  (1  -+-ey       4Î  ('  -+-e;* 


(*)  \ air  Bulletin,  Vl„  38. 
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Boussi'nesq,  —  Intégrations  de  certaines  équalions  aux  dérivées 
partielles  par  le  ino^^en  d'intégrales  définies  contenant  sous  le 
signe  f  le  produit  de  deux  fonctions  arbitraires.  (33). 

La  dérivée  seconde  par  rapport  k  t  de  Tintégrale 


'=.rAA)--(?)-- 


e!»t 


.r/(^.).-(?)- 

Ceci  posé,  si  l'on  fait 


ou 


'=X'/(.,i)Wih 


un  pourra  particulariser  H'*  en  vue  de  faire  vérifier  à  9  l'équation  aux  démécs 
partielles 

qui  devient  par  la  substitution 

il  suffira  de  prendre  pour  M'  une  des  n  intégrales  distinctes  de  l'équation  difir- 
rentiellc  linéaire  (ip  i)"^*(*)  -h  A^*=o,  et  de  choisir  en  outre  la  fonclion/<^ 
manière  à  faire  acquérir  pour  /  =  o,  entre  les  limites  j?  =  :;:  00 ,  telles  valeurs 
qu'on  voudra  à  9  ou  à  sa  dérivée  en  /  d'un  ordre  pair  donné  ip  s'il  s'aginlf'* 
première  forme,  et  au  contraire  à  sa  dérivée  en  t  d'ordre  impair  a/j  -+- 1  s'il  s'agîl 
de  la  seconde;  or  ces  dérivées,  exprimées  par 


( 


^0'/V(x^;^)T(.)(^')da, 


où  q  désigne  soit  /?,  soit/?  -+- 1,  se  réduisent  pour  t  ==  o  à  la  fonction  arbitra'^ 
/C")  (x),  abstraction  faite  d'un  facteur  constant.  On  conçoit  que  dans  le  cas  oa 
il  y  aura  n  couples  possibles  de  pareilles  intégrales,  leur  superposition  constil»* 
l'inlégralc  générale  de  Féquation  aux  dérivées  partielles  avec  ses  2/1  fonciKM»- 
arbitraires. 

L'auteur  applique  cette  méthode  aux  problèmes  de  réchauflcmenl  et  do  »•'"* 
vement  transversal  d'une  barre,  qui  s'étend  depuis  l'origine  des  abscisses  |»^' 
tives  jusqu'à  l'infini  et  qui  d'abord  à  zéro  ou  en  repos  viendrait  à  être  soi 
rhauiïée,  soit  aj;itéc  à  son  extrémité  x  —  o. 
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N«  2;  9  juYier. 

Syhester  (J.-J.).  —  Sur  les  puissances  et  les  racines  de  substi- 
tutions linéaires.  (55). 

Un  déterminant  de  substitution  ne  diiïcre  pas  par  sa  forme  extérieure  d'un 
déterminant  ordinaire  ou  absolu;  mais  les  lois  de  composition  sont  un  peu 
différentes. 

Si  l'on  appelle  transversal  d'un  déterminant  ce  qu'il  devient  quand,  en  prenant 
la  diagonale  qui  joint  le  premier  au  dernier  terme  comme  axe,  on  lui  fait  décrire 
une  demi-révolution  autour  de  cet  axe,  l'inverse  d'un  déterminant  de  substitution 
est  le  transversal  de  l'inverse  du  déterminant  absolu.  Pour  obtenir  le  produit 
du  déterminant  de  substitution  A  par  le  déterminant  de  substitution  B,  il  faut 
multiplier  ensemble  le  transversal  de  A  par  B  selon  la  régie  ordinaire,  ce  qui 
donnera  un  déterminant  C;  le  transversal  de  C  sera  le  produit  de  la  substitution 
A  par  la  substitution  B. 

Si  dans  un  déterminant  quelconque  donné  on  ajoute  le  terme  —  \  k  chaque 
terme  diagonal,  on  obtient  ainsi  une  fonction  de  \  dont  les  racines  sont  nommées 
par  M.  Sylvestcr  racines  lambdàiques  du  déterminant  donné. 

Les  racines  lambdaïques  de  Tinverse  d'un  déterminant  sont  les  réciproques  des 
racines  lambdaïques  du  déterminant  lui-même. 

I  étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque,  les  i"'*"^  puissances  des 
racines  lambdaïques  d'un  déterminant  de  substitution  sont  identiques  avec  les 
racines  lambdaïques  de  la  puissance  r'*"**  du  déterminant. 

i  étant  une  quantité  commensurable  quelconque,  lesi'*"***  puissances  des  racines 
lambdaïques  d'un  déterminant  de  substitution  sont  identiques  avec  les  racines 
lambdaïques  de  la  i''*^  puissance*du  déterminant. 

Ces  propositions  permettent  à  l'auteur  de  résoudre  ce  beau  problème  : 

Trouver  la  puissance  T'*"^  d'une  substitution  donnée,  i  étant  un  nombre 
commensurable  quelconque. 

Voici  la  solution  : 

Soit  n  l'ordre  du  déterminant  de  substitution  donné.  Soient  K  un  terme  quel- 
conque dans  ce  déterminant,  K^  le  terme  qui  occupe,  dans  la  puissance  0'*"*  du 
déterminant,  la  même  position  que  K  dans  le  déterminant  lui-même.  De  plus, 
soient  K«  =  i  quand  K  est  un  terme  dans  la  diagonale  et  K,  =  o  dans  tout  autre 
cas.  Alors,  pour  une  valeur  commensurable  quelconque  de  i,  positive  ou  négative, 
en  nommant  la  somme  des  quantités  X„  \,  .. .,  X^,  S,,  leur  produit  S^_,,  et  en 
général  la  somme  de  leurs  combinaisons  binaires,  ternaires,  etc..  S,,  S„  on  aura 

K  —   ^  ^w-t  ~~  ^1  ^m-7  ~^  ^t  ^n-%~~"'^  S»~|IS  >  / 

Zk      (x,-\.)(X,-x.)...(X.-x.)     *•' 

où  \)  ^,  . . .,  \  sont  les  racines  lambdaïques  du  déterminant  donné. 

Cette  proposition  doit  être  modifiée  quand  les  racines  lambdaïques  ne  sont  pas 
inégales.  Enfin,  l'auteur  insiste  sur  un  cas  très  singulier  où  le  nombre  de  solu- 
tions devient  infini  pour  une  valeur  finie  de  i. 

^oincaré.  —  Sur  une  extension  de  la  notion  arithmétique  de  genre. 
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Deuv  formes  algébriquement  équivalentes  appartiennent  au  même  ordre  qaand 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs  coefficients  est  le  même,  quand  il  en  est 
ainsi  du  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  mêmes  coefficients  affectés  des 
coefficients  binomiaux  (ou  polynomiaux)  et  du  grand  commun  diviseur  des 
coefficients  de  leurs  covariants,  contra  va  riants,  mixed  concomitantSi  etc.,  aflectcs 
ou  non  des  coefficients  binomiaux. 

Deux  fornies/(a:,,  x^,  ...,x«)  et  çO'pjKj,  ...,>',)  sont  équivalentes suiTaol 
le  module  m  quand  ou  peut  trouver  n^  nombres  entiers  aut  dont  le  déterminsiDl 
soit  -il  (mod  m)f  et  qui  soient  tels  qu'eu  posant 

Xi  —  ^ii  J^i  -H  o^^Xj  -+- . . .  -h  ain  x^ 

on  ait  identiquement 

?0'i»rr  "'jyn)-^/{^xy  ^t,  ...,  x^)(mod  //i). 

Deux  formes  algébriquement  équivalentes  appartiennent  au  même  genre  quand 
elles  sont  équivalentes  suivant  un  module  quelconque. 

Ces  définitions  s'appliquent  à  des  formes  quelconques. 

Deux  formes  équivalentes  suivant  deux  modules  m  et  m'  premiers  entre  eux 
sont  é<]uivalentes  suivant  le  module  mm'. 

Deux  formes  équivalentes,  suivant  tous  les  modules  qui  sont  des  pnissaoce» 
d'un  nombre  premier  appartiennent  au  même  genre. 

Deux  formes  qui  appartiennent  à  la  même  classe  appartiennent  an  même 
genre. 

Deux  formes  qui  appartiennent  au  même  genre  appartiennent  au  même  ordre. 

L'auteur  applique  ces  définitions  aux  formes  quadratiques  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables;  il  considère  ensuite  la  forme  cubique  binaire  et  son  hessicn. 

I^  Paif^e  (C).  —  Sur  les  formes  algébriques  à  plusieurs  séries  de 
variables.  (69). 

Sur  la  réduction  d'une  forme  quadrilinéairc  à  sa  forme  canonique  et  sur  le  rôle 
que  jouent  dans  cette  réduction  les  covariants  signalés  par  Fauteur. 

Boussinesq,  —  Équations  diirérenliellcs  du  mouvement  des  onde< 
produites  à  la  surface  d'un  liquide  par  Témersion  d\ui  solide. 

>"  3;  H  janvier. 

fkirbouj:  (G.).  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  surlaces, 
(i  20-1 58). 

La  représentation  sphérique,  duc  à  M.  Bonnet,  consiste,  comme  on  sait,  àfdin: 
correspondre  à  chaque  point  d'une  surface  un  point  d'une  sphère  par  la  con<li- 
tion  que  les  deux  plans  tangents  soient  parallèles.  Aux  lignes  de  courbure  «le  \a 
surface  correspondent  des  lignes  orthogonales  sur  la  sphère.  M.  Darboux  a 
résolu  {Comptes  rendus ,  t.  LWil  et  LWIII)  la  question  suivante  : 

Trouver  toutes  les  sur/aces  dont  tes  lii^^nes  de  courbure  ont  pour  reprcscnta- 
tittn  splieri(fue  un  m  stinic  d'ellipses  et  d'ItvpcrOolcs  komo/ocales. 
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Dans  les  communications  dont  nous  rendons  compte,  il  complète  ce  résultat 
et  montre  qu'on  peut  obtenir  toutes  les  surfaces  ayant  pour  représentation 
sphérique,  soit  un  système  d'ellipses  et  d'hyperboles  homofocales,  soit  le  système 
orthogonal  que  Ton  déduit  du  précédent  par  Tinversion  la  plus  générale. 

Si  dans  le  plan  dont  l'équation  est 

M,  i^,  cv,  p  sont  des  fonctions  des  deux  variables  p  et  p,,  ce  plan  enveloppera 
une  surface  non  développable,  les  lignes  p  —  C,  p,  =  C,  seront  conjuguées  toutes 
les  fois  qu'il  existera  une  équation 

âpâp,  dp  dp, 

dont  w,  Vy  Wf  p  seront  des  solutions;  réciproquement,  si  Uy  v,  %Vy  p^  p'  sont  des 
solutions  de  cette  équation,  les  surfaces  £,  £',  enveloppes  des  plans 

ux  -\~  vy  -^  wz  -A-  p  =  o, 
ux  -h  vy  -^  w z  -\-  p'  —  Oy 

seront  telles  que  pour  les  points  correspondant  aux  mêmes  valeurs  de  p,  p,  les 
plans  tangents  seront  parallèles.  Si  l'une  des  surfaces  est  une  sphère  (S),  les 
lignes  p  =  C,  p,  =  C,  seront,  sur  la  sphère,  des  lignes  orthogonales,  représentant 
les  lignes  de  courbure  de  l'autre  surface;  donc  : 

Étant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  telles  que  (i),  si  l'on  peut 
trouver  quatre  solutions  de  cette  équation  liées  par  la  relation 

(  a  )  M*  -f-  i?'  -h  «''  —  /?', 

les  équations 

X  —  -y    y  -  -y    z—  — 
P  P  P 

définiront  un  système  de  lignes  sphériques  orthogonales,  et  la  surface  la  plus 
générale  dont  les  lignes  de  courbure  ont  ce  système  pour  image  sphérique  sera 
l'enveloppe  du  plan 

ux  +  vy  -{-  wz  -h  P  =  o, 

où  P  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i). 
Par  exemple,  l'équation 

admet  des  solutions  de  la  forme 


u  =  ^A,  V^(p-+-«<)(Pi-i-a,), 

I 
••* » 

P ^  ^D|  v/(P-^«.)(P,-+-a,), 
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liées  par  la  relation  (i).  Le  système  sphérique  orthogonal  correspoadant  sera  celai 
<|ui  a  été  indiqué  au  début. 

Considérons  maintenant  une  surface  (£)  et  supposons  que  ses  lignes  de  eoar- 
bure  aient  pour  image  sphérique  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales,  tracées 
sur  une  sphère  (S).  Soumettons  ces  lignes  sphériques  à  une  inversion  dont  le 
pùle  sera  un  point  quelconque  O  et  dont  le  module  sera  choisi  de  telle  manière 
que  la  sphère  (S)  se  corresponde  à  elle-même.  Soit  (P)  le  plan  polaire  de  0 
par  rapport  à  (S). 

Considérons  un  plan  tangent  quelconque  (ci)  de  la  surface  (S)  et  abaissons  do 
rentre  C  de  la  sphère  (S)  la  perpendiculaire  sur  ce  plan,  perpendiculaire qoi 
rencontrera  la  sphère  en  un  point  M  ;  soit  M'  Tinverse  du  point  M.  Le  plan  (o'), 
perpendiculaire  à  CM' et  passant  par  Tintersection  du  plan  (o)  avec  le  plaa 
fixe  (P),  enveloppera  une  surface  (£')  dont  la  représentation  sphérique  sera 
fournie  par  les  lignes  orthogonales  inverses  de  celles  qui  servent  de  représenta- 
tion à  (£). 

Cette  méthode,  qui  réalise  géométriquement  la  transformation  par  dirtctioM 
réciproques  de  M.  Laguerre,  permettra,  toutes  les  fois  que  le  problème  de  U 
représentation  sphérique  sera  résolu  pour  un  système  de  lignes,  d'en  donner  la 
solution  pour  tous  les  systèmes  orthogonaux  que  l'on  peut  en  déduire  par  une 
inversion.  M.  Darboux  indique  plusieurs  applications;  il  généralise  en  outre  la 
méthode  ordinaire  de  représentation  sphérique,  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
suivant  : 

Considérons  une  sphère  variable  (U)  assujettie  à  toucher  à  la /ois  une  sur- 
face {Z)et  une  sphère  ( S ).  Quand  le  point  de  contcuit  de  {U )  et  de  {^)  décrit 
une  ligne  de  courbure,  le  point  de  contact  de  {{})  et  de{S)  décrit  une  ligne 
sphérique  qui  correspond  à  la  ligne  de  courbure. 

Cela  posé,  les  lignes  sphériques  qui  correspondent  aux  deux  systèmes  de  lignes 
de  courbure  se  coupent  mutuellement  à  angle  droit.  Ce  mode  de  représentation 
subsiste  quand  on  elTcctue  toutes  les  transformations  qui  conservent  les  lignes 
de  courbure,  et  Ton  peut  démontrer  que  toute  transformation  effectuée  sur  une 
surface  (£)  et  conservant  les  lignes  de  courbure  entraine  un  changement  dans 
la  représentation  sphérique  de  cette  surface,  qui  équivaut  à  une  ou  à  plusieurs 
inversions. 

Pépin.    —   Nouveaux    théorèmes    sur    réquation    indéterminée 
ax^  -{-  by^  =  z'^.  (122). 

Cas  généraux  où  Téquation  n'a  pas  de  solutions  rationnelles,  réquation  qua- 
dratique correspondante  en  admettant,  au  contraire,  une  infinité. 

Poincnré,  —  Sur  une  extension  de  la  notion  arithmétique  de 
genre.  (124). 

Conditions  pour  que  deux  formes  quadratiques/(  a?,,  j:,,.  .  ,^,),  ç(x,,x,»...j 
j?^),  appartenant  au  même  ordre  et  ayant  même  déterminant  A,  soient  équiva- 
lentes suivant  une  puissance  quelconque  d'un  facteur  premier  impair/)  de  A. 
pour  qu'elles  soient  équivalentes  suivant  une  puissance  quelconque  de  a. 

Hépartition  en  genres,  par  rapport  aux  modules  3,  3,  5,  des  formes  cul)iquc> 
binaires. 

Boussinesq.  —  Sur  les  ondes  que  fait  naître,  dans  Teau  en  repo? 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  79 

(l'un  canal,  Timmersion  d'un  C}^lindrc  solide,  plongé  en  travers 
dans  ce  canal.  (1^7)* 

N«  4;  25  JMTier. 

Darboux.  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces.  (i58). 
Laguerre.  —  Sur  quelques  équations  transcendantes.  (160). 

Une  transcendaDte  entière  est  du  premier  genre  si  ses  facteurs  primaires  sont 
de  la  forme 


•(-f> 


Si  une  transcendante  entière  F{x)  est  du  premier  genre  et  a  toutes  ses  racines 
réelles,  ses  dérivées  sont  également  du  premier  genre  et  ont  toutes  leurs  racines 
réelles.  L'auteur  indique  en  outre  diverses  propriétés  qui  rapprochent  singuliè- 
rement les  transcendantes  des  fonctions  rationnelles  entières  ayant  toutes  leurs 
racines  réelles. 

Poincaré.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (i63). 

Méthode  nouvelle  pour  exprimer  une  fonction  fuchsienne  donnée  à  Taidc  de 
séries  thètafuchsiennes. 

N**  5;  30  JMvier. 
Bertrand  (•/.).  —  Sur  la  théorie  des  épreuves  répétées.  (i85). 

Démonstration  du  théorème  de  Bernoulli  sur  les  épreuves  répétées. 
Soient  p  tt  q  les  probabilités  de  deux  événements  contraires  A  et  B  ;  on  a 

p-\-q  =  1, 

et  les  termes  du  développement 

(/i  -+-  y  )«*  =  /Jï*  -+-  v^P^'*  7  -+-...  -i-  Ajj/?*^i*-*  -+-...-+-  71^ 

représentent  les  probabilités  des  diverses  combinaisons  que  le  hasard  peut  ame- 
ner sur  une  succession  de  fx  épreuves.  Supposons  qu'on  s'engage  à  payer,  après 
les  {1  épreuves  accomplies,  une  somme  égale  k 


(;-)■ 


n  désignant  le  nombre  de  fois  que  l'événement  A  s'est  présenté;  l'espérance  ma- 
thématique E  de  celui  à  qui  l'on  fait  une  telle  promesse  s'obtient  en  multipliant 
la  valeur  de  chacune  des  sommes  à  espérer  par  la  probabilité  qu'on  a  de 
l'obtenir  : 


¥s  =  zl-—p\  rAipiq^'à 


= -i  SA»A*/?*7— *- ^  SA  A#/i*7-*H-/>'LA|/>V"*=  ^- 


\y\ 


'.w  ■  ''^^ 


\.  * 


\^^ 


.   ^H^      «^^^^ 


■  * 


,,.   ,Vn>v»*>^>^^ 


4ic.Ûo«*  de  U  Aéorie  des  fonc 


.*•»- 
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,V*  ^^-"^       * 


»      • 


*.**       • 


,-*.  —  » 


m 


^\ 
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pressions 

F{x)= „ ,  -^  \ h.—- — î^-^^— '  — ...— /i_,  D_/(j:), 

^  l('-»v)  ^(av  — 2)  '^'     '•' ^ 


;ront,  suivant  les  cas  den=2vet  n  =  2v  —  i,  à  l'équation  différentielle, 
u  qu'on  détermine  convenablement  les  constantes  to  et  X. 
effet,  on  voit  immédiatement  que,  en  prenant  x  =  ik'  +  c,  les  parties  prin- 
ts  du  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  c  coïncident 
;tivement  avec  les  parties  principales  des  développements  correspondants 
donnés  plus  haut;  de  plus,  on  peut  s'arranger,  dans  le  premier  cas,  pour 
e  terme  constant  et  le  coefHcient  de  <  soient  h^  et  zéro,  et,  dans  le  second 
tour  que  ces  coefficients  soient  zéro  et  /i^. 
rs  les  deux  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce 

nlF(a:)  — [n(n-+-i)Ar»sn»a7-^/i]F(a:), 
finies  pour  a:  =  iA'\  sont  nécessairement  nulles;  en  sorte  que  l'expression 

y-  CVix)  -h  C'F(-:r) 

it  l'intégrale  générale. 

is  les  deux  équations  de  condition  auxquelles  on  est  conduit  par  cette  voie, 
ions  algébriques  en  snu  et  X,  sont  compliquées  et  difficiles  à  traiter  :  rela- 
ient à  X,  par  exemple.  Tune  est  du  degré  /t,  l'autre  du  degré  n-{-i.  Il  parait 
ile  de  mettre  en  évidence  qu'elles  ne  donnent  pour  X*  et  sn*<«)  qu'une  seule 
mination. 

IS  le  cas  de  n  —  S,  M.  Hermite  parvient  à  la  résolution  complète,  en  sorte 
lans  ce  cas,  la  solution  de  l'équation  de  Lamé  est  obtenue  sans  ambiguïté; 
.,  en  outre,  en  évidence  les  valeurs  de  la  constante  h  qui  fournissent  les 
ons  doublement  périodiques  ou  les  fonctions  particulières  de  seconde  espèce 
Mittag-Leffler  et,  chemin  faisant,  rencontre  un  exemple  simple  de  réduc- 
l'ane  intégrale  hyperelliptique  de  seconde  classe  à  l'intégrale  elliptique  de 
^re  espèce. 

r^s  de  n  quelconque  est  ensuite  l'objet  d'une  analyse  profonde,  où  l'exprès- 
«  produit  des  deux  solutions  F(:r),  F(—  x)  et  d'autres  produits  analogues 
>btiennent  tous  en  fonctions  linéaires  de  Ar'sn'j?  et  de  ses  dérivées  succes- 

loae  un  rôle  essentiel.  En  désignant  par  y/ N  la  valeur  constante  du  déter- 
■  %  fonctionnel  formé  avec  les  solutions  F(J7),  F(—  x),  l'auteur  prouve  que 
un  polynôme  entier  en  ^,,  et  par  conséquent  en  h,  du  degré  2/1 -+-i.  La 
ion  N  =  o  détermine  les  valeurs  de  cette  constante  pour  lesquelles  l'équa- 
c  Lamé  est  vérifiée  par  des  fonctions  doublement  périodiques,  la  solution 
^le  subissant  alors  un  changement  de  forme  analytique, 
s  le  cas  où  N  est  différent  de  zéro,  M.  Hermite  établit  que  sn'to  est 
onction   rationnelle   de  h  et  que  X  ne  contient   pas  d'autre  irrationnalité 

N. 

F  (x) 
^n,  dans  le  cas  où  N  est  nul,  le  quotient  -pr-, r  se  réduit  à  une  constante 

F  (—  X  ) 

multiplicateurs  de  la  fonction  de  seconde  espèce  F(x)  deviennent  égaux 
^uU.  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  t.  VI.  (Avril  1881.)  H.  G 
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à  + 1;  à  cause  des  quatre  combinaisons  de  signes,  on  voit  qu'il  peut  ciister  des 
solutions  de  quatre  espèces,  ayant  respectivement  les  périodicités  de  snx, cnj, 
dnj:,  sn'jT.  Four  les  trois  premières  on  a  X  =  o  avec  a>  =  o,  ou  u  =  K,  oo 
u>  —  K+ 1 K'  ;  les  valeurs  de  h  qui  correspondent  à  ces  diverses  espèces  de  solations 
sont  respectivement  données  par  des  équations  de  degré  v;  les  valeurs  de  A  qai 
donnent  les  solutions  de  la  quatrième  espèce  sont  fournies  par  une  équation  de 
degré  v  -+- 1  ou  v  —  i  selon  que  /i  =  2vou2v  —  i;  dans  ce  cas  les  valeurs  deX 
et  de  sno)  sont  infinies.  C'est  en  montrant  comment  on  peut  déduire  ces  solo- 
tions  de  la  solution  générale  que  M.  Hermite  termine  son  analyse. 

AppelL  —  Sur  une  classe  (Inéquations  différentielles  linéaires  à 
coefBcients  algébriques.  (202). 

Étant  donnée  une  équation  de  la  forme 

où  '^{Xyy)  est  une  fonction  rationnelle  des  variables^  et  j?  liées  entre  elles  par 
une  équation  algébrique  F(j:,^')  =  o  de  degré  m  et  de  genre  />,  M.  Appcll  »l 
parvenu  à  reconnaître  les  cas  où  elle  admet  une  intégrale  de  la  forme 

où  7(jr,>')  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  et  à  obtenir  les  intégrales  de  celte 
forme.  Il  examine  en  particulier  le  cas  où  /?  =  o  et  c«lui  où  p  =1  et  termiae 
|>ar  la  remarque  générale  que  voici  : 
Étant  donnée  Téquation 

d'z  ,         ^d*-'z 

où  les  9  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x^  y  liées  par  l'équation  F(jr..v)  =0 
de  genre  /?,  si  l'on  a  /?  >  i,  on  peut  ramener  Tintégration  de  cette  équation  dif- 
férentielle à  celle  d'un  système  de  p  équations  différentielles  linéaires  simolu- 
nées  aux  dérivées  partielles  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  uniformes  de 
p  variables  indépendantes  à  'ip  groupes  de  périodes  conjuguées. 

Spoerer. —  Sur  le  caractère  oscillatoire  de  la  cause  qui  détermine 
la    distribution    variable   des   taches    à    la    surface   du  Soleil. 

(  20.")). 

Boussinesq,  —  Sur  les  intégrales  asymptotes  des  équations  diffé- 
rentielles. (208). 

Vrtnerrk,  —  Sur  la  génération   des  surfaces    et   des  courbes  à 
double  courbure  de  tous  les  degrés.  (210). 

>**  fi;  6  fcTrier. 
Séance  |)ubli(iue  unnuellc. 
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N°  7;  15  fcYrier. 

Bertrand  (•/.).  —  Sur  la  loi  de  déviation  du  pendule  de  Fou- 
cault. (371). 

Soit  M  la  position  de  l'observateur  sur  la  surface  de  la  Terre.  Après  un  temps 
dt  il  sera  transporté  en  M'  sur  le  parallèle  passant  par  le  point  M;  si  le  plan 
d'oscillation  du  pendule  n'avait  pas  de  mouvement  apparent,  il  tournerait  avec 
la  Terre  et  ses  positions  successives  envelopperaient  un  parallèle;  soit  I  le  point 
de  contact  dans  la  position  primitive,  transporté  en  I'  lorsque  M  est  lui-même 
venu  se  placer  en  M';  parmi  les  grands  cercles  passant  par  M',  celui  qui  fait  le 
plus  petit  angle  avec  MI  est  M'K  qui  va  couper  MI  à  une  distance  MK  du  point  M 
égale  à  un  quadrant.  Le  cercle  MT  ne  laisserait  paraître  aucune  déviation;  la 
rotation  apparente  6  du  plan  est  donc  TM'K;  M.  Bertrand  en  donne  l'expression 

suivante  : 

\V 
0  =cosMP  — . 

P 

rosMP  est  le  sinus  de  la  latitude,  p  le  rayon  du  parallèle.  Ce  résultat  démontre 
le  principe  sur  lequel  s'est  appuyé  Foucault. 

Hermite{G,),  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  (Sja). 

SyhesteriJ.'J.),  —  Sur  les  racines  des  matrices  unitaires.  (Sgô). 

M.  Sylvester  désigne  sous  ce  nom  une  matrice  dont  tous  les  termes  sont  des 
zéros,  sauf  ceux  de  la  diagonale  qui  sont  des  unités.  Il  donne  la  forme  générale 
des  matrices  dont  la  T'^"^  puissance  donne  une  matrice  unitaire  en  admettant 
pour  loi  de  multiplication  la  loi  qui  résulte  de  la  combinaison  des  substitutions 
linéaires. 

Bigourdan.  —  Observations  des  planètes  (S)  Pallas  et  rS)  Pa- 
lîsa,  faites  à  l'Observatoire  de  Paris.  (409). 

yindré  {€,).  —  Sur  le  compagnon  de  l'étoile  y  d'Archimède  et  sur 
un  nouveau  mode  de  réglage  d'un  équatorial.  (4io)* 

Zjaguerre,  —  Sur  la  distribution  dans  le  plan  des  racines  d*une 
équation  algébrique  dont  le  premier  membre  satisfait  à  une 
équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre.  (4i^)* 

Wittag'Leffler  (G.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes 
d'une  variable.  (4i4)* 

Nous  résumons  à  la  fois  les  diverses  communications  de  l'auteur  des  i3  et 
10  février,  du  i3  mars  et  du  3  avril. 

M.  Mittag-Leffler  apprend  à  construire  la  fonction  analytique  la  plus  géné- 
rale  F(:r)  jouissant  des   propriétés   suivantes  :  Ses  points  singuliers  (pôles  et 
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points  esseolicls)  forment  la  suite  infinie  a,,  a,,  a,,  . . . ,  doat  toas  les  Icmes 
sont  distincts  et  tels  que  lima,  =  oo,  pour  n  infini;  aux  enTiroas  de  ces  poiiK 
elle  se  comporte  comme  les  fonctions 

0|  (  )»     G,  I )»     •••» 

en  désignant  en  général  par 

une  fonction  entière,  rationnelle  ou  transcendante,  s'anniilaiit  pour  /^  =  o;  ca 
sorte  que,  aux  environs  du  point  a,  par  exemple,  on  puisse  poser 


'■"^'^^ = ^"  (  j^.)  "^  •*•<*  ~  "->' 


où  P^{x  —  a^)  désigne  une  série  procédant  snirant  les  puissances  entiéttseï 
positives  de  {x  —  a,).  Le  procédé  de  formation  repose  sur  ce  que,  sous  U  con- 
dition 

\x\<\a,\, 

peut  développer  G,  / )  en  une  série  de  la  forme  ^  Aj.*'  j'  et  sorw 

r  =  o 

que  Ion  peut,  pour  chaque  point  a.,  déterminer  un  nombre  positif  entier  jn.  tH 
que  la  série 


on 


rt  =  « 


2  •■■<*>• 


m  -  I 

oii  Ton  fait 


r  =  m. 


'•'•(-'=«-(j^)-i;-^"'-'- 


r  —  a 


soit  absolument  ronverpenlr,  sauf  pour  les  points  a. 
Cette  série 

jouit  évidemment  des  propriétés  demandées.  Le  mode  de  démonstration  est  tout  i 
fait  semblable  à  celui  que  M.  Weierstrass  a  employé,  dans  un  Mémoire  iaïtTf 
dans  le  Berliner  Monatsbericht  du  mois  d'août  i88o  et  dont  la  traduction  a  pjr» 
dans  le  Bulletin  pour  établir  la  proposition  moins  générale,  mais  analogue,  à i>- 
quelle  le  nom  de  M.  Mittag-Leffler  reste  attaché.  Au  reste,  ce  dernier  avait  l"'* 
même  employé  le  même  procédé  de  démonstration  dans  ses  leçons  à  TlnivePiif 
d'Helsingfors  de  Tannée  1879. 

Knfin  la  fonction  la  plus  î^énérale  satisfaisant  au\  conditions  imposées  ^i^ 


V 


[F.(^)-^5'-(^)], 


j,', (x)  ropn"»s«^nlc  uno  fonction  entière  arbitraire  de  x. 


ou 


1 
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II  est  bien  clair  que  l'expression  obtenue  ne  répond  pas  à  tous  les  modes  de 
scontinuité  que  l'on  peut  imposer  à  une  fonction  uniforme.  A  l'ensemble  (P) 
;s  valeurs  singulières  distinctes  peut  correspondre  un  ensemble  fini  ou  infini 
^')  de  valeurs  limites,  c'est-à-dire  telles  que  dans  le  voisinage  d'une  quelconque 
entre  elles  il  y  ait  une  infinité  de  valeurs  (P);  l'existence  de  telles  valeurs 
ofiites  a  été,  comme  l'on  sait,  établie  par  M.  Weierstrass ;  de  même  l'ensemble 
:  valeurs  (P')  supposé  infini  fournit  un  ensemble  de  valeurs  limites  (P"),  etc.; 
1  continuant  ainsi,  il  peut  se  faire  qu'on  arrive  ou  qu'on  n'arrive  pas,  à  un 
>mbre  fini  de  valeurs  limites  :  on  aperçoit  ainsi  la  possibilité  d'une  classifica- 
on  des  valeurs  singulières;  au  surplus  cette  classification,  pour  un  nombre 
fini  de  valeurs  réelles  comprises  entre  des  limites  finies,  a  été  faite  par 
.  Cantor  et  les  beaux  résultats  de  ce  dernier  s'étendent  sans  difficulté  au  cas 
li  nous  occupe.  A  ces  différents  genres  de  discontinuités  répondent  des  théo- 
mes  généraux  sur  lesquels  M.  Mittag  donne  quelques  indications  et  qu'il  a 
^yeloppés  dans  les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Stock- 
Um  (février  1883).  Nous  revenons  maintenant  au  premier  cas,  celui  où  l'en- 
mble  (P)  des  valeurs  singulières  a,,  a,,  a^y  ...  n'a  pas  d'autre  valeur  limite 
le  le  point  00  . 

Quand  la  fonction  F(â7)  est  donnée,  la  première  question  à  résoudre  consiste 
trouver  les  éléments  F,(^)  de  la  série 

li  la  représente,  ou,  si  l'on  veut,  les  entiers  M„  qui  correspondent  à  chaque 
>int  singulier  a^  ainsi  que  la  fonction  entière  G{x);  l'auteur  y  parvient,  dans 
1  cas  très  général,  par  le  procédé  suivant  : 

Soit  S  un  contour  simplement  connexe  qui  embrasse  le  point  2  =  0,  ainsi  que 
s  seuls  points  singuliers  z  =  a^^  a^f  . . .,  a,  et  soit  a:  une  valeur  différente  de 
:ro. 
On  aura 

aitiVjj  s  — a:\zj         ^lz—x\zj   J 

v  =  l 

Si  2  =  o  appartient  aux  points  a„  a,,  .. .,  a,,  il  ne  sera  pas  compris  sous  le 
igné  de  sommation.  En  supposant  d'abord  que  x  n'ait  aucune  des  valeurs  a,, 

3)  •••)  A.)  on  aura 

C,=  F(x); 

uis 

-  C.=  G,{x)  =  F(o)  >r-^F(o)  -f-...-i-  ,  ^    "^J      .\  ^^"''^  (^> 

zéro  n'est  pas  un  point  singulier, 

*êro  est  un  point  singulier,  en  supposant  que,  aux  environs  de  ce  point,  on 
it 

F(5)  =  0^(z)  -H  C'/'  -^  C/  '  H-  C</'  -«-f-. . . 
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et  en  l'aisanl 

rntin  on  aura 

-'.=«.C-^)-"î'*?©' 

si  Ton  représente  cette  quantité  par  F^{x)  on  aura  donc  une  formule  telle  que 

F(.:)  =  0(.:)  H-_2  F.(*)  t-î^.^r^Kf  p- 

Si  les  points  a^,  a^y  ...,  a^  sont  tous  des  pôles,  cette  formule  colocide  avec 
celle  que  l'auteur  a  donnée  antérieurement  dans  une  lettre  à  M.  Hermite,  publiée 
par  le  Bulletin,  M.  Mittag-Leffler  en  établit  d'ailleurs  une  autre  analogue,  mais 
plus  générale  en  prenant  pour  point  de  départ,  au  lieu  de  l'intégrale 

'iT:iJ^z  —  x\zJ  J^  I  z  —  X      i\_        z  \z  J      J      ' 

la  suivante  : 

Si  Ton  fait  maintenant  croître  les  dimensions  de  la  courbe  S,  de  façon  que 
chaque  ligne  embrasse  la  précédente  et  qu'il  corresponde  à  chacun  des  points  a 
une  ligne  S  qui  embrasse  le  point  et  si  le  module  de  l'intégrale  précédente  ou  de 
l'intégrale 

'2TZ  l  ^y c    Z  —  X  \  Z  y 

peut  (^tro  rendu  pour  une  ligne  S  et  les  suivantes  plus  petit  qu'une  quantité  ar- 
bitrairement petite  6,  on  parviendra  au  développement  cherché 

¥{x)  =  Gix)-i-ZF,{x), 

la  série  qui  figure  dans  If»  second  membre  étant  uniformément  convergente  par- 
tout ailleurs  qu'aux  points  singuliers. 

•M.  Mitlag-Lefller  applique  cette  méthode  aux  fonctions  F{x)  de  la  forme 

F(x)  -=  R(>')r(jr), 
où 


et  où  \\(y)  cl  r{x)  sont  des  fonctions  rationnelles  en  y  et  x,  la  première  ayant 
une  valeur  finie  pour  y  --  o  et  J7  :=  x  ;  il  retrouve  ainsi  deux  dcveloppenienl5 
remarquables  pour  la  fonction  -zcoItzx  déjà  obtenus  par  M.  Gyidén. 

En  prenant 

y{x)--^f{x)r{x), 

nù/{x)   est  une   fonction  uniforme  et  monogène,  n'ayant  dans  un  domaine  fini 
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qu'uD  nombre  fini  de  points  singuliers  et  qui  est  soumise  aux  conditions 

les  modules  de  \i  et  jx'  étant  inférieurs  à  i,  et  le  rapport  —,  étant  imaginaire,  on 

est  conduit  à  des  formules  intéressantes  dans   la   théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Polncaré.  —  Sur  les   points  singuliers  des   équations   différen- 
tielles. (4ï6). 

L'auteur  donne  pour  les  points  singuliers  des  équations  difTérentiellcs  de  la 

forme 

dx  _  dr  _  dz 

T  ~  "y"  ~  z 

une   classification  analogue  à  celle  qu'il  avait  déjà   établie  pour  les  équations 
différentielles  à  deux  variables  x,  y. 

Picard  {E.),  —  Sur  les  formes  des  intégrales  de  certaines  équa- 
tions différentielles  linéaires.  (4 18). 

Cette  étude  se  rapporte  à  des  équations  différentielles  linéaires  dont  toutes  les 
intégrales  ne  sont  pas  régulières. 

AppelL  —  Sur  un  cas  de  réduction  des  fonctions  B  de  deux  va- 
riables à  des  fonctions  0  d'une  variable.  (4?'i)* 
Si  Ton  considère  la  fonction 


0(jr,y)  =       /      e'"  "-*-"  y -*-*"**•*-'*"'*  y -^ff^P, 


/Il  /»!  =  —  oe 


les  périodes  normales  des  fonctions  abélienncs  correspondantes  sont 

Pour  X 2Tziy        0,        2  a,        a  y, 

Pour^ o,        2Tziy      2  Y»        2^; 

si  Ton   suppose  qu'entre  les  périodes  relatives  à  ^  il  y  ait   une  relation  de  la 
forme 

ces  k  étant  des  nombres  entiers,  la  fonction  S^x^y)  pourra  s'exprimer  au  moyen 
de  fonctions  0. 

JLe  Paige  (C).  —  Sur  les  formes  quadratiques  à  deux  séries  de  va- 
riables. (4^4)- 

l/auteur  établit  que  ces  formes  peuvent  être  ramenées  à  la  forme  réduite  sui- 
vante : 

•»î(«.rî  -  «î^î)  -<-  \j^x^i^x}\y7-'rx\i,-  c.y\  --  r,r}). 
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André  {D,),  —  Sur  la  divisibilité  d'un  certain  quotient  pai'Ies 
puissances  d'une  certaine  factorielle.  (4^6). 

Si  X  et  /i  sont  des  nombres  entiers,  l'expression 

{nx)\ 


Q  = 


>  \'< 


{x\) 


est  toujours  un  nombre  entier.  M.  Weill  a  démontré  que  Q  était  divisible  paru!. 
M.  André  établit  que,  s'il  est  impossible  d'exprimer  x  par  une  somme  de  moins 
de  k  puissances  d'un  même  nombre  premier,  le  quotient  Q  est  divisible  par  la 
puissance  A'*"'  de  la  factorielle  /lî. 

NO  8;  2*  féfrier. 

Mouchez.  —  Observations  méridiennes  des  petites  planètes,  faites 
à  rObservatoire  de  Paris  pendant  le  quatrième  trimestre  de 
Tannée  i88i.  (474)- 

Bigourdan.  —  Observations  de  la  comète  6  =  111  i88i,  faitesà 
l'Observatoire  de  Paris.  (5o2). 

Tacchini,  —  Sur  la  distribution  des  protubérances,  des  facules  et 
des  taches  solaires  observées  à 'Rome  pendant  les  deuxième  et 
troisième  trimestres  de  i88i.  (5o5). 

Tacchini.  -—  Observations  spectroscopiques  solaires  faites  à  l'Ob- 
servatoire royal  du  Collège  romain  pendant  le  deuxième  et  le 
troisième  trimestre  de  i88i.  (5o6). 

Laguerre.  —  Sur  la  distribution  dans  le  plan  des  racines  d'une 
équation  algébrique  dont  le  premier  membre  satisfait  à  une 
équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre.  (5o8). 

Celte  étude  est  faite  pour  le  polynôme  bypergéoniétrique 

F(—  /î,a,?  —  /i  4-1, j:). 

Mittag-Lefjler,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (5i  i). 

Boussinesq ,  —  Sur  l'intégration  de  l'équation 

^   d"':>        l  d^  di  Y 

(oi4). 

Léi^y  (M.).  —  Sur  la  solution  pratique  du  problème  du  transport 
de  la  force  à  de  grandes  distances.  (5  17). 
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Michelson,  —  Sur  le  mouvement  relatif  de  la  Terre  et  de  l'éther, 

(Sao). 

NO  9^  27  féyrier. 

Darboux.  —  Sur  les  différentielles  successives  des  fonctions  de 
plusieurs  variables  et  sur  une  propriété  des  fonctions  algé- 
briques. (575  ). 

Poincaré,  —  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  par 
les  séries.  (577). 

Soient  les  équations 

où  les  X  sont  des  polynômes  réels  entiers,  par  rapport  aux  variables  réelles  x^ 
en  adjoignant  aux  rapports  précédents  le  rapport  supposé  égal 

ds 


I-+-XÎ-+-XÎ-+-...-+-XÎ 


Fauteur  démontre  qu'on  peut  toujours  trouver  un  nombre  a,  tel  que^Tp  x^y  . . ., 
x^  puissent  s'exprimer  par  des  séries  ordonnées  suivait  les  puissances  de 

e«  —  1 

et  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  s.  Les  coefficients  sont  des 
fonctions  rationnelles  de  a,  des  coefficients  des  polynômes  X  et  des  valeurs  ini- 
tiales des  variables. 

Picard  {E,),  —  Sur  certaines  fonctions  uniformes  de  deux  va- 
riables indépendantes  et  sur  un  groupe  de  substitutions  linéaires. 

(579)- 

Sur  la  recherche  de  fonctions  de  deux  variables  qui  puissent  être  considérées 
comme  les  analogues  des  fonctions  elliptiques  modulaires,  c'est-à-dire  qui  se 
reproduisent  pour  un  groupe  d'une  infinité  de  substitutions  linéaires  faites  sur 
les  variables. 

N«  10-,  6  Mrs. 

Hermite.  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (594). 

Laguerre.  —  Sur  la  détermination  du  genre  d'une  fonction  trans- 
cendante entière.  (635). 
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Si  les  facteurs  primaires  d'une  fonction  entière  sont  de  la  forme 

\       «/ 

où    P(x)  =  — I ;  -f-...H -»  n  est  le  genre  de  la  fonction. 

Les  fonctions  de  genre  zéro  et  i  ont  des  propriétés  analogues  aux  fonctions 
rationnelles  entières;  ainsi  entre  deux  racines  réelles  consécutÎTes  il  y  a  uoeel 
une  seule  racine  réelle  de  la  dérivée.  On  en  conclut  que,  si  toutes  les  racines 
sont  réelles,  la  dérivée  qui  a  aussi  toutes  ses  racines  réelles  est  encore  du  premier 
genre. 

Si  le  rapport  ^i,  //    r>   ^^  "  désigne  un  nombre  entier,  tend  vers  zéro  quand  ^ 

crott  indéfiniment,  la  fonction /(:;  )  est  du  genre  n. 

><*  11;  13  mm. 

Brioschi.  —  Sur  une  application  du  théorème  d'Abel.  (686). 

Dans  une  Communication  insérée  dans  les  Comptes  rendus  {i\  fémer  i88i), 
M.  Brioschi  a  montré  comment  le  théorème  d'Abel  se  prétait  à  Tétude  de  Téqua- 
lion  de  Lamé;  il  montre  comment,  en  suivant  la  voie  qu'il  a  ouverte,  on  parvient 
aisément,  pour  /i  =  3,  aux  résultats  de  M.  Hermite. 

Mittag'I^ffler.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (7i3  ). 

Goursat,  —  Sur  les  fonctions  uniformes  présentant  des  lacunes. 

soient 
une  :>uite  indéfinie  de  quantités  imaginaires,  et 

une  seconde  suite,  telle  que  la  série 


^^lo! 


u 

M»il  converjîente. 

Sut  V  uno  rv£Îon  du  plan  à  contour  simple  ne  contenant  aucun  des  nombres  n. 
dans  oelle  n'sion  la  série 


V-Jk 


u       I 

a 


m 


o>t  ab^^Uiuieut  oon\orî:ente.  Si  maintenant  Ton  considère  une  aire  T  no  rcnfer- 
iiuiit  uuoua  |HMni  lU*  Ij  séné  •  i  ■  liuùtiv  |>ar  une  »»u  plusieurs  coiirlM»*  ayaoi 
uuo  t.ui;:oiito   on   •  lu-un  .!♦*  K'ur>   p^»iul>.  «'l  tell»*  «luo.  sur  un  arc  fini  «l»"  1  ""^ 
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d'elles,  il  y  ait  toujours  une  infinité  de  points  de  la  série  (i),  on  ne  pourra  con- 
tinuer la  fonction  définie  par  la  série  (3)  au  delà  de  l'aire  T. 

]N°  12;  20  lars. 

Uermite.  —  Sur  quelques  applications  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques.  (753). 

Faye,  —  Lettre  de  M.  Fuss  sur  les  grands  objectifs,  trouvée  par 
M.  Truchot  dans  les  papiers  du  conventionnel  Romme.  (768). 

Bigourdan,  —  Observations  des  planètes  (»)  et  (S)  faites  a 
l'Observatoire  de  Paris.  (777). 

Laguerre.  —  Sur  les  hypercycles.  (778). 

On  sait  que  M.  Laguerre  appelle  semi-droite,  cycle,  une  droite,  un  cercle 
parcourus  dans  un  sens  déterminé. 

Certaines  courbes  algébriques  {courbes  de  direction)  constituent  un  être 
géométrique  quand  on  les  regarde  comme  enveloppe  d'une  semi-droite,  quand 
on  attribue  à  leurs  tangentes  un  sens  déterminé;  pour  de  telles  courbes,  l'enve- 
loppe d'un  cercle  de  rayon  contenu,  dont  le  centre  les  décrit,  se  décompose  en 
deux  courbes  distinctes. 

Les  hypercycles  rentrent  dans  cette  classe  de  courbes  ;  ils  comprennent  l'hy- 
pocycloYde  à  quatre  rebroussements  et  toutes  les  anticaustiques  de  la  parabole, 
les  rayons  incidents  étant  parallèles. 

Étant  donnée  une  tangente  quelconque  A  à  un  hypercycle,  il  lui  correspond 
une  autre  tangente  A'  telle  que  A,  A',  et  deux  semi-droites  fixes  P  et  P'  (que  l'on 
peut  appeler  les  semi-droites  fondamentales  de  la  courbe)  forment  un  système 
luirmonique.  M.  Laguerre  entend  par  là  que  les  deux  semi-droites  (A,  A')  et  les 
deux  semi-droites  (P,  P')  touchent  un  même  cycle,  les  points  de  contacts  divi- 
sant harmoniquement  le  cycle. 

A  est  alors  dite  conjuguée  harmonique  de  A'  par  rapport  à  (P,  P').  Deux 
tangentes  telles  que  A,  A'  constituent  un  couple  de  tangentes  conjuguées. 

Cela  posé,  l'hypercycle  est  défini  par  la  propriété  suivante  :  les  conjuguées 
harmoniques  d'une  semi-droite  du  plan  D,  par  rapport  aux  couples  de  tangentes 
conjuguées  de  la  courbe,  enveloppent  un  cycle  K. 

M.  Laguerre  donne  diverses  propriétés  curieuses  de  ces  courbes. 

Mittag'LefJler,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (781). 

Abdank'Abakanowicz.   —  Sur  l'intégrateur  mécanique.  (783). 

jN°  13;  27  mars. 

loggia.  —  Comète  découverte  en  Amérique,  le  19  mars  1881; 
observations  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille.  (829). 
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Bigourdan.  —  Observations  delà  nouvelle  comète  a  1882,  failes 
à  rObservatoire  de  Paris.  (829). 

Tacchini.  —  Observations  des  protubérances,  des  facules  et  des 
taches  solaires,  faites  à  l'Observatoire  du  Collège  Romain,  pen- 
dant le  quatrième  trimestre  de  1881. 

Laguerre.  —  Sur  les  hypercycles.  (SSa). 

Darboux,  —  Sur  le  problème  de  Pfaff.  (835). 

M.  Darboux  montre  comment  la  méthode  de  PfafT,  pour  intégrer  une  équation 
aux  dérivées  partielles,  convenablement  appliquée,  devient  aussi  simple  qae 
toutes  les  autres. 

Considérons  une  forme 

où  Xp  Xj,  ...,  X^  sont  des   fonctions   connues  de  ar,,  x,,  ...,  x^^  k  un  nombre 
pair  de  variables. 
Soit 

le  premier  système  à  intégrer,  d'après  Pfaff,  en 

/    a,,</j7, -H. .  .-H  a,,  £/x^=  X,  rff, 

(3)  ■  ; 

'     fï..rf-r. -t-. .  .4- a    dx  =X  rf/. 

OÙ  t  est  une  vanable  introduite  pour  la  symétrie.  Ce  système  admet  n  — i  inté- 
grales indépendantes  de  t.  Si  Ton  désigne  ces  n  —  i  intégrales  par  j^,,  ...,/a  i' 
on  démontre  que  Texpression  0^  est  réductible  à  la  forme  suivante  : 

(4)  ^é^  K(V,dy,-f-...-HV^_,d>'^,), 

où  les  quantités  Y  sont  des  fonctions  des  seules  variables^'. 

Puisque  le  système  (3)  a  n  —  i  intégrales  seulement,  une  au  moins  des  va- 
riables Xy..,yX^y  par  exemple,  ne  sera  pas  une  intégrale.  Parmi  les  différent 
systèmes  d'intégrales  indépendantes,  nous  choisirons  celles  qui  se  réduisent  à 
a:,,  . . .,  J7„_,,  pour  x^  =  x^y  en  sorte  que  pour  cette  valeur  y'^  se  réduise  àx,. 
Supposons  que,  pour  cette  même  valeur,  K  se  réduise  à  '^{x^j  ...,  Jr^i)-^" 
peut,  sans  changer  la  forme  de  l'équation  (4),  diviser  K  par^(y,,  ...OVi)'^ 
condition  de  multiplier  par  la  même  fonction  toutes  les  quantités  Y;  alors  U 
nouvelle  valeur  de  K  se  réduira  à  i  pour  x^—  xJ,  et  Ton  aura  l'identité 

X ,  cfx,  H  . . .  4-  X, rfj:„  =  K  (  Y,  cf>-,  H- . . .  -i-  Y,_,  dy^_,  ), 

où  les  valeurs  de  K,^*,,  se  réduiront,  pour  x^  =  xJ,  à  1  et  à  x,. 
On  aura  donc,  pour  x„  =  .r)[, 

\*dxy  H-. .  .4-  Xj'^   ^  dx^_^  —  \\dxy-^. .  .-i-  Y',^_,  rfx^_,. 
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où  YJ  désrgne  le  n'sultat  de  la  substitution  de  a:,,  . . .,  j;^_,  à  ^i',,  ....  r^_,  dans 
Yj  :  donc 

v"    V*» 

1^   —  A^. 

Ainsi,  pour  obtenir  la  forme  qui  multiplie  K  dans  l'équation  (4)i  il  suffit  de 
faire  x^  =  a:^  dans  l'équation  (i),  puis  de  remplacera:,,  ...,  ar,_,  parj',,  ..., 
^',_,.  Une  proposition  analogue  a  lieu  pour  n  impair. 

Soit  maintenant  à  intégrer  une  équation  aux  dérivées  partielles 

ci  soit 

dz  — /dx^  —  p^dx^  — ...  —  P^dx^ 

la  forme  de  Pfaff  correspondante  à  cette  équation,  forme  qui  contient  les  a/t  va- 
riables o:,,  ...,07^,5,/?,,  ...,/>^.  Le  premier  système  de  Pfaff  relatif  à  cette 
forme  sera 

OPi  Op^       Oxj      '  '  dz  àx^      ^''  àz 

et  Ton  voit  que  or,  n'en  sera  jamais  une  intégrale.  Si  donc  nous  appliquons  le 
théorème  précédent  et  que  nous  désignions  par  (^),  (a:^),  (/?^)  les  2/1  —  i  inté- 
grales qui  se  réduisent  respectivement  à  ^,  â:„  p^y  quand  on  fait  Xy  =  x^,  nous 
aurons 

(6)    dz  —  p^dxy-. . .-  p^dx„=  K[d(z)  —  {p,)d{x^)-...-{p^)d(x^)], 

c'est-à-dire  que  nous  obtiendrons  du  premier  coup  la  forme  réduite  qui  devait 
être  le  terme  de  tous  les  calculs. 

Picard  {É.).  —  Sur  un  groupe  de  substitutions  linéaires.  (S3y), 

Étude  arithmétique  des  substitutions  linéaires  introduites  par  l'auteur  dans 
sa  communication  du  37  février  et  par  lesquelles  se  reproduisent  des  fonctions 
uniformes  de  deux  variables  indépendantes. 

Poincaré.  —  Sur  les  groupes  discontinus.  (840). 

M.  Picard  a  donné  un  exemple  de  groupes  discontinus  contenus  dans  le  groupe 
linéaires  à  deux  variables 

/  eue  -hby  -^  c  a'x -h  t'y -hc' \ 

\^'    ^*     a''X'^by-¥c''     a' x-\-by '{-€•'}' 

M.  Poincaré  indique  diverses  méthodes  pour  former  de  tels  groupes  discon- 
tinus. Le  procédé  suivant  fournit,  par  exemple,  des  groupes  de  substitutions  de 
cette  forme,  discontinus  pour  les  valeurs  réelles  de  x  et  de^',  ce  qui  entraîne  la 
discontinuité  pour  les  valeurs  imaginaires  de  ces  variables,  au  moins  dans  une 
certaine  étendue. 

Soit  une  forme  quadratique  ¥{Xyy,z)  à  coefficients  entiers,  elle  admettra 
une  infinité  de  substitutions  semblables  à  coefficients  entiers 

(jr,    y,    z,    ax-hby-hczy    a'x  -{- b'y  -\- c'z,    o'x -h  ^y  -{-  r'z)  : 
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les  substitutions  correspondantes 


(■ 


formeront  un  groupe  discontinu. 

M.  l'oincaré  montre  encore  comment  de  chaque  groupe  fuchsien  on  peat  dé- 
duire un  groupe  formé  de  substitutions  de  la  forme  (i),  à  coefficients  réels,  etqai 
est  discontinu  pour  les  valeurs  réelles  et,  par  conséquent,  aussi  pour  les  valeon 
imaginaires  de  a:  et  de^. 

Léauté.  —  Sur  Tapplication  de  la  résistance  des  matériaux  aux 
pièces  des  machines.  (843). 


*^* 


JOURNAL  DE  Matiiématioues  pures  et  appliquées,  fondé  par  J.  LiouviUBet 
continué  par  U.  Resal.  -   3'  série. 

Tome  VII.  —  Année  1881. 

West,  —  Exposé  des  mélhodes  générales  en  Mathématiques; 
résolution  el  intégration  des  équations;  applications  diverses^ 
d'après  Hoené  Wronski.  (5-3i). 

ResaL  —  Sur  quelques  théorèmes  de  Mécanique.  (32-48). 

I.  —  Applications  de  ce  th(^orèmc,  dû  à  M.  Habich  :  L'accélération  d'uo  poiot 
libre,  lorsque  sa  direrlion  est  constante,  est  proportionnelle  au  rapport  du  rubc 
de  la  vitesse  du  mobile  au  rayon  de  courbure  de  sa  trajectoire. 

II.  —  I/accéléralion  d'un  point  dirigé  vers  un  centre  fixe  est  proportionnelle 
au  cube  de  la  vitesse,  au  rayon  vecteur  et  à  la  courbure  de  la  trajectoire. 

III.  —  Du  problème  inverse  du  mouvement  d'un  point  matériel  sur  une  surface 
de  révolution. 

Hecherche  des  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  composantes, 
suivant  la  méridienne  et  la  tangente  au  parallèle  d'une  force  capable  de  fair'' 
décrire  au  mobile  une  courbe  donnée. 

Genty.   —  Applications   mécaniques  du  Calcul  des  qualernions. 

(49-70). 

Exposition,  au  moyen  de  la  méthode  des  quaternions,  des  principaux  résultai^ 
obtenus  par  Minding  et  M.  Darboux  dans  la  théorie  de  l'équilibre  astalique. 

Popin  (le  P.).  —  Sur  les  surfaces  osculatrices.  (-1-108). 

La  théorie  de  ces  surfaces  conduit  ( Hf.rmitk,  Cours  d' Analyse,  I.  I,  p.  \\'0^  ^* 
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recherche  des  solutions  entières  de  l'équation 

w"-h6m*  +  iim=  3(n  -Hi)  (n  +  2); 

Tauteur  parvient  à  la  conclusion  suivante  : 

Si,  outre  les  surfaces  du  premier,  du  cinquième  et  du  vingtième  degré,  il  en 
*xiste  d'autres  que  Ton  puisse  rendre  osculatrices  en  des  points  arbitraires  d'une 
>urface  donnée,  leur  degré  m  est  supérieur  à  676  et  l'ordre  n  de  leur  contact  est 
supérieur  à  i3ooo. 

?sal.  —  Sur  les  propriétés  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite. 

(109)- 

'est.  —  Digressions  sur  les  séries,  (i  1 1-128). 

tsaL  —  Recherches  sur  rÉlectrodynamique.  (129-146). 

Démonstration  de  la  loi  d'Ampère.  —  Action  d'un  courant  fermé  sur  un 
lément  de  courant.  —  Action  sur  un  élément  de  courant  d'un  courant  circulaire 
lont  le  rayon  est  très  petit  par  rapport  à  la  distance  du  centre  à  l'élément 
onsidéré.  —  Action  d'un  solénoYde  sur  un  élément  de  courant.  —  Action  d'un 
-ourant  fermé  sur  l'un  des  pôles  du  solénoYde.  —  Action  d'un  solénoTde  sur 
'un  des  pùles  d'un  autre  solénoïde. 

lussinesq.  —  Coup  d'œil  sur  la  théorie  des  séries  trigonométri- 
ques  les  plus  usuelles  et  sur  une  raison  naturelle  de  leur 
convergence,  applicable  aux  autres  développements  de  fonctions 
arbitraires  employés  en  Physique  mathématique.  (147-160). 

Ire  (6r.)*  —  ^^  dévioscope  :  appareil  donnant  directement  le 
rapport  qui  existe  entre  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre  et  celle 
d'un  horizon  quelconque  autour  de  la  verticale  du  lieu.  (161- 
166). 

ndré{D,).  —  Sur  les  permutations  alternées.  (167-184). 

Considérons  n  éléments  distincts  a,,  a,,  .••>*«  et  formons-en  toutes  les  pcr- 
nutations.  Si,  dan$  l'une  quelconque  d'entre  elles,  on  retranche  chaque  indice 
lu  suivant,  on  obtiendra  une  suite  de  n — 1  différences,  dont  aucune  n'est  égale 
1  zéro,  et  qui,  dans  toutes  les  permutations,  sauf  deux,  sont  les  unes  positives,  les 
lutres  négatives.  Lorsque,  tout  le  long  de  cette  suite,  ces  différences  sont 
ilternativement  positives  et  négatives,  la  permutation  correspondante  est  dite 
ilternée. 

Le  nombre  des  permutations  alternées  de  n  éléments  distincts  est  toujours 
[lair;  M.  André  le  désigne  par  aA^  et  établit  la  relation 

2A,^.  =  CJA.A,-f-CiA.A._,-f-CJA,A,_.-f-...  +  C«A,A.. 
C^tte  égalité,  vraie  encore  pour  n  =  i,  n'est  plus  vraie  pour  /i  =  o 

(A„    --    \,    =  A,-:l). 
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On  a 

lang/j  -+-—)  =  An -t-  A,  -,  H-.  ..-h  A,  — ,» 
V/f        a  /  lî  "il! 

sec    ^     =     Ag    -+-    Aj    —.     -\-    Aj    ^-7    -+-.    »    ,y 

tang  j?  =  A,  -  4-  A3  ~  -h  A,  -ri  4-. . . . 

M.  André  donne  en  outre  diverses  relations  du  second  et  du  premier  degré 
entre  les  coefficients  A,  et  les  coefficients  d'indice  moindre. 

Léauté,  —  Développement  d'une  fonction  à  une  seule  variable, 
dans  un  intervalle  donné,  suivant  les  valeurs  moyennes  de  celle 
fonction  et  de  ses  dérivées  successives  dans  cet  intervalle.  (i85). 

L'auteur  se  propose  de  déterminer  un  polynôme  en  x  de  degré  n  tel  que  sa 
valeur  moyenne  et  celles  de  ses  premières  dérivées  successives,  dans  on 
intervalle  donné,  soient  égales  à  ra  + 1  quantités  données.  Si  l'on  suppose  qoe 
l'intervalle  s'étend  de  —  A  à  +  A,  on  est  ramené,  en  désignant  les  quantités 
données  par  Y,,  Y,, . . .,  Y^,  à  déterminer  le  polynôme >^  par  les  équations 


<àj. 


,  g''--v.. 


On  trouve  aisément  que  l'on  peut  poser 

y=P.Y„-uP,Y,4  ...^P,Y„ 

les  symboles  P„  ...,  P^  désignant  des  polynômes  en  x  de  degré  égal  à  Icar 
indice  et  indépendants  des  quantités  Y  et  satisfaisant  à  l'équation  générale 

En  posant  ensuite 

on  reconnaît  que  les  coefficients  numériques  B,,  B,,  ...,  B,  forment  une  suite 
indépendante  de  l'indice  du  polynôme  P  que  l'on  considère  :  M.  Léauté  donne 
pour  déterminer  ces  coefficients  la  formule 


2/1!  B 


3JI 


"-.M-" 
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Les  polynômes  P  sont  donnés  par  les  formules 


"  L       rfa"       Jet" 


p.= 

Les  polynômes  de  degré  impair  admettent  les  racines  —  A,  o,  -h  h;  les  poly- 
nômes de  degré  pair  admettent  une  racine  comprise  dans  chacun  des  interralles 
de  cette  suite  ;  il  n'y  a  pas  d'autre  racine  réelle. 

D'après  cela,  une  fonction  quelconque  deorpourra^  dans  rinteryalle  de  —  h  k 
-h  h  y  se  développer  par  la  série  indéfinie 

y  =  P.(moy.y)tf,  -h  P,  (moy.  ^)^,[h-.  •  •  • 

Voici  les  premiers  termes  du  développement 

^  =  (moy.r)±«-h3— (moy.^j_^^ 

-^    3.3!    r^y'5F0-A 

-^3x*-  6 A» 4-  Ih*  (moy.  ^Y 

Ml 
•+- 

Quand  rintervalle  considéré  diminue  indéfiniment,  la  série  précédente  devient 
celle  de  Maclaurin. 

Mathieu  {E,  ).  —  Remarques  sur  les  Mémoires  relatifs  à  la  théorie 
de  la  lumière  renfermés  dans  les  Exercices  d^ Analyse  et  de 
Physique  mathématique  de  Cauchy.  (201-214). 

Brassinne.  —  Détermination  des  trois  axes  d'un  corps,  sur  lesquels 
les  forces  centrifuges  exercent,  pendant  la  rotation,  une  action 
maximum.  (2i5). 

Si  en  un  point  d'un  corps  on  détermine  les  trois  axes  principaux,  et  si  par 
chacun  d'eux  on  mène  un  plan  qui  divise  en  parties  égales  Tanglc  des  plans 
rectangulaires  dont  il  est  l'intersection,  les  trois  perpendiculaires  menées  par  le 
point  donné  aux  plans  bissecteurs  seront  les  axes  sur  lesquels  l'action  des  forces 
centrifuges  est  maximum. 

Mathieu  {E.).  —  De  la  polarisation  elliptique  par  réflexion  sur 
les  corps  transparents,  pour  une  incidence  voisine  de  l'angle  de 
polarisation.  (219-238). 

D'après  les  théories  de  Fresnel  et  de  Neumann,  il  existe  un  angle  d'incidence 
pour  lequel  la  lumière  naturelle  est  polarisée  complètement,  angle  trouvé  au- 
paravant  par  Brewster  au  moyen  de  l'expérience.  D'après  les  recherches  de 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  Vl.  (Mai  i88a.)  R.7 
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M.  Jamin,  il  existe  cependant  très  peu  de  substances  diaphanes  qui  polarisant 
complètement  la  lumière  dans  le  plan  d'incidence;  mais  Fintensité  du  njoo 
réfléchi  peut  seulement  être  très  petite.  Il  en  résulte  que,  dans  le  voisinage  de 
l'incidence  calculée  par  la  loi  de  Brewster,  un  rayon  de  lumière  polarisée  dans 
un  azimut  quelconque  donne  lieu  à  un  rayon  réfléchi  polarisé  elliptiquement, 
Tellipse  de  vibration  étant  en  général  très  allongée.  Reprenant  la  théorie  de 
Neumann,  M.  Mathieu  recherche  quelle  petite  perturbation  modifie  cette 
théorie  :  «  Cette  perturbation  »,  dit-il,  «  provient  d'une  très  petite  perte  de  force 
vive  qui  se  fait  sur  le  plan  réflecteur,  en  sorte  que  les  rayons  réfléchi  etrélhcté 
ne  prennent  pas  toute  la  lumière  qui  sort  du  rayon  incident. 

«  Imaginons  un  rayon  de  lumière  tombant  sur  un  corps  diaphane  et  polarisé 
perpendiculairement  au  plan  d'incidence;  je  démontre  qu'à  la  rencontre  dupUa 
réflecteur  il  se  fait  en  général  dans  les  rayons  réfléchi  et  réfracté  un  chaage- 
ment  de  phase  par  rapport  au  rayon  incident.  Quand  l'incidence  varie  depuis 
zéro  jusqu'à  l'angle  droit,  le  changement  de  phase  dans  le  rayon  réfléchi  varie 
depuis  une  fraction  très  petite  de  la  demi-ondulation  jusqu'à  la  demi-ondula- 
tion. Quand  le  rayon  incident  est  au  contraire  polarisé  dans  le  plan  d'incidence, 
le  changement  de  phase  du  rayon  réfléchi  reste  toujours  très  petit.  Si  donc  l'on 
suppose  que  l'on  décompose  un  rayon  polarisé  dans  un  azimut  quelconque  en 
deux  pareils  rayons,  la  polarisation  elliptique  pour  une  incidence  voisine  de 
l'angle  de  Brewster  dépendra  surtout  du  changement  de  phase  du  premier  rayon 
composant.  » 

Combescure  (A.).    —   Sur    quelques  questions   concernant  les 
forces  centrales.  (  239-270 ). 

Dans  le  deuxième  Tome  de  la  première  série  du  Journal  de  Mathématiques, 
Binet  a  considéré,  au  lieu  des  trois  équations  ordinaires  relatives  au  mouTement 
produit  par  une  force  centrale,  un  système  de  n  équations  présentant  la  forme 
caractéristique  des  équations  mentionnées  :  M.  Combescure  reprend  et  développe 
cette  idée,  en  introduisant  à  la  place  du  rayon  vecteur  la  racine  carrée  d'nae 
forme  quadratique  générale  des  coordonnées.  Il  traite  le  cas  d'un  milieu  rési- 
stant et  divers  exemples  particuliers. 

Teixeira  (G.).  —  Sur  le  développement  des  fonctions  implicites 
en  une  série.  (276-282). 

Il   s'agit   de  développer  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  une 
fonction  u  définie  par  les  deux  équations 

l'auteur  parvient  au  développement  suivant  : 
«=/(0-f-J"/(0.?.(0-... 

X"     v^       rf*;/'(0[?.(0]v..[9.(/)]M 


I .  j  ...  n  j^  1 .  a  ...  3  X  I . 


.flx...xi.2...X</^ 


où  l'on  doit  donner  à  a,  ^,  7,  ...,  X  toutes  les  valeurs  entières  et  positive*  «p» 
satisfont  à  l'équation 

a  -h  jf  Js  -f-  i  Y  ....  4-  /t  X  r^  I. 
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et  où  b  est  donné  par  la  formule 

Ce  développement  contient  naturellement  comme  cas  particulier  la  formule 
de  Lagrange. 

André  {D,),  —  Intégration,  sous  forme  finie,  d'une  quatrième 
espèce  d'équations  différentielles  linéaires,  à  coefficients  va- 
riables. (283-288). 

L'auteur  a  donné,  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal  de  Mathématiques 
(3*  série,  t.  VI,  1880,  p.  27-48),  un  procédé  pour  intégrer  trois  espèces  d'équa- 
tions différentielles  linéaires.  Ce  Mémoire  a  été  analysé  dans  le  Bulletin  (2*  série, 
t.  IV,  2*  Partie,  p.  269).  Nous  renvoyons  à  cette  analyse  pour  les  définitions  et 
les  notations;  la  quatrième  espèce,  dans  le  genre  des  équations  à  dérivée  régu- 
lière, que  l'auteur,  dans  cette  addition  à  son  Mémoire,  apprend  à  intégrer  est 
caractérisée  par  la  fonction  F(n),  que  définit  l'égalité 

F(/»)- 


p{p-\-i)  ...  {p-r-n  ~i)/{n) 


dans  laquelle /?  est  un  nombre  quelconque  non  entier,  et  où/(n)  représente  un 
polynôme  quelconque  entier  par  rapport  à  /t  et  à  des  exponentielles  de  la  forme 
a*.  L'intégration,  sous  forme  finie,  s'obtient  à  l'aide  de  fonctions  algébriques 
rationnelles  et  d'expressions  irrationnelles  de  la  forme  (i  —  axY  :  elle  dépend 
de  la  sommation  de  la  série  dont  le  terme  général  U^  est  donne  par  l'égalité 

*  1.2  ...  «  " 

où  M,  =/(w)i'«  est  le  terme  général  d'une  série  récurrente  proprement  dite. 
M.  André  effectue  cette  sommation  et  parvient  ainsi,  par  la  voie  décrite  dans 
son  premier  Mémoire,  à  l'intégrale  cherchée.  Comme  application  il  considère 
l'équation 

(2ar*— 3.r-M)  -r-.  -^  (-7-^—  »  )  Tï ^  -^   ~  *^ 

dx*        \.h  J  dx       9 

dont  l'intégrale  est 

Y  =  T^^=  -t-         ^'       • 
V  i  —  X        V  ï  —  2  j" 

Cornaglia,  —  De  la  propagation  verticale  des  ondes  dans  les 
liquides.  (289-340). 

lîesaL  —  Recherches  sur  la  théorie  mathématique  de  la  capilla- 
rité. (341 -374  )• 

L  Formules  fondamentales,  —  2.  Forme  de  la  surface  capillaire.  —  3.  In- 
fluence d'une  paroi  sur  la  surface  de  contact.  —  4.  Rappel  des  résultats  de  l'ex- 
périence. 

il.  Phénomènes  capillaires  relatifs  aux  liquides  pesants,  —  5.  Forme  qu«» 
prend    la  surface  d'un   liquide  au   contact  d'une  lame  verticale.  —  G.  Forme  de 
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la  surface  (l'un  liquide  entre  deux  lames  verticales  parallèles  dont  Tone  est 
mouillée  et  Taulre  non  mouillée  par  le  liquide.  —  7.  Forme  d'un  liquide  entre 
deux,  lames  parallèles  de  même  nature.  —  8.  Deux  lames  parallèles  et  verticales 
sont  très  rapprochées  l'une  de  l'autre.  —  9.  De  la  surface  capillaire  dans  un  tube 
circulaire  d'un  faible  diamètre.  —  10.  Expression  du  volume  d'un  liquide  com- 
pris entre  sa  surface  libre  et  un  plan  horizontal  déterminé,  quelle  que  soit  la 
forme  de  la  section  du  tube.  —  il.  Liquides  superposés  dans  un  tube  circulaire 
capillaire.  —  12.  Forme  d'une  très  petite  goutte  d'un  liquide  reposant  surua 
plan  horizontal  qu'elle  ne  mouille  pas.  —  13.  Goutte  très  large.  —  14.  Liquides 
soustraits  à  l'action  de  la  pesanteur.  —  15.  La  surface  diffère  peu  d'une  sphère. 
—  16.  La  surface  diffère  peu  d'un  tore. 

III.  Des  liquides  uniquement  soumis  à  leurs  actions  mutuelles,  —  17.  Équa- 
tion générale  des  surfaces  de  révolution  dont  la  moyenne  courbure  est  con- 
stante. 

Poincaré  {II,),  —  Mémoire  sur  les  courbes  définies  par  une  équa- 
tion différentielle.  (3-5-424). 

L'auteur  se  propose  d'étudier  les  courbes  définies  par  une  équation  difTéreo- 
tiellc  du  premier  ordre 

dx       dy 

où  X  et  Y  sont  des  polynômes  entiers  en  a:,  y. 

Pour  éviter  les  difficultés  que  pourrait  présenter  l'étude  des  branches  inÛDies, 
il  suppose  la  courbe  projetée  sur  une  sphère,  l'œil  étant  au  centre.  Le  plan  de 
l'équateur  (parallèle  au  plan  de  la  courbe)  partage  la  sphère  en  deux  héni- 
sphères;  à  chaque  point  {a:,y)  de  la  courbe  correspondent  deux  points  (x,r, i). 
(x,  Xf  a)  situés  chacun  dans  un  hémisphère.  Une  telle  courbe  est  dite  carac- 
téristique. 

En  général,  par  un  point  de  la  sphère  passe  une  caractéristique  et  nnc  scolf. 

1.  De/în liions  et  généralités.  —  Un  cycle  sphérique  est  une  courbe  telle 
qu'après  avoir  décrit  un  arc  fini,  on  revienne  au  point  de  départ:  tel  est, par 
exemple,  un  rerrle  de  la  sphère;  toute  courbe  algébrique  se  com pose  de  nn ou 
plusieurs  cycles. 

Une  spirale  sphérique  est  une  courbe  qui  coupe  un  cycle  sphérique  en  un 
seul  point;  exemple  :  la  loxodromie. 

Les  deux   portions  d'une   même  caractéristique   qui   se   trouvent  de  pirl  ^t- 
d'autre  d'un   de  ses  points    forment  deux   demi-caractéristiques  distinctes,  ^^ 
moins  que  la  courbe  considérée  ne  soit  fermée. 

Si  l'on  divise  une  caractéristi(ïuc  (jui   n'offre  ni  point  double,  ni  point  dW  "" 
en   deux   demi-caractéristiques,   si  l'une  de  ces  demi-caractéristiques  ne  fouj 
aucun  des  cycles  algébriques  qu'en  un  nombre  fini  de  points,  la  caractcristiqo"-^- 
donnéc  est  un  cvcle. 

Un  pal  y  cycle  est  une  courbe  fermée  qui  présente  des  points  doubles.        ^ 

Un  système  topographique  est  un  système  de  cycles  et  de  polycyclcs  Irtf 
sur  la   sphère  tels  que  par  chaque   point  passe  un  cycle  ou  un  polycycle  et  « '^■^ 
seul,  excepte  en  quelques  points  singuliers  par  lesquels  ne  passe  aucun  cycle. 

Les  points  doubles  des  polycycles  sont  des  cols,  les  points  singuliers  ïtfrl<^ 
quels  ne  passe  aucun  cyric  sont  des  fonds^  ou  des  sommets. 


i 
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Le  lieu  des  points  où  chacun  des  cycles  d'un  système  topograpliique  est  tangent 
à  une  caractéristique  est  la  courbe  des  contacts. 

IL  Étude  des  caractéristiques  dans  le  voisinage  d'un  point  de  la  sphère. 
—  Soient  «,  ^  les  coordonnées  de  ce  point  et 

\  =  a^-i-a,(ar—  a)  -\- a^{y  —  ?)--..., 
Y  =  i».  -f-  6,  (j?  —  a)  -t-  ^>,  Cr  —  ji)  H-. . .. 

Si  a^  et  b^  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois^  par  le  point  (s,  ^)  passera  une  caracté- 
ristique et  une  seule. 
Soient  a.  =  6.  =  o.  Si  Téquation 

(a,  —  \)  (6j  —  \)  —  b^a^  =  o 

a  deux   racines  différentes  \  et  \  et  si  le  rapport  de  ces  racines  est  positif  ou 
imaginaire,  l'intégrale  générale  de  l'équation 

dx  __  dy 
"X"  ""  "Y 

est  de  la  forme 

Z*'Z-'*«  =  consl., 

où  Z,  et  Z,  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  j:  —  oc, 

y  —  p  et  s'annulant  pour  a:  =  a,  ^  =  p. 

Si  le  point  {x^y)  se  rapproche  indéfiniment  du  point  (a,  p)  suivant  une  certaine 
courbe,  la  tangente  à  cette  courbe  en  a,  ^  et  la  limite  de  la  tangente  à  la  carac- 
téristique en  Xy  y  forment  un  faisceau  homographiquc.  Il  y  a  maintenant  lieu 
de  distinguer  divers  cas  selon  la  nature  de  cette  homographie. 

Si  les  droites  doubles  du  faisceau  homographiquc  sont  réelles  et  si  deux 
droites  conjuguées  quelconques  ne  sont  pas  Tune  dans  l'angle  aigu,  l'autre  dans 
I  angle  obtus  formé  par  ces  deux  droites  doubles,  l'intégrale  générale  est  de  la 
forme 

Z"^'Z~^  =  const., 

'*^  Z^  et  Z,  sont  des  fonctions  réelles  de  a?  et  de  ^;  X,,  X,  des  nombres  réels  po- 
'''/s,  toutes  les  caractéristiques  qui  pénètrent  dans  une  région  de  la  sphère 
'*cac  "Voisine  du  point  (a,  P)  pour  que  les  séries  Z,,  Zj  soient  convergentes  vont 
^^cr  par  le  point  singulier  (a,  P);  le  point  est  un  nœud. 
'  «J^ux  droites  conjuguées  quelconques  des  faisceaux  sont  situées  de  part  et 
t*~^  des  droites  doubles  (réelles),  deux  caractéristiques  seulement  passeront 
'^  I>oint;  la  démonstration  de  ce  fait  a  été  donnée  par  MM.  Briot  et  Bouquet 
'^^^^ct.i  de  V École  Polytechnique,  XXWl*  cahier).  Le  point  singulier  est  un 

■^s  droites  doubles  sont  imaginaires,  sans  que  le  faisceau  soit  en  involution, 
^^^^ctéristiques  sont  des  spirales  qui  s'approchent  indéfiniment  du  point 
**^"  *^r  (a,  p)  :  ce  point  est  alors  un  foyer. 

**   *^*^»  si  le  faisceau  est  en  involution  avec  des  droites  doubles  imaginaires;  ou 
^  "^s  caractéristiques  sont  des  spirales  et  le  point  (a,  p)  est  un  foyer,  ou  elles 
■**^^^^  un  système  topograpliique  dont  le  point  (a,  p)  est  un  sommet;  ce  point 
X  »**3rs  un  centre. 
\\'   **«>inoarè  étudie  en  oulrc  quelques  oas  plus  particuliers  et  nionlre  comment 
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l'étude  des  points  situés  sur  Téquateur  peut  être  rameaée  i  l'étude  des  cas  pré- 
rédcnts. 

m.  Distribution  des  points  singuliers, —  Après  avoir  prouvé  que  tout  système 
de  caractéristiques  admet  des  points  doubles,  Fauteur  établit  que,  sans  noire  à 
la  généralité,  on  peut  supposer  : 

I*  Que  les  polynômes  X,  Y  sont  de  même  degré; 

•1"  Que  si  X,  et  Y,  sont  les  termes  de  degré  le  plus  élevé  de  X  et  de  Y,  on  o'a 

pas  identiquement 

^Yj— ^'X,  =  o; 

3*  Que   les  courbes  X  =  Y  =  o  ne  se  coupent  nulle  part  en  plusieurs  poinb 
confondus  et  ne  se  coupent  pas  sur  Téquateur; 
4*  Que  Téquation  homogène 

x\^-  y\^  =  o 

n'a  pas  de  racines  multiples. 

L'équateur  est  alors  une  caractéristique;  de  plus  on  peut  supposer  qae  toos 
les  points  singuliers  sont  des  nœuds,  des  cols  ou  Ag&  foyers, 

I^  nombre  des  points  singuliers  étant  toujours  pair  est  au  moins  égal  à  i. 

Tout  point  singulier  situé  sur  l'équatcur  est  un  nœud  on  un  col. 

M.  Poincaré  introduit  ensuite  une  considération  importante,  celle  de  l'iru/ice 
d'un  cycle.  Soit  un  cycle  situé  tout  entier  dans  un  hémisphère.  Ce  cycle  divise 
la  sphère  en  deux  régions,  dont  Tune,  située  tout  entière  dans  Tun  des  hémi- 
sphères, s'appellera  V intérieur  du  cycle. 

Si  le  cycle  est  tout  entier  dans  le  premier  hémisphère,  on  dira  qu'an  poiat 
mobile  décrit  le  cycle  dans  le  sens  positif  s'il  a  constamment  rintériear  dn  cjde 
à  sa  gauche;  si,  au  contraire,  le  cycle  était  dans  le  second  hémisphère,  on  poiai 
décrirait  le  cycle  dans  le  sens  positif  s'il  en  avait  constamment  l'inténeor  â sa 
droite. 

Supposons  qu'un  point  mobile  décrive  le  cycle  dans  le  sens  positif  et  consi- 
dérons les  variations  de  l'expression  —  •  Soit  h  le   nombre  de  fois  que  celle 

expression  saute  de  —  x  à  -h  x  ,  soit  k  le  nombre  de  fois  que  cette  expressioo 

saute  de  -f-  00  à  —  x .  Soil 

h  -  k 


le  nonïbrc  i  s'appellera  l'indice  du  cycle. 

On  peut  ramener  le  calcul  de  l'indice  d'un  cycle  quelconque  au  calcul  de 
l'indice  des  diiïéronts  cycles  infiniment  petits  qui  le  composent. 

Un  cycle  infiniment  petit  qui  ne  contient  à  son  intérieur  aucun  point  singu- 
lier u  pour  indice  zéro. 

Un  cycle  infiniment  petit  qui  contient  à  son  intérieur  un  point  singulier  a 
pour  indice  tz  i. 

I/indice  d'un  cycle  situé  tout  entier  dans  l'un  des  hémisphères  est 

-(N-^F-C)/ 

en  désignant  par  N  le  nombre  des  nœuds,  par  F  celui  des  foyers,  par  C  le  nombre 
des  cols  situés  à  l'inlérieur  du  cycle. 

L'indice  de  l'équatcur  est  N'  — C  — i,  en  désignant  par  3.N'  le  nombre  de* 
nœuds,  |>ar  j  C  le  nombre  des  cols  situés  sur  l'équatcur. 
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La  courbe  \  =  o  et  la  courbe  Y  =  o  se  composent  d'un  certain  nombre  de 
cycles. 

Considérons  deux  quelconques  de  ces  cycles;  ils  se  couperont  en  un  certain 
nombre  de  points. 

Soient  a,^  tx^y  ...,  04^  les  2/1  points  d'intersection  de  ces  deux  cycles  rangés 
d'après  Tordre  où  on  les  rencontre  en  parcourant  l'un  des  deux  cycles,  le  cycle 
X  =  o,  par  exemple,  dans  le  sens  positif  :  Si  deux  points  consécutifs  sont  situés 
dans  un  même  hémisphère,  l'un  est  un  nœud,  l'autre  est  un  col, 

IV.  T/iéorie  des  contacts.  —  L'objet  principal  de  ce  Chapitre  est  l'étude  du 
nombre  de  points  où  un  arc  ou  un  cycle  donne  touche  une  caractéristique, 
c'est-à-dire  du  nombre  des  contacts  de  cet  arc  ou  de  ce  cycle. 

Le  nombre  des  contacts  d'un  cycle  algébrique  est  toujours  pair  à  la  condition  : 

I*  Que  l'on  compte  un  contact  du  A'*"*  ordre  pour  n  contacts; 

a*  Qu'un  point  anguleux  du  cycle  donné  soit  considéré  comme  un  ou  comme 
deux  contacts  selon  que  la  caractéristique  qui  y  passe  y  touche  ou  y  traverse  le 
cycle; 

3"  Qu'un  point  singulier  compte  pour  n-hi  contacts  si  le  cycle  a,  en  ce  point, 
un  contact  du  /i'*"*  ordre  avec  une  caractéristique; 

4*  Qu'un  foyer  qui  est  un  point  anguleux  du  cycle  donné  soit  compté  pour 
un  contact; 

5*  Qu'un  col  ou  un  nœud  qui  est  un  point  anguleux  du  cycle  donné  soit 
compté  pour  un  ou  deux  contacts,  selon  la  position  des  tangentes  au  cycle  en  ce 
|K>int. 

Si,  entre  deux  points  de  la  sphère,  on  peut  mener  un  arc  quelconque  sans 
contact,  on  peut  aussi  mener  entre  ces  deux  points  un  arc  algébrique  sans 
contact. 

Si  AB  est  un  arc  algébrique  sans  contact,  si  AA,  et  BB,  sont  deux  arcs  de 
caractéristiques,  on  peut  mener  de  A,  à  B,  un  arc  sans  contact. 

Si  AB  et  A,  B,  sont  deux  caractéristiques,  si  AA,  et  BB,  sont  deux  arcs  algé- 
briques qui  ne  coupent  AB  et  A,  B,  en  aucun  autre  point  que  A,  B,  A,  ou  B,,  les 
nombres  des  contacts  de  AA,  et  de  BB,  sont  de  même  parité. 

Si  un  arc  de  caractéristique  qui  ne  passe  par  aucun  point  singulier  est  sous- 
tendu  par  un  arc  de  courbe,  le  nombre  des  contacts  de  cet  arc  de  courbe  est 
impair. 

(  L*ex pression  sous-tendu  signifie  que  les  deux  branches  de  courbe  formées  par 
la  caractéristique  prolongée  au  delà  des  deux  points  qui  limitent  les  deux  arcs 
sont  toutes  deux  intérieures  ou  extérieures  au  cycle  formé  par  les  deux  arcs.) 


ANNALI  DI  MATEMATICA  pura  ed  applicata,  diretti  dal  prof.   Francesco 
Briosghi. 

Tome  X;  1880-1881. 

Urioschi,  —  Sur  une  propriété  des  équations   différentielles  li- 
néaires du  second  ordre.  (i-3)l 
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^^11  =  e^****  et  où  C  est  une  constante;  soient 

P,=  i,    P,=o,    P,  =  H(x),    P3  =  e(x), 

Téquation  différentielle  d'ordre  /i  +  i,  à  laquelle  satisfera  F  (a;),  sera 
^[(n-2)F'P.-FP;]-)-«(/.-.)P.P..,  =  o; 

pour  /t  =  2  on  retombe  sur  Téquation  connue  du  troisième  degré. 
Cette  équation  prend  la  forme 

29  5  F*  -4-  3y  5  F"  4-  (y  +  r'  5  +  8<|;  8)  F  -4-  4  (  +  -h  ^z'  S)  F  =  o 
en  supposant  Téquation  en  y  écrite  sous  la  forme 

En  supposant 

9(x)  =4^*  — ^2^ —  ^3,    r(^)  =  ?'-^  §  =ax'-i-  bx-^c, 
hx  —  lx-^m,    «j/(ar)  =  aj7-t- p, 

on  trouve  aisément  que ^  est  une  racine  e  de  9(^)  et  que 

a  =  4(p  +  3),    6  =  4pe,    c  =  4pc»  — g'.Cp-M),    8=i(a:  — c), 

en  faisant  /  =  -  • 
P 
Les  substitutions 

X — e,  =  (e,  — e,)  sn'w,    j?  — e,  =  (e,  —  c,)cn'w,    a:  — «j  =  (tf, — C3)dn*ii, 
en  supposant  A:*  =  -^ i>  donnent,  à  la  place  de  Téquation  en^et  x,  l'équation 


^3-«l 


en  ^  et  li 


d}y         ,  ^  snti  cni^dnu  c(v       aj:-h  3 

€/a'       "^  "^  •        "        X  —  e        du        e,  —  e.  '^         ' 


'3  ^'l 


qui  fournit  trois  types  distincts,  suivant  que  l'on  prend  pour  e  Tune  ou  l'autre 
des  racines  e,,  e^^  e^  de  ^{x)  ;  si,  en  particulier,  on  détermine  les  constantes  a,  p, 
p  de  façon  que  Ton  ait 

«j;  +  4;'  6  =  o, 

Féqualion  du  troisième  ordre  en  V{x)  admettra  une  solution  de  la  forme 
F  (or)  =  const.,  et  les  trois  équations  dont  on  vient  de  parler  seront 

ct'y       cnudnu  dy  ,,,     . 

-~ -y^  —  m'A'  sn'e/v  rr  o, 

du^  sn  M       du 

d^y       snudnu  dy  ,,,      , 

-7^  H -r-  +  m'A'  cn'w y  =  o, 

aa'  ciiw      du  *^ 

rf'y        -,  sn i^ en f«  rfy  ,  ,    , 

-y^  +  A'  — i ~  4-  m'  du'ti  K  -  f». 

aw'  (\nu      du  "^ 
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convient  encore  d'écrire  (6  —  a)y  à  la  place  de  8^  —  ayy  en  sorte  que 
i  cela^  les  équations  symboliques 

e  —  1  :-  A,   1  -h  A  =  e 

iprennent  d*elles-mémes. 

«,  Ap  ....  A,  sont  des  quantités  constantes  par  rapport  k  t  et  si  Ton  dé- 

par  a,,  a,,. . .,  a^,  les  racines  de  Téquation 

\,JS^-r-  A,-3*-*-h...-T- A^_,5  -h  A^—  G, 

irra  écrire 

-  -^  A.e-'^'  -+-. . .+  A^-,e^'  -+-  A.r  =  A,(e  -  «,)  (O  -  a,)... .  (8  -  ajy. 

érentiation  Jinie.  —  En  faisant 

f(»)=  f  (i  — i)...(f  —  w-hi), 

énéralement,  si  on  fait 

F  =  *.  /(-'  -+■  *,  /("+»)  -+-...  -i-  <t.^, 
§tant,  comme  il  a  été  dit  au  début,  des  fonctions  monotropes,  on  aura 

(0  — a)a'F  =  aa'[/i<ï»,/(-«)-i-  (/i  —  i) *,/(•-») -^..  .-h  *„_,]. 
'gration  Jinie,  —  La  solution  la  plus  générale  de  l'équation 


a\/i-T-i  "i         "'/ 


:tant  une  fonction  monotrope  arbitraire, 
solution  la  plus  générale  de  Téquation 

(e-a)V  =  o 

roduisant  la  variable  x,  on  peut  écrire, 

^-:^  (x-x,)*j  ?,[log(x-j:,)]'*-'-f-...-i-?^_,  ;; 
^r-ali  intègre  encore  Téquation 

A.Ô'-r  -î-  A,0"-«^  -i. .  .-h  A„r  =  o, 

^^cfticients  sont  des  constantes. 

^^irçoit  desuilc  la  liaison  de  ces  recherches  cl  des  résultats  cxposéî*  par 


io8 
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M.  Fuchs  dans  son  Mémoire  sur  les  fondements  de  la  théorie  des  équations  dif- 
férentielles linéaires,  concernant  le  mode  d  existence  des  solutions  d'une  tdie 
équation  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier. 

II.  Critérium  pour  reconnaitre  si  plusieurs  /onctions  sont  liées  entre  ellet 
par  une  relation  linéaire  à  coefficients  d'une  nature  particulière,  —  Les 
fonctions 


Xu   y  a 


.>'•» 


de  la  variable  x  auront  entre  elles,  dans  la  couronne  de  centre  Xy  une  relatioo 
linéaire,  homogène,  à  coefficients  monotropes,  si  l'on  a  identiquement 


y* 


0"-*ri  ^"%     ••    ^"-'.v. 


=  o. 


La  réciproque  est  vraie. 

M.  Casorati  l'établit  en  s'appuyant  sur  une  transformation  du  détenniaaot 
précédent  donnée  par  M.  llermite  {Journal  de  LiouvUle,  t.  XIV,  p.  25  ctî6). 

Au  lieu  de  ce  déterminant,  on  peut  évidemment  prendre  celui  où  l'opéralioni 
remplace  Topéralion  6.  Enfîn  on  déduit  de  là,  sans  difGcuIté,  une  proposition 
analogue  pour  reconnaître  si  les  fonctions  y,,^',»  .-m.^'»  sont  liées  entre  cll« 
par  une  relation  linéaire  et  homogène  dont  les  coefficients  reprennent  leur  valeor 
à  la  fin  de  v  tours  de  la  variable. 

HI.  Application  aux  fonctions  définies  par  une  équation  algébrique  à  coef- 
ficients monotropes.  —  Si  l'on  désigne  par  z  une  quelconque  des  racines  i„ 
^2,. . .,  £,  en  un  point  x  de  la  couronne,  on  devra  avoir 

(e--i)5  =  o; 

V  étant  le  nombre  des  éléments  du  système  circulaire  auquel  appartient  la  ra- 
cine -3,  il  en  résulte  que  Ton  a  nécessairement 


z--:{x  —  x,)~^,-\-{x  —  jr,)"i?5  4-...-f-  (X  —  xj~~  ?,-, -r ç,. 

IV.  Application  aux  fonctions  définies  par  une  équation  différentielle  li- 
néaire à  coefficients  monotropes. —  On  trouve  ici  une  équation  aux  différence» 
(fui  correspond  à  V c(\\\^X.\ovi  fondamentale  de  M.  Fuchs. 

Soit 

réquation  proposée. 

A  cette  équation  se  joint,  pour  toute  valeur  particulière  de  la  variable  indé 
pendante,  une  équation  aux  différences  linéaires  d'ordre  w,  à  coefficients  con- 
stants, qui  caractérise  le  mode  d'existence  des  intégrales  de  l'équation  différen- 
lielle   pn)j)r)sée   aux   environs  de  ce   point.   Gela  résulte  de   ce  que  le  déter- 


minant 


y 


l)f)v 


lYHy 


i  0"'j-    i)0«r    ...    i)*"^'".»'  1 
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est  nul  quand  on  y  remplace^  par  Tintcgrale  générale  de  Téquation  différen- 
tielle proposée;  on  en  conclut  l'existence  d'une  relation  à  coefficients  constants 

On  voit  aussi  que,  à  une  telle  équation,  correspond  inversement  une  équation 
différentielle  linéaire  à  coefficients  monotropes  dans  la  couronne. 
L'équation  algébrique 

A,6'"-f-A,e*»-'-h...-f- A^=  o 

est  l'équation  fondamentale  de  M.  Fuchs;  l'intégration  de  Téquation  en  6^  con- 
duit naturellement  l'auteur  aux  résultats  développés  par  M.  Fuchs  dans  le  Mé- 
moire cité;  les  sous-groupes  de  M.  Hamburger,  le  théorème  de  M.  JUrgens  sont 
aussi  dès  conséquences  faciles  de  la  même  étude. 

V.  Application  aux  fonctions  définies  par  une  équation  différentielle  li- 
néaire à  coefficients  polytropes,  —  Supposons  que  les  coefficients  soient  des 
fonctions  rationnelles  de  x  et  de  z^  z  étant  défini  par  une  équation  de  la 
forme  ' 

soit  V  le  nombre  des  éléments  du  système  circulaire  autour  de  x^y  auquel  appar- 
tient la  racine  z  de  cette  équation  que  l'on  considère,  on  sera  conduit,  en  sui- 
vant la  même  voie  que  précédemment,  à  une  équation  fondamentale  aux  diffé- 
rences 

x^^mHy  ^  A,^ô("-»)*-i-. .  .-h  A^_,e  VJ-^  ^my  =  o> 

à  coefficients  constants  :  M.  Casorati  en  conclut  la  forme  de  l'intégrale  générale, 
à  savoir 

y-  {x—x,)^f-\-{x-x,)^f^-\-...^{x  —  x,)  y  /^, 

forme  valable  quand  toutes  les  racines  de  l'équation  fondamentale  algébrique 
sont  distinctes  et  où  les /sont  des  fonctions  qui  reprennent  la  même  valeur 
après  r  tours  de  la  variable. 

VI.  Interprétation  du  calcul  des  différences;  son  utilité  particulière  dans 
les  recherches  sur  les  fonctions  périodiques  d'une  seule  variable  indépen- 
dante.—Les  détails  dans  lesquels  nous  sommes  entrés  permettent  de  bien  apercevoir 
le  point  de  vue  auquel  s'est  placé  M.  Casorati  :  dans  ce  Chapitre,  il  montre  avec 
quelle  facilité  sa  méthode  permet  de  traiter  les  questions  résolues  par  M.  Picard 
et  M.  Mittag-Leffler  dans  les  Comptes  rendus  du  21  juillet  1879,  du  19  février 
1880,  du  16  février  1880;  le  Bulletin  a  rendu  compte  de  ces  recherches;  notons 
encore  cette  proposition  : 

Entre  plusieurs  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce,  pour 
lesquelles  les  multiplicateurs  relatifs  à  la  première  période  sont  distincts 
^ntre  eux,  comme  aussi  les  multiplicateui-s  relatifs  à  la  seconde  période,  il 
ne  peut  exister  aucune  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  doublement 
périodiques, 

VIL  Application  aux  équations  linéaires  à  coefficients  périodiques.  —  La 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  double  périodicité  des  coefficients  de 
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réquation  difTérentielle  est  que  l'intégrale  complète  puisse  s'exprimer  linéairf- 
ment  au  moyen  de  m  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 

Vllï.  JVouvetle  interprétation  utile  dans  les  recherches  sur  la  périodicité  si- 
multanée relativement  à  plusieurs  variables  indépendantes. 

Beltrami  {E.),  —  Sur  quelques  nouveaux  théorèmes  de  M.  C. 
Neumann  sur  les  fonctions  potentielles.  (46-63). 

L'auteur  dit,  avec  quelque  modestie,  que  son  Mémoire  est  consacré  à  la  dé- 
monstration de  quelques-uns  des  théorèmes  énoncés  par  M.  Neumann  {Mathe- 
matische  A  nnalen,  t.  XVI,  p.  4og-43i>  4^2-4^)  et  relatifs  i  la  théorie  du  poten- 
tiel (M.  Beltrami  ne  s'est  occupé  que  de  ceux  de  ces  théorèmes  qui  concerneat 
le  potentiel  newtonien).  Toutefois,  Télégance  des  démonstrations  de  M.  Beltra- 
mi n'est  pas  le  seul  mérite  de  son  travail  ;  les  beaux  théorèmes  de  M.  NeamaoB, 
en  effet,  concernent  des  surfaces  fermées,  tandis  que  M.  Beltrami  établit  des 
propositions  analogues  concernant  des  portions  de  surface  limitées  par  un  con- 
tour. 

Ces  portions  de  surfaces  sont  rapportées  à  des  coordonnées  quelconques  a,  v; 
on  suppose  toutefois  que  le  réseau  des  courbes  u,  v  qui  décompose  la  portion  de 
surface  en  éléments  superficiels  est  analogue  au  réseau  de  parallèles  aux  axes  de 
coordonnées  dans  le  plan  qui  représente  la  surface.  Il  est  utile  d'établir  d'abord 
quelques  propositions  générales,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de  Taotenr 
dans  son  Mémoire  Sulle  variabili  complesse  in  una  superficie  qualunque  {Âs- 
wa/i....,  série  II  :  t.  I,  §  1  ). 

Soient  ^,  t„  ^  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  {u,  v)  de  la  surface;  oo 
indiquera  dans  ce  qui  suit  les  dérivées  prises  par  rapport  à  u  par  un  acceot. 
celles  prises  par  rapport  à  v  par  un  indice. 

En  posant 

Cm    —  f*        -i-T*        -4~  "« 


Il  -.  \  KG  -  F»  >  0. 
l'clômcnt  linéaire  sur  la  surface  sera 

E du^ -^  viFdudv  -,-  G  dv^. 

âït  ti-r  ti^ 

et  le  cosinus  directeur  a  -=   :i^  »  ?  "  ^-~'  »  T  ~  t^  «Je  la  normale  seront  donnera 

on    *^       on  on 


par  les  formule* 


Ha  -T,;,  — T„;', 
H^  —  ï't  —'  t'- 


Si  Ton  suppose  que  la  surface  a  partout  une  courbure  finie,  on  peut  rfgardrr. 
dans  le  voisinage  de  la  surface,  regarder  les  coordonnées^,  r^^  "^  d'un  point  quel- 
conque de  l'espace  comme  des  fonctions  uniformes  de  Uj  Vj  n;  u^v  étant  ie> 
coortlonuèes  du  pieti  de  la  normale  n,  et  l'on  aura 

f/5  —  ;'  du  —  ;,  rfi^  -h  a  dn, 
dr,  —  t/  du  —  T„  dv  -i-  ^  dn, 
tf^  —  ^'  du  -    ',  ^/r  -  "^dn: 
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ces  formules  résolues  par  rapport  à  dUj  dv,  drty  donnent,  après  une  transforma- 
tion facile, 

du=  ^(Mçrf^  +  M,rf7i-4-M;rf!;), 

rf/i  =  a  rf^  4-  P  </t,  -h  Y  ûRJ, 

en  convenant  de  représenter  par  les  symboles  M.,  N.,  où  ç  est  une  fontlion  quel- 
conque de  II,  Vf  les  expressions 


On  déduit  de  là 


G  9'—  Ftp,       ^         Ey,—  Fy' 

puis,  en  représentant  par  A,  (9,  4^)  Vinvariant  bilinéaire  des  deux  fonctions  9 
et  «l'  de  II  et  de  v, 

A.  (  ?,  4- )  =  j|-,  l  G  ?' f  -  F  (?' +,  +  ?,  f)  4- E  ?,  4,,], 
on  trouve 

^  '  <^5   c^$  ^   (hl  (hl  ^  d;    d;         '^^'  ^'  ^  an  On 

Considérons  ensuite  Fintégrale 

étendue  à  tous  les  éléments  de  la  surface  et  où  \l,  9,  ^  sont  des  fonctions  uni- 
formes de  Uj  V  admettant,  les  deux  premières,  des  dérivées  premières,  et  la  troi- 
sième des  dérivées  secondes  ;  on  la  transforme  en  se  servant  des  théorèmes  don- 
nés par  M.  Beltrami  dans  le  Mémoire  cité  et  exprimés  par  les  formules 

//,.,..*,-/(oS.oJ)^, 

où  les  intégrales  du  second  membre  sont  étendues  à  tous  les  éléments  ds  du 
contour  et  où  v  désigne  la  direction  de  Télément  linéaire  de  a  conduit  norma- 
lement vers  l'intérieur  de  la  surface  à  l'élément  ds  du  contour. 
On  arrive  ainsi  à  la  formule 

(2)  rjiA,(9,  4^)^/»=-   AliA,9H-A  (9,  :i)]4/rf7-  l^-lf^ds, 
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où 

A,?=Àf(M,)'+(N,),] 

est  le  paramètre  diffërenliel  du  second  ordre  de  la  fonction  9. 

Ces  résultats  s'appliquent  à  la  théorie  du  potentiel  d'une  masse  répandue  sor 
une  surface.  Soit  en  général 


.=/a+ 


dfs 


un  tel  potentiel,  où  h  est  la  densité  et  4^  une  fonction  de  la  distance  r  de  l'élé- 
ment/?o/e/i^ia/i£  d<j  au  point  potentié  Xf  X,  z  ;  <|;  se  réduira  à  -  pour  le  potentiel 
newtonien. 

En  remarquant  que  —  = ^  et   appliquant  les    formules  (1)   et  (2),  on 

trouvera  aisément 

en  remplaçant  ^  par  -  et  supprimant  l'intégrale  finale  relative  au  contour  delà 

surface,  on  obtient  l'une  des  formules  de  M.  Neumann.  On  peut  remarquer  que 
la  masse  totale  qui  figure  dans  le  potentiel  du  second  membre,  savoir 


J[h^,\-^-\(h,\)]dfj-^Jhf^ds, 


dr. 


est  nulle  d'après  la  formule  (a). 
Le  calcul  de  la  dérivée  d'un  potentiel  de  la  forme 

est  un  peu  plus  compliqué  :  on  met  d'abord  cette  dérivée  sous  la  forme 

puis,  en  utilisant  l'identité 

r  {\dl-i-\dT,-{-Zdt^) 

dans  laquelle  l'inU'firale  du  premier  membre  est  étendue  aux  clcmenls  du  cm- 
lour  de  la  surface  parcourue  dans  le  sens  positif,  on  parvient  à  l'expression 

H^-j    0M)n'''-J  S^'''^' 

,1  U-  ,)i     ,)r.  ,>T,     ,r,  <  r"'  •   f  »V'^.  '    <    J 
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où 
En  se  servant  de  l'identité  (i)  et  en  posant 

on  obtient  finalement 

Pour  le  potentiel  ncwtonien,  le  terme  où  figure  v't'  disparaît;  si  le  contour 
est  nul,  les  trois  derniers  termes  disparaissent  en  outre  et  Ton  retombe  encore 
sur  une  des  formules  de  M.  Neumann. 

Si  maintenant  on  admet  la  continuité  (quand  on  traverse  la  surface)  de  la 
fonction 


v  = 

-/■■ 

hda 
r 

et  la  discontinuité  de  la  fonction 

.  I 

W  = 

f' 

-r-dly 

on 

discontinuité  définie  par  la  formule 

w.- 

-w. 

=  ^r.g. 

les  formules  précédentes  permettent  d'obtenir  les  formules  relatives  au  passage 
de  la  surface  pour  les  dérivées  première  et  seconde  :  pour  les  dérivées  premières 
on  a 

on    "^  dn' 

=  o. 


.-  =  —  4^'*» 


dn         an' 
Pour  les  dérivées  secondes,  on  a 


La  première  a  été  donnée  par  M.  Neumann,  elle  avait  été  déjà  démontrée  avec 
quelques  restrictions  par  M.  Paci  {Journal  de  Battaglini,  t.  XV);  la  seconde 
est  nouvelle. 

Enfin  M.  Beltrami  rattache  ces  dernières  formules  à  une  proposition  plus  gé- 
nérale ;  en  considérant  un  système  triple  de  surfaces  w,  Vj  iv,  dont  les  deux  pre- 
mières sont  orthogonales  à  la  troisième,  la  surface  considérée  appartiendra  à  la 
troisième  famille  pour  la  valeur  o  du  paramètre  w;  le  carré  de  l'élément  linéaire 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a»  série,  t.  VI.  (Mai  1883.)  R.H 
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u 
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Le  fait  que  Z'^  est  nécessairement  entier  conduit  à  un   intéressant  théorème 
d'Arithmétique,  qui,  pour  N  premier,  se  réduit  au  théorème  de  Fermât. 

antor  (G.).  —  Réponse  à  la  même  question  pour  les  transforma- 
tions de  Cremona.  (71-73;  ail.). 

Dans  une  transformation  rationnelle  du  a'**"*  ordre  d'un  plan,  il  y  a  toujours 

i;roupes  de  N  points  pour  lesquels  la  transformation  est  périodique,  en  ce  sens 
que  chaque  point  du  groupe,  après  N  transformations,  est  ramené  à  la  position 
primitive  :/p/2>«..»/v  sont  les  facteurs  premiers  distincts  du  nombre  N. 

Le  fait  que  II.n  est  un  nombre  entier  conduit  à  une  nouvelle  généralisation  du 
théorème  de  Fermât. 

rioschi.  —  Sur  la  génération  d'une  classe  d'équations  différen- 
tielles linéaires  qui  s'intègrent  au  moyen  des  fonctions  ellip- 
tiques. (74"78). 

Développement  d'un  point  particulier  d'un  Mémoire  présenté  par  l'auteur  à 
l'Académie  des  Lincei  (juin  1880). 

^^hristoffeL  —  Preuve  algébrique  du  théorème  concernant  le 
nombre  des  intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépen- 
dantes. (81-100;  ail.). 

Ce  travail  se  rapporte  aux  fondements  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes; 
concerne  spécialement,  d'une  part,  la  détermination  d'un  nombre  des  inté- 
'andes  w'  de  première  espèce,  linéairement  indépendantes,  qui  appartiennent  à 
ï  équation  donnée 

autre  part  rétablissement  d'un  critérium  pour  reconnaître  l'irréductibilité 
ou  le  nombre  des  facteurs  irréductibles  (|ui  entrent  dans  F. 

^/e.  —  Sur  les  équations  différentielles  linéaires  du  second 
e.   (ioi-io3;  fr.). 

•cur  montre  comment,  connaissant  le  produit  V {x)  de  deux  solutions  U, 
-quatiou 

former  l'équaliou  du  second  ordre  ayant  |)Our  intégrale  l'expression 

/  -  CL"  T   C'V^', 

t»  «ioit  l'cxprossion  m;  cette  équation  v">\. 

<  i  c        U  c  -t-  K  c  r-  o, 


:.=  »-! 


f»^—i 


iu:kri 


*     r? 


o-.i?- 


>^rt      «IL* 
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?(/!  — 1) 

suivant  les  cas,  le  degré  4  f  6,  12  de  R  en  2. 

i  faisant   P  ==  -  — ,  Q  =  —  -  p 

dernière  équation  du  troisième  ordre  n'est  autre  que  celle  qui  est  vérifiée 
forme  quadratique  à  coefficients  constants  de  deux  solutions  Vy  et  v^Aq 
n  différentielle 

i  supposant  z  =  v^v^  et  en  faisant 

J  zsjt^^i      J   zyJ}M,z) 
raies  v^y  v^  ont  les  valeurs  (algébriques  en  2) 

V,  =  yj ze^         ,    v>j  =  v^5e    *         , 
rouve,  suivant  les  cas  (1),  (2),  (3), 

.  à  la  détermination  de  z  au  moyen  de  Z,  M.  Brioschi  parvient  aux  re- 
vivants : 

Z=^logo., 


=  -i;[4v/aK-(a3»+a)v/3]. 


(0 

az 


^(5)  =        '       [ev/i  — 8»(n-a-5»)  —  i£»  v/i  — e(i-+-a5»)] 
V  —  ta 

9    <  est  une  racine  cubique  imaginaire  de  l'unité. 

ésultent  les  égalités 

f  pi 

/(i',,  ^,)  =  i'î -t- 2v/3  i'ii'î  -  vî  =- ^, 

A(v„  i^,)  v/3  =  v'î  -  2v/3  v;  v;  - 1;;  =  ^  ^  £. 
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Ol'f 

'J 


bi 


put!) 


ou 


■■-m'-  '-[^Y 


d'où  résullcnt  les  égalité:) 

(  *  )  Z  —  — ^  log(i>, 

3  V'  c 

où 


puis 


w  =     .    ..  (  '1.5*  t/cTi  — ,-bz*—  2.5'c  )  : 


1  -        1 


iVoii  résultent  les  égalités 

—1  5» 

Dans  chacun  des  cas  (i),  (2),  (3),  /t(i',,  %\)  est  la  hessiennc  de  la  forme  bi- 
naire correspon<lanle/(i'p  v,),  qui,  dans  chaque  cas,  est  égale  à  iine  consianl»'. 

Voici  maintenant  l'objet  de  la  seconde  Partie  du  Mémoire  de  M.  Brioschi. 

Si  dans  l'équation  différentielle  linéaire  en  t'  et  /  dont  il  a  été  question  pi»' 
haut,  on  fait  /'    -  1,  on  tombe  sur  l'équation  hypergéométrique 

^ ' *  riv'~ Ti  nj^Jj  in-'-r^^  i(.-i)-^ -  "• 

Ceci  |H>sé.  si  dans  l'équation  hypergéométrique  générale,  écrite  sous  la  fonuc 


/»,.        ,  --  X  -  (2  -X  — v)  ffy 


on  Lut  la  substitution 


ffy        I   (1  — X  — v)^— ji' 

_j : :_  y  —  t), 


r  —  b  X  —  a 

;  — y 

c  -a  X  —  0 

«'Ile  doiendra 

( »)  y-  py  -'/y ■' ••• 

Ic^  «•ocllirient>  /».  7  »iyant  ih"  >aleurs  qu'il  csl  aisé  de  ralcuh  r. 


r 

n 
~  c 

e-fpdr 

—. 

n 
c 

I 

< 

V 

V 

v/«- 

-I 

iV  : 

=  Tfic" 

[fpdx 
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M.  Brioschi  détermine  les  valeurs  des  quanlités  X,  ji,  v,  a,  6,  c  pour  lesquelles 
les  équations  différentielles  (4)  et  (5)  se  transforment  Tune  dans  Tautre,  c'est- 
à-dire  pour  lesquelles  d'une  intégrale  particulière^  de  la  seconde  on  peut  déduire 
rintégrale  particulière  correspondante  ç  de  la  première  au  moyen  de  la  relation 

y  =  il'i', 

w  étant  une  fonction  de  Xf  avec  la  condition  que  I  soit  une  fonction  rationnelle 
de  X. 
11  établit  d'abord  la  relation 

(«) 


en  posant 


où  D  et  C  sont  des  constantes  convenables,  et  déduit  de  là  la  forme  de  la  fonc- 
tion rationnelle  I  de  x 

■''  N(;r) 

Z  est  une  constante,  ^'{x)  est  un  polynôme  du  quatrième  degré  qui  dépend  de 

rt,  bj  c,  X,  jx,  V  et  de  trois  nombres  entiers  positifs  a,  p,  y  non  supérieurs  à  c; 

N(j:)  a  la  forme 

[{x  —  a)  {X  —  b)  (X  —  c)Y 

W{x) 

où 

W{x)  =  {X  —  a)*{x  —  b)^(x  —  c)î  =  Tfi'^ 

Entre  les  polynômes  W{x)  et  N(a:)  doit  exister  une  certaine  relation  qui,  re- 
gardée comme  une  identité,  fournit  précisément  les  conditions  cherchées;  enfin, 
la  fonction  w  a  la  forme 

{x—  a)»i  (x—  b)^i(x  —  c)Ti, 

les  nombres  ai,,  ^,,  y,  dépendant  d'une  façon  simple  des  nombres  a,  ^,  y,  X,  {x,  v. 
Une  discussion  approfondie  des  conditions  conduit  à  la  solution  complète  du 
problème  posé. 

Voici  maintenant  quelques  conséquences  : 

En  désignant  par  /{yx^y^)  ^^  <I"^  devient  la  forme /(v,,  v,)  précédemment 
considérée,  on  voit  que 

/(r^ra)  =  *v"/(i^„t^3),   (/i  =  4,  6,  12). 

Mais/(i^,,  Vj)  ^^^  dans  tous  les  cas  une  constante  G;  on  a  donc 

L'équation  (6)  donne 

d\  D  dx 


cl  pour  chacune  des  valeurs  trouvées  par  Fauteur  pour  les  nombres  a,  3,  f  on 
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a  lc«  rrlatio*»  corre5|MMidaBtes  estrr  I  «t  jr  q«i  rédnsoit  avs  foactioBS  Hlip- 
tiq«»  1»  tnBsccttdaates  da  scroad  MC^bic 

Enfin  de  la  ralenr  de  <r  et  des  reUlioas  tfo«rëc»  catre  j^  ci  ip,  on  dédait  le 
intêçrale»  des  di verses  êqnatioBS  diflëreatielles  Iwéaîres  <hi  second  ordre  df 
forme  (  S  ).  en  supposant  eonnnes  les  întéçmles  pnrtîcalièfTS  c*,,  ^s  dont  oo  a 
donné  précédemment  les  expressions. 

Ces  cqnations  difiEérentielles  sont  celles  qmt  M.  Piioscki  désigne  sons  le  m» 
dLéquatioms  du  iétraèdre,  de  Vociatèdre  ei  de  i*itcmmèdre  à  casse  des  rebtioBS 
tJonTées  par  M.  Schvan.  dans  son  Mfninîrf  sn*  la  sôrîe  hjpcrgéoniétriqne,  catre 
ces  cqnations  et  ces  corps  ré^licrs. 

Schivarz  (H.- A.).  —  Généralisation  d^iin  théorème  fondamcnlal 
de  FAnaKse.  (139-136:  ail.). 

En  admetunt  qne  le  pian  qni  passe  par  trois  points  drmme  oonrbe,  roisiasd'ii 
point  M.  a  poor  limite  le  plan  osc«late«r  en  M  qnind  les  trois  points  tendeit 
indépendamment  vers  le  point  M.  oa  est  roadnit  à  cette  proposition^  qne  le  rap- 
port 

.    :;  /,.    çr,)     :./,/] 

est  compris  entre  dem  limites  qmi  doivent  sr  rappff>ocfcer  iAdêfinimeot  lorsqie 
les  quantités  /^.  i^  /.  tendent  indépeadamment  vers  la  limite  commue  /,:  oa 
suppose,  bien  entendu,  l'existesoe  des  <lciÎTées  «coadu  des  fonctions  s  ^  ^- 

M.  Sckurarv  établit  en  eflet  qne  ce  rapport  est  compris  entre  les  limite»  sa- 
périeurr  f  et  inférieure  t  du  déterminant 


■  « 

.-ku  t  et  V  satisfont  aux  conditions 

•  —     —   *        —      —   4 
V«Mci  sa  «iemonstr^tion  :  partant  de  rinêcalite 


multipliant  par  dV  et  intefrant  entre  les  limites  f  et  r^  on  trouTe 

\      t  z,     t         \.     t  If 

mul::f4iiB:  fsar  d:  t\  inie^ant  entre  les  limites  r   et  f .  il  rient 

t  —  t     \   f—  r* 
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multipliant  de  nouveau  par  dt'  et  intégrant  entre  les  limites  t^  et  t'y  où  f,<  tf^ 
on  obtient 


~g 


faisant  enfin  f=t^,  t'  ■=.  i^y  on  parvient  aux  deux  inégalités  à  démontrer. 

Plus  généralement,  soient /,(<), /2(^),. .., /,(^),  m  fonctions  réelles  delà 
variable  réelle  t  qui,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier,  du  deuxième, . . .,  du 
/t  —  liA-M  ordre  sont  finies,  continues,  uniformes  pour  toute»  les  valeurs  de  (  que 
Ton  considère  ; 

Soient  ^„^2>  ««m  ^m»  ^  valeurs  distinctes  de  la  variable  t  comprises  dans  l'in- 
tervalle  a,.,b,  le  quotient 


/.('.)    /.(',) 

•.•    /.(^) 

i     t,    t\      . 

..  tr' 

/■(',)    /.«,) 

•••     /-(^a) 

• 
• 

i     t^    t\     . 

..  /?-* 

/.('.)    /,(',) 

•••    AM 

1     ^    t)t     . 

//»-! 
*« 

n'est  pas  plus  grand  que 

8 

i!2!3î...(/i      i)! 

ni  plus  peti 

t  que 

A 

i!2!3!...(/i  — i)!' 
où  g  est  la  limite  supérieure,  A'  la  limite  inférieure  des  valeurs  du  déterminant 


/An 
/An 


iious  les  conditions 


/An 
Ain 


a<t'<b,    fif^b,    f^r'àby     ...,    ti'-n^tW^b. 

K^ermite.  —  Sur  une  représentation  analytique  des  fonctions  au 
moyen  des  transcendantes  elliptiques.  (i35). 

Cette  Communication  et  la  suivante  se  rapportent  à  un  mode  de  représeota- 

l.ion  des  fonctions  donné  par  M.  Hermite,  dans  son  cours  à  la  Sorbonne,  vers 

1874*  M*  Mittag-Leffler  suivait  alors  les  leçons  de  l'illustre  géomètre;  dans  une- 

conversation  qu'il  eut  il  y  a  environ  deux   ans  avec  M.  Dini,    qui   commençait 

^lors  la  publication  de  son  beau  livre  Série  di  Fourier,  etc.,  il  communiqua  à 

c;e  dernier  les  résultats  donnés  par  M.  Hermite. 

Celui-ci  n'avait  d'ailleurs  établi  que  les  formules  relatives  au  susdit  mode  de 
cJéveloppcment  et  n'avait  point  traité  des  conditions  sous  le  bénéfice  desquelles 
il  était  réalisable.  M.  Dini,  qui  était  en  possession  d'une  méthode  très  générale 
^our   traiter  les  questions  de  cette  nature,  réussit   pleinement,  comme  on  le 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Juin  1882.)  H. 9 


1* 


*--^^  '  ^- 


-- '•t:*- 


%    - 


1. 
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on  ne  pouvant  s'annuler  pour  aucune  valeur  de  co,  il  est  prouvé  que 
ines  imaginaires  sont  de  la  forme  a  =  ico. 
la  relation 

Hi  (ci),Ar')  icu»    _ 

H,(u>,  A^')  "*"  TÏCK^"**' 

te  immédiatement  Texistence  d'une  infinité  de  racines  co,  comprises 
)  deux  racines  réelles  consécutives  de  l'équation 

H,(a>,A')  =  o. 

ï  ces  limites^  il  n'y  a  qu'une  racine.  Si  l'on  pose,  en  effet, 

to  =  Q/?K'-»-V, 

H,(v,  A-')         aKK'  "*"   K    ~ 

par  rapport  à  v  du  premier  membre  est  essentiellement  négative, 
^e  est,  en  effet, 

_  il  __  A-'sn»(v,A^) 
*     '       K'  cn='(v,Ar')    ' 

ssion,  en  tenant  compte  de  la  relation 

£  _  J   _       T, 
K'        K  ~  aKK' 

K'  cn^v,  A') 

léthode,  appliquée  à  l'équation 

W{x)  =  0, 

ésultats  énoncés  antérieurement;  elle  prouve  aussi  que,  si  Ton  con- 
ssion  générale 

^^^^^m^ot  ^{x  -^  miVi!)  -4-p„cot  ^(;r-miK')j, 

ents  a„,  et  ^„  sont  supposés  réels  et  positifs,  l'équation 

n(j:)  =  o, 
:s  racines  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes 

X  =  l  W,     57  =  K  -h  iiù, 

es  posés,  les  termes  des  développements  considérés  par  M.  Hermite 
onnels  aux  quantités 

}\{x-\'a)       ^{x-^b^ 
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où  a.  b  sont  les  racines  des  équations 

e'(a)=o,     H'(6)  =  o; 

|M»ur  le  calcul  commode  des  coefficients,  il  est  amené  à  écrire  ces  dévcloppcmeBls 
sous  la  forme 

-^      kk'ïi{x-ha) 


K(a;)=2 


e(a)«^(«) 

G(a;)_2,«   H(Ô)H'(Ô)' 

où,    en  supposant  les  développements  possibles,  les  coefficients  A,  B  sont  doo- 
nés  par  les  formules 

M.  Hermite  traite  ensuite  un  cas  où  l'on  peut  obtenir  ces  intégrales,  à  savoir 
celui  où  les  fonctions  uniformes  V{x)j  0{x)  satisfont  aux  conditions 

F(a7-+-2K)=— F(j:),     F(a:4-2iK')  =  ji  F(x), 
G(x-f-2K)=H-G(x),    G(a:H-2fK')  =  iiG(x), 

et  n'admettent  qu'un  nombre  fini  de  pùles  dans  le  rectangle  des  périodes  2K  et 
aïK';  }i  est  un  facteur  constant. 

I^s  produits  qui  figurent  sous  les  signes  d'intégration  sont  alors  desfooctioDS 
doublement  périodiques  de  seconde  espèce  pour  lesquelles  le  multipliratear  re- 
latif à  la  période  1  K  est  l'unité;  pour  de  telles  fonctions  l'élément  simple  sf  rr- 

duit  à  l'expression  — —^ ;  d'après  cela,  on  trouve  pour  Tune  ou  l'autre  ♦(/) 

(les  ({uautités  soumises  à  l'intégration,  l'expression 

c|»(j)-2:[R/(x-a)4-H./(x-a)-+-...-+-H,yi')(x-a)], 
où 

Ci  où  les  coeflirionls  H  du  premier  terme  sont  les  résidus  de  4» (or)  qui  corr?*- 
pnndent  à  tous  les  pôles  de  cette  fonction,  x  —  a  -i-  iK'j  situés  à  rintcricurdu 
rectangle  des  pério<los. 
On  (ItMhiit  de  h^i 


i/f 


*  0  sin 


aK 


l-'uTm  In  ronstanto  w  se  déduit  du  multiplicateur  \l  de  la  façon  suivante  :  ^i  1'^" 
fait 


'Jii 


il-  e 


K  \ 

on  aura  <lan>  \c  premier  ras  w  --  H  -     a,  dans  \v  scrond  w  —  ^     -  b. 
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Ces  résultats  s'appliquent  au  cas  particulier  suivant  : 


F{x)  = 


0(07-4- A) 


et 


On  trouve  alors,  en  posant,  pour  abréger, 

y{Xya)-.  e(j:)e(a)e''(a)* 
'^ ^ "^^  ^ ^  ~  e(x)H(ô)H''(ô)  ' 

H(3r-4-^  +  A)_  ve(a)e(^-4-A)-e(^)e(a  +  A)..,^ 

H'(o)H(/Osin  —  (Ç  — a) 
e(^-4-5  +  A).  ^y  H(S)H(6-f-A)-H(6)H(S  +  ^)  ^ 

6(07-4-/*)  ^  „,,      v„,,v       .  1t,c  AX  ' 

H  (o)H(/0  sin  ^(^  — *) 

On  tire  de  là  d'autres  formules  en  diffcrentiant  par  rapport  à  A;  la  seconde, 

diffcrentiée  par  rapport  à  Ç,  donne,  quand  on  y  fait  Ç  =  o,  le  développement  de 

%' ( X  -h  h) 
l'élément  simple  — r-r  des  fonctions  doublement  périodiques  de  première 

espèce, 

Enfîn  M.  Ilermite  termine  par  l'indication  suivante  : 
a  C'est  un  résultat  dû  à  M.  Gyldén,  que  l'équation 

(Py       A:'sno?cna?  dy        ,,   , 

TT^i Â :/■-+■  l^  dn«07.>'  =  G 

dx^  dno7        dx  ^ 

a  pour  solution 

^  =  G  sin  |i  amo7  •+■  C  cos  \l  amx. 

»  La  fonction,  réelle  et  uniforme  pour  toute  valeur  réelle  de  la  variable  u  =  aimxp 
croit  constamment  avec  o?  de  —  oo  à  H-oo ,  en  prenant  les  valeurs  m  =  o,  i;,  21:, 
pour  07=0,  2K,  4K;  d'après  cela,  les  formules 


/  cos/>amo:  cos^amo?  Aamo7rfj7  =  o, 
* '0 

/  cos*/?  amo:  Aamo7  t/o7  =  -» 
«^0  ^ 


où  />,  q  sont  des  entiers  inégaux,  paraissent  roniluire  au  mode  de  développement 
suivant,  généralisation  de  la  série  de  Kouricr  : 

F  {x)  —  S(ApCos/>  amo7  -+■  B^  sin/?  amo7).  » 

Hni  {U,).  —  Sur  les  développements  des  fonctions  d'une  variable 
réelle  en  séries  de  fonctions  de  Jacobi.  (i45-i53). 
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Voici  main  tenant,  concernant  ces  développements  de  M.  Hermite,  la  proposi- 
tion à  laquelle  M.  Dini  est  parvenu  : 
Les  formules 

oii  les  a  sont  la  racine  K  et  les  racines  purement  imaginaires  de  l'équatioD 
H'(îr)  =  o,  et  où  les  b  sont  les  racines  o  et  K  et  les  racines  purement  imagi- 
naires de  Téquation 

e'(a?)  =0, 

sont  applicables  à  une  fonction  quelconque /(j;),  pourvu  que,  pour  les  valears 
de  X  comprises  entre  o  et  a  K,  l'une  au  moins  des  conditions  suivantes  soit 
remplie  : 

I*  Faire  seulement  un  nombre  fini  d'oscillations; 

3"  Admettre  une  dérivée  qui,  dans  cet  intervalle,  reste  susceptible  d'iDtégn- 
tion,  lors  même  qu'on  la  réduit  à  sa  valeur  absolue. 

3"  En  décomposant  cet  intervalle  en  intervalles  sufQsamment  petits,  la  somme 
des  oscillations  dans  ces  intervalles  est  inférieure  à  un  nombre  aussi  petit  ({a'oa 
le  veut.  Aux  points  non  extrêmes  de  l'intervalle  (o,  a  K),  pour  lesquels/(r)e$t 
continue  ou  a  seulement  une  discontinuité  ordinaire,  ces  développements  unt 
pour  somme /(j;)  ou  la  valeur  moyenne 

f{x-^o)+/(x  —  o)^ 


aux  points  extrêmes,  le  premier  développement  a  pour  somme 

/(-^o)-4-/(^K-o) 

2 

Cl  le  second  a  pour  somme,  au  point  o,  la  valeur  "* 

/(-4-o)-/(2K-o) 
a 

et,  au  point  aK,  la  valeur 

/(aK-o)--/(-t-o) 

■  I    ■  ■■^—i ^^— ^»— ^  ■— ■■  ^,    ■    • 

a 

Pour  la  démonstration,  nous  devons  renvoyer  le  lecteur  au  livre  déjà  cité  ik 
M.  Dini. 

Casorati[F.),  —  Sur  un  récent  écrit  de  M.  Stîckelberger.  (i54- 
i57). 

B/ioscfu  (F.).  —  Michel  Ghasles.  (i58-i6o). 
Brioschi.  —  Les  relations  de  Gopel  pour  les  fonctions  hyperel- 
liptiques  d'ordre  quelconque.  (161-172). 

Dans  son   célèbre   Mémoire  Théories  iranscendentium  Abelianarum  primi 
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ordinis  adumbratio  levis  {Journal  de  C relie,  t.  35,  p.  277),  Gôpcl  a  démontré 
qu'il  existait  entre  quatre  fonctions  6  à  deux  variables,  convenablement  choisies, 
une  relation  homogène  du  quatrième  degré  formée  avec  les  quatrièmes  puissances 
de  ces  fonctions,  les  produits  deux  à  deux  de  leurs  carrés  et  le  produit  des  fonc- 
tions elles-mêmes;  les  recherches  de  MM.  Cayley  et  Borchardt  ont  montré  l'im- 
portance de  cette  relation  dans  la  théorie  de  la  surface  de  Kummer. 

M.  Brioschi  établit  des  relations  analogues  entre  a  n  fonctions  6  à  /}  arguments, 
convenablement  choisies. 

En  posant 

R(j:)  =  A(a7  — a,)     {x  —  a^)     ...(a:  — Oj.^.,), 

ç(a?)=      {x  —  Xy)      (x  —  x^)      ,..{X  —  X^)y 

P(j?)  =     ^x  —  a^)     (a:  — a,)     ...(a?  — a,), 
Q{x)  =  Aix  —  a^^)(x  —  a„^^). .  .{x-^a^i), 

en  indiquant  par  l^  une  quantité  égale  à  P(a^)  si  m  est  supérieur  à  /i  et  à 
—  Q{a^)  si  m  est  égal  ou  inférieur  à  n,  on  sait,  d'après  les  travaux  de  M.  Weier- 
strass  [Zur  Théorie  der  AbeVschen  Functionen  (Journal  de  Crelle,  t.  47,  p.  Sa)], 
que  les  an  h-i  fonctions  à  indice  unique 


•-\/^ 


) 


et  les  /i  (  a  /i  -4- 1  )  fonctions  à  deux  indices 

/  =  « 


Pr..-P.^-PrPs^  ^a;,-a,){x,-a,)^'{x,) 


sont  égales  aux  rapports  de  deux  fonctions  S  k  n  variables  ;  dans  tous  ces  rapports 
le  dénominateur  est  le  même. 

Soient  r,,  r,,...,  r„,  n  quelconques  des  nombres  i,  a,  3,  ...,  a/i-f-i,  tous  dif- 
férents les  uns  des  autres;  on  aura  entre  les  fonctions  p  les  relations 


r  =  rt, 


^.,1-     R^(«J  y      {r^ 

^^      LS(aJ        JLà    S' (a,)' 


K     .î    _  R'(««.)  .V  ^rPl 


^''"^      /,.(«^-av)S(aJ        ^    (a,- a,) S' (a,; 


S  (a,)  -^,^^        ,.     _        ^^^^ 


r^rn 

IrPny^Pr,^ 
) 


dont  les  deux  premières  sont  dues  à  M.  Weierstrass  {loc.  cit*),  et  la  dernière  à 
M.  Brioschi  {Annalî,  t.  I,  p.  ag). 

C'est  de  ces  relations  que  ce  dernier  déduit  les  formules  analogues  à  celles 
de  GOpcl,  mais  d'un  caractère  plus  général  ;  le  type  de  ces  formules  est  le  sui- 
vant : 


ii8  SECONDE  PARTIE. 

uii 


/.S(a,)   Zi    (a,-o,)S'(a,)       /.S(aJ  ^    (o  -a,)S'(a,) 

r  —  rt  r=r. 


^  (a,-a,)S'(a,)^''»*   ^   (a^-a,)S'(a,) 


r~rt  r  =  rt 


Ces  relations  sont  évidemment  homogènes  et  du  quatrième  degré;  elles  roo- 
tiennent  les  quatrièmes  puissances  des  in  fonctions  p  ,  p^^^,  les  produits  deux  à 
deux  des  carrés  de  ces  fonctions  et  les  produits  quatre  à  quatre  de  la  forme 

Pr\,y,  Prt,v  Pi%^  Prt;^' 

M.  Brioschiy  qui  applique  ces  formules  au  cas  considéré  par  Gôpel,  retombe 
naturellement  sur  la  relation  découverte  par  ce  dernier  et  la  transforme  de  ma- 
nière à  la  faire  coïncider  avec  l'équation  de  la  surface  de  Kummer  rapportée  à 
quatre  de  ses  plans  tangents  singuliers;  il  donne  ensuite  les  coordonnées d'oo 
|>oint  quelconque  au  moyen  des  quatre  fonctions  hyperelliptiques  du  second 
ordre  z?,,,  />„,  p^y  p^^.  Knfin  l'auteur  montre  comment  des  mêmes  équations 

on  peut  déduire —  relations  entre  (/i-f-i)'  fonctions/?  qui,  par 

leurs  formes,  sont  susceptibles  d'applications  variées;  /i -l- 1  de  ces  équations 
sont  (lu  type 

2^    «r  -+-  »v   ■■'--■  h         ^    l/V  -4-  a^  -  I, 
r       r,  r  .    r, 

,//(//       T       l)  , 

les autres  sont  du  Ivpe 

r      rn 

2^    a,.  :tr-^  t    a^  x^.^    -  o, 
r      t  t 


r       rn 


'r^  ^ri.  '  "   ^>  A.  ^vV  ^  ' 


/•  -..  r, 
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on  suppose  dans  ces  formules 


_.  /  (îxv)/./.s(<i^r 


le  symbole  (rv)  est  mis  à  la  place  de  a^—  a^\  enfin  les  quantités  jx,  v  sont  des 
nombres  de  la  suite  i,  3,  3^ . . .,  a/i-h  i   différents  entre  eux  et  distincts  de  r,, 

Betti  {£.).  —  Sur  les  mouvements  qui  conservent  à  une  masse 
fluide  hétérogène  la  figure  ellipsoïdale.  (173-187). 

Cette  question  a  été  l'objet  des  recherches  de  Lejeune-Dirichlet  {Journal  de 
Crelle,  t.  58^  p.  181),  puis  de  Dedekind^  Brioschi,  Riemann,  Padova.  On  suppose 
que  les  seules  forces  qui  agissent  sont  les  attractions  réciproques  des  diverses 
particules  suivant  la  loi  de  Newton;  les  auteurs  cités  ont  regardé  la  densité 
comme  constante;  M.  Betti  regarde  Tellipsoïde  comme  stratifié  suivant  des 
couches  homothétiques,  la  densité  pouvant  d'ailleurs  varier  d'une  couche  à  l'autre. 
On  n'augmente  point  ainsi  la  difficulté  des  intégrations;  les  équations  restent  les 
mêmes,  si  ce  n'est  qu'un  terme  se  trouve  multiplié  par  un  coefficient  numérique 
dont  la  valeur  dépend  de  la  variation  de  la  densité  de  couche  en  couche  et  qui 
est  égal  à  l'unité  quand  on  suppose  la  densité  constante. 

Dirichlet  a  montré  que  dans  les  mouvements  qui  conservent  à  la  m  sse  fluide 
la  forme  ellipsoïdale,  les  coordonnées  d'un  élément  du  fluide  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  linéaires  homogènes  des  coordonnées  initiales  et  que,  ainsi,  la 
détermination  des  coefficients  et  par  conséquent  des  coordonnées  de  l'élément 
fluide  dépend  de  huit  équations  différentielles  ordinaires  du  second  ordre,  dé- 
duites des  équations  de  l'Hydro'dynamique  sous  la  forme  due  à  Lagrange.  Il  a 
trouvé  sept  intégrales  premières;  il  reste  donc  à  en  trouver  neuf  autres. 

Riemann  a  décomposé  le  mouvement  en  deux  :  d'une  part  la  rotation  des  axes 
de  l'ellipsoïde  autour  du  centre,  de  l'autre  la  déformation  de  la  masse;  il  reste, 
après  lui,  à  intégrer  un  système  de  sept  équations  différentielles  du  premier 
ordre. 

M.  Betti  forme  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  dont  l'in- 
tégrale complète,  si  elle  était  connue,  fournirait,  par  de  simples  différcntiations, 
toutes  les  intégrales  des  équations  différentielles  du  mouvement.  Pour  déduire 
cette  équation  de  celle  qui  exprime  le  principe  de  Hamilton,  il  faut  ajouter  à 
rénergie  cinétique  augmentée  du  potentiel  du  système  la  dérivée  prise  par  rap- 
port au  temps  d'une  fonction  des  variables  qui  doit  rester  constante  en  vertu  de 
rinvariabilité  de  la  masse,  multipliée  par  un  coefficient  indéterminé.  M.  Betti 
trouve  que  la  dérivée  prise  par  rapport  au  temps  de  ce  coefficient  est  égale  à  la 
différence  entre  la  valeur  de  la  pression  à  la  surface  et  la  valeur  moyenne  de  la 
pression  dans  toute  la  masse,  multipliée  par  un  coefficient  numérique  dont  la  va- 
leur dépend  de  la  loi  de  variation  de  la  densité. 

II  trouve  ainsi  la  valeur  de  la  dérivée  du  coefficient  indéterminé  exprimée  au 
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moyen  des  quantités  qui  déterminent  le  mouvement  et  la  figure,  et  obtient  en 
conséquence  la  valeur  moyenne  de  la  pression  exprimée  au  moyen  de  la  pression 
à  la  surface  et  ces  mêmes  quantités. 

M.  Betli  a  encore  déduit  des  équations  canoniques  une  équation  analogue  à 
celle  que  Jacobi  a  trouvée  pour  un  système  de  points  soumis  à  des  forces  ayant 
un  potentiel  homogène  par  rapport  aux  coordonnées  et  dont  on  peut  dédoire 
des  conséquences  analogues  relativement  à  la  stabilité  du  mouvement. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  contient  neuf  variables  in- 
dépendantes; M.  Betti  a  conservé  les  variables  de  Riemann.  On  trouve  sans  dif- 
ficulté cinq  intégrales  jacobiennes.  Pour  obtenir  la  solution  générale,  il  reste 
seulement  à  trouver  une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  à  quatre  variables  indépendantes. 

Beltrami  {E.).   —  Sur   les   équatîoDS  géflérales  de  rélaslicité. 
(i88-aii). 

Des  équations  générales  de  l'élasticité  établies  en  coordonnées  cartésiennes 
rectangulaires,  Lamé  a  déduit,  comme  Ton  sait,  les  équations  qui  conviennent  an 
même  problème  quand  on  suppose  les  coordonnées  orthogonales,  mais  d'ailleors 
quelconques  (Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes),  M.  Neumann  [Zur  Théo- 
rie der  Elasticitàt  (Journal  de  Crelle,  t.  57)],  et  M.  Borchardt  sont  parrcnns 
au  même  résultat  par  des  analyses  plus  simples;  le  Mémoire  de  M.  Borchardt  a 
été  reproduit  dans  le  Bulletin^  i»*  série,  t.  VIIL 

M.  Beltrami  établit  les  mêmes  équations  directement  en  prenant  l'élément  li- 
néaire sous  la  forme 

ds^=q\dq\-¥(iXdq\-¥(i\dq\. 

La  marche  qu'il  suit  met  en  évidence  ce  fait  bien  intéressant  que  les  équa- 
tions auxquelles  il  parvient,  et  qui  coïncident  d'ailleurs  avec  celles  de  Lamé,  sont 
indépendantes  de  toute  hypothèse  sur  les  fonctions  Q,,  Q,,  Q,  et  que,  ainsi,  elles 
ont  plus  de  généralité  que  les  équations  cartésiennes,  d'où  Lamé  les  a  tirées, 
puis(iu'cllcs  ne  supposent  pas  le  postulatum  d'Euclidc.  De  ces  équations,  M.  Bel- 
triîiiii  déduit  ensuite  les  équations  indéfinies  des  milieux  élastiques  isotropes: or 
celles-ci  ne  coïncident  plus  avec  les  équations  de  Lamé  que  sous  le  bénéfice  de 
certaines  conditions,  et  ces  conditions  expriment  précisément  que  l'expression 

d*»  =  q;  dq\  +  q;  -h  dq\  +  q:  dq\ 

est  une  transformée  de  l'expression 

ds^=dx^-i-dy*-hdz\ 

Ainsi  les  équations  ordinaires  de  l'isotropie  sont  subordonnées  à  la  vérité  do 
postulatum  d'Euclide,  mais  non  les  équations  obtenues  par  M.  Beltrami. 

Celte  remarque  donne  la  raison  du  succès  des  artifices  employés  par  M.  Nen- 
inann  et  par  Borchardt,  ainsi  que  le  montre  la  lumineuse  analyse  que  fait  l'au- 
teur dos  méthodes  suivies  par  ces  savants. 

Les  équations  de  l'isotropie  obtenues  par  M.  Beltrami  conviennent  à  louie<- 
paoe  de  courbure  constante;  l'étude  de  ces  équations  le  conduit  à  d'inléressanH 
ra|>procheinenlsavcc  les  conceptions  dues  à  Faraday,  à  MM.  Maxwell  et  llclniholu 
{Treatise on  Klectricitr  and  Afagnetism,  t.  f,  p.  63  et  laS;  Afonatsberichte à( 
rVradémie  de  Berlin,  1881)  sur  la  constitution  des  milieux  diêlectriqnef. 
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Scherrer  (/^. -/?.).   —  Sur  les  formes  biquadratiques  ternaires. 
(212-223;  ail.). 

I.  Théorie  des  polaires  des  courbes  algébriques  planes. 
Si  Ton  identifie  une  forme  ternaire  K"  du  /i'*™  degré,  où  les  variables  sont  dé- 
signées par  a,  p,  8,  savoir 

2  ^TTTnV-*'^'*''  (?  +  '•  +  *  =  «). 

q,r,s 
avec  l'expression 


2 


I 


OÙ  jTj,  yi  sont  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  masse  m^  et  où  la 

sommation  est  relative  aux  diverses  valeurs  de  i,  i,  2,  3,...  ^ --^ -9 

on  parvient  aisément  à  une  suite  de  propositions  analogues  à  celles  qu*a  dévelop- 
pées M.  Reye  dans  son  Mémoire  intitulé  ^'rcvei/erii/i^  der  Polarentheorie  alge- 
braischer  Flâchen  {Journal  de  Borchardt,  t.  78). 

Si  O  désigne  une  courbe  du  A'*"**  degré  et  C^*  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  de  cette  courbe,  l'auteur  appelle  polaire  de  la  courbe  O  par  rapport  à  la 
courbe  K"  (courbe  dont  l'équation  tangentielle  est  K"=o),  une  courbe  de  la 
classe  n—  h  dont  l'équation  tangentielle  est 


2  '^i^'^in  <*^i-^  P-^i-  ^^''^  =  *'• 


II.  Beprésentation  d* une  forme  biguadraiigue  ternaire  comme  somme  de 
six  bicarrés. 

Cette  représentation  est  possible  d'une  triple  infinité  de  façons.  L'auteur  montre 
que  la  condition  pour  qu'une  telle  forme  soit  la  somme  des  quatrièmes  puissances 
de  cinq  fonctions  linéaires  est  qu'un  certain  déterminant  A  soit  nul  ;  si  les  mi- 
neurs de  ce  déterminant  sont  nuls,  la  forme  est  la  somme  des  quatrièmes  puis- 
sances de  quatre  fonctions  linéaires. 

III.  Le  système  des  coniques  associées  aux  points  du  plan  par  rapport  à  K*. 
Si  la  polaire  d'une  conique  C  par  rapport  à  la  courbe  de  quatrième  classe 

K^  =  o  se  décompose  en  un  point  double  x'f  y,  on  dit  que  le  point  et  la  conique 
C  sont  associés.  Si  la  conique  associée  à  un  premier  point  passe  par  un  second 
point,  la  conique  associée  à  ce  second  point  passe  par  le  premier  point.  Tel  est 
le  système  dont  l'auteur  développe  les  propriétés. 

Casorati  {F.).  —  Généralisation  de  quelques  théorèmes  sur  les 
équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  dus  à 
MM.  Hermile,  Brioschi  et  Miltag-Leffler.  (224-232). 

Soient  u,  v,  ,,,  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équation  différen- 
tielle linéaire 
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Si  Ton  se  donne  Icâ  dérivées  logarithmiques 

—  »    —  »     •  •  •  » 

f»n  |)ourra,  au  moyen  de  ces  quantités,  expriaier  les  coefficieats /?,  7, — 
Si  l*on  fait  maintenant 

G,— 1 . 

u  V 

on  voit  aisément  que  toutes  les  quantités  G,  pourront  seiprinier  au  moyeo 
de  m  —  I  d'entre  elles;  de  plus,  on  aperçoit  de  suite  rexistence  de  rebtioiiâ  telles 
que  les  suivantes  : 


G 


;  =  E-  -"S 

1  G.  =      T    = r-      y    » 


Supposons  maintenant  que  Fcquation  différentielle  linéaire  soit  du  second 
ordrt%  on  aura 

Gj  =  -/>G,-27, 

î^  +  î'  =  G.,   ?^l^  =  l(c;-c;-Go. 

Si  tKinr  on  se  donne  une  expression  quelconque 


on  pourra  IVxprimor  au  moyen  de  x.  />,  q,  G,,  G',  et  le  résultat  sera  rationnel 
par  rapport  à  ces  quantités  si /désigne  une  opération    rationnelle,   symétrique 

par  rapport  à  —  cl  —  •  En  particulier,  on  pourra  former  une  équation  différen- 


u         V 
lit'Ho  linéaire  du  second  ordre 

Ifllc  que  les  dérivées  logarithmiques  des  solutions  U,  V  soient  des  fonctions  don- 

u'    if 
niM's  lie  X  et  des  rapports  —  »  —  »  savoir  : 

—  -*j:,  — ,-»     — -H(x.  -T-). 

U  \       u      V  j       \  \       w     V»  ' 

|)«Mix  ras  ont  été  considérés  par  M.  Hcrmite;  dans  le  premier  {Comptes  renduSj 
M'anc»'  du  à\)  décembre  1879),  on  a 

U'        u'  V  _  i' 
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dans  le  second  {Annali,  t.  X),  on  a 

U'  u'       V  i^' 

■—.=0)—,     --.=  0)-; 

le  cas  considéré  par  M.  Brioschi  {Annali,  l.  X)  s'obtient  en  posant 

-=:-+a(x),     ^  =  -4-p(x); 

enfin  le  cas  considéré  par  M.  Mittag-Leffler  {Comptes  renduSy  séance  du  i3  dé- 
cembre 1880)  s'obtient  en  posant 


U'         /      u'\      V         /      (/\ 


La  même  méthode  permet  de  résoudre  le  problème  analogue  pour  les  équations 
linéaires  du  troisième  ordre;  elle  ne  réussit  plus  pour  les  équations  du  quatrième 
ordre. 

Brioschi  [F.).  —  Sur  un  système  d'équations  différentielles.  (233- 
240). 

En  posant 

/(m)  =  (m  — w,)(a  — i/,)(M— «3). 

les  équations  considérées  par  l'auteur  (voir  la  Communication  de  M.  Halphen, 
insérée  dans  les  Comptes  rendus,  séance  du  i3  juin  1881  )  sont 

ÎM;  =  M;-t-a,/'(M,)4-9(ar), 
w'.  =  !/• -+-«,/' (1/3  )-+->(a:), 
w',  =  ";h-«./'(Wj)-+-?(^)» 

où  a,,  «3,  «3  sont  des  constantes,  et  où  ^{x)  est  une  fonction  qui  sera  particula- 
risée plus  tard  ;  en  introduisant  la  fonction  /  de  Xj  définie  par  l'égalité 


M3—  Wj  i—t 

et  en  posant 

a,4-i=p/ï,    aj-»-i=p/,    «,4-1=  pm, 

-  =  -(/-H  m  4-/1  —  1), 

p  Q 

l'auteur  parvient  aux  expressions  suivantes  de  le,,  u,,  {^3  : 

_  1  rflop  t'        1  —  /    é/  log  /      l  -\-  m  rflog(i  —  /) 
'  ~~  a      dx  2  dx  2  dx 

^  i  d  log  t'      m-^  n  d  log  t       1  —  n  d  iog  (  i  —  /  ) 
^~  2      dx  2  dx  2  dx 

_  1  dlogt'        \  —  l    dlo^t       I  —  n  d\Q^{ï—t) 
^"2      dx  2         dx  2  dx 

qui,  substituées  dans  l'une  quelconque  des  équations  (1),  montrent  que  la  fonc- 
tion t{x)  doit  satisfaire  à  Téquation  difTércntiellc 
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où  le  symbole  [I],  est  mis  à  la  place  de 


cPlogf  _  i/rflog<y 


et  où 

Lsi  — m*,    M  =  /*-hm"— »•— I,    N=5i  — I». 

Si  maintenant  on  suppose 

,    .      Aj:'-4-Ba?-*-C 

où 

A  =  i-|JL»,    B  =  X»-+-|jl"— V»— 1,    C  =  i  — X% 

on  anra,  pour  déterminer  t{x)^  Téquation  différentielle  hypergéométriqne 

Ff  1       L<»4-M<4-N  ^  _  Aay»-4-Ba?4-C  _ 

^  ■*'■*"     2l»(i-0*  2ar«(i  — ar)»    ""®' 

On  satisfait  à  cette  équation  en  posant 

/  =  Xy        m  =   |Jl,        /»  =  Vy        t  =  x, 

en  sorte  que,  en  attribuant  à  9(â?)  la  valeur  précédente,  on  satisfera  aux  équa- 
tions (i)  en  prenant 

_(i-Hi)a?-(i-X) 

*  aj?(i  — j?) 

•  2â?(i  — â?) 

En  second  lien  [voir  la  Note  de  M.  Brioschi  sur  la  Théorie  des  /ormet  dans 
l'intégration  des  équations  différentielles  du  second  ordre  (Math,  Aiw., 
t.  XI)],  on  sait  que,  si  les  constantes  /,  m,  n  ont  les  valeurs  suivantes  : 

(3)  /  =  !,     ^-=^^/_^y     «  =  ^»     (r  =  4,6,  12), 

il  existe  une  série  de  valeurs  pour  X,  jjl,  v,  telles  que  la  fonction  t(x)  soit  ration- 
nelle; les  fonctions  u,,  i/,,  u^  seront  aussi  rationnelles.  M.  Brioschi  traite  en  par- 
ticulier le  cas  de  r  =  la. 

Soient  maintenant^!,  y^  deux  intégrales  fondamentales  de  Téquation  linéaire 
du  second  ordre 

y-i-py-hqy^o, 

et  soit/(^,,  y^)  une  forme  binaire  d'ordre  r  de  ces  quantités,  dont  le  coTariant 
{//)t  soit  identiquement  nul,  en  posant 

on  aura  entre/,  h,  6  la  relation  identique 

I 

oft  a  est  une  constante,  où  m  est  donné  par  la   formule   (3):   enfin  r  ne  pfo^ 
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avoir  qu'une  des  valeurs  4»  6,  12  ;  en  posant 

T 

4  A' -4- a///"  =  G, 

la  fonction  t{x)  vériGera  Féquation  différentielle  (3),  en  prenant  pour  ly  m,  n 
les  valeurs  (3)  et  pour  f{x)  la  valeur 

on  parvient  alors  aux  valeurs  suivantes  de  u^,  u,,  u^  : 

'      2      dx  3(r —  2)  dy  6  ' 

__  I  dXo^y'  1         ^i! 

^      a      dx  i{r  —  '2)dyh^ 

u  --'^'ogr'    i  d/ y 

*      2      rfa?  r  dy  l  * 

où>^  désigne  le  rapport"^;  les  quantités  a,;  04,  a,  ont  dans  ce  cas  les  valeurs 

a,=  3r  —  7,    a4=2r  —  5,    aj=r  —  i. 

Sous  les  mômes  conditions,  les  quantités 

I         rfloge 

*''■"      3(r-2)      dy    ' 
I  '      e/locB 

ç   ■irz .— ^_— —   P_  f 

•  2(r— 2)      dy 


satisferont  aux  équations 


j^'  =  v\  +  «î(«'î-  *'i)  (^'j-  Vi)y 
3  =  i;}  -h  ot,(P,-  i;,)  (i;,-  i^,). 

Beltrami  [E,).  —  Sur  le  potentiel  magnétiqtie.  (241-260). 

Sir  William  iThomson,  dans  le  volume  intitulé  :  Beprint  ofPapers  on  Electro- 
statics  and  Magnetism  (Londres,  1872),  a  introduit  des  définitions  nouvelles 
pour  Vcuce  et  le  centre  d'un  corps  magnétique. 

M.  Beltrami  reprend  la  question  à  un  point  de  vue  nouveau  :  il  ne  spécifie  pas 
la  nature  de  la  force  d'attraction,  ou  plutôt  il  ne  lui  impose  que  des  conditions 
très  larges;  il  arrive  ainsi  à  cette  conclusion,  qu'il  y  a  lieu  de  conserver  la  défi- 
nition donnée  par  Sir  William  Thomson  pour  Vcuce  magnétique,  mais  que  le  nom 
de  centre  magnétique  paraîtrait  convenir  à  un  certain  point  situé  sur  l'axe  ma- 
gncliquc,  jouissant  de  propriétés  remarquables,  indépendantes  de  la  loi  d'attrac- 


i\<S 


-Hl 


E>rr  ^ 


...  -•«»""  ' 


f^ii^ 


.X 


!#' 


zs» 


-•«*' 


l-ï?' 


^  •  -^ 


^      1 
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sorati  {F.).  —  Addition  aux  récents  travaux  de  MM.  Weîer- 
itrass  etMittag-Leffler  sur  les  fonctions  d'une  variable  complexe. 

261-278). 

Presque  en  même  temps  que  M.  Mittag-Leffler,  mais  toutefois  un  peu  plus 
ird,  M.  Casorati  est  arrivé  à  reconnaître  que  la  démonstration  donnée  par 
f.  Weierstrass  dans  les  Afonatsberichte  de  TAcadémie  des  Sciences  de  Berlin 
témonstration  reproduite  dans  le  Bulletin)  et  relative  au  mode  de  construction 
ù  à  M.  Mittag-Leffler,  d'une  fonction  uniforme  admettant  une  infinité  de  pôles, 
étendait  sans  difficulté  à  la  construction  toute  semblable  de  fonctions  uni- 
>rmes  admettant  une  infinité  de  points  singuliers  essentiels  dont  l'ensemble  a 
*  point  00  poui  limite  unique.  Dans  la  présente  Note  il  développe  ses  recherches 

ce  sujet.  Nous  signalerons  la  proposition  suivante,  qui  constitue  une  général i- 
ition  naturelle  du  théorème  de  M.  Mittag-Leffler  et  qui  s'établit  toujours  par 
;  même  procédé. 

•  Soient  données  une  infinité  de  fonctions  de  la  variable  z  dont 

f^{^)y    M^)y    /s(^)»     ••• 

ésignent  respectivement  certaines  branches  qui,  à  l'intérieur  de  cercles  ayant 
origine  pour  centre  et  dont  les  rayons  r,,  r,,  r,,  ...  sont  tels  que  Ton  ait 

'  t  =z  'i  =z  f^  =f  •  •  • 

«uvent  être  représentées  par  des  séries  procédant  suivant  les  puissances  entières 
t  positives  de  z;  on  admet  que  ces  séries  permettent  de  définir  dans  tout  le 
tlan  (sauf  pour  certains   points  singuliers)   les  fonctions  données  quand   on 
rend  le  chemin  décrit  par  la  variable  à  partir  d'un  certain  point  initial; 

•  Si  l'on  considère  la  somme 

\  m^  premiers  termes  du  développement 

J4  =  «3 


/•>=  2;  ^>'' 


'ilc  à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  r  ,  les  nombres  entiers  m  pourront  tou- 
étre  choisis  de  façon  que  la  série  dont  le  terme  général  est 

/M)-P^{z) 

»nvergcnte  inconditionnellement  et  uniformément  dans  tout  le  plan,  à  Tex- 
1  toutefois  de  certains  points  singuliers  pour  les  fonctions  /.  » 
^lication  de  ce  théorème  aux  fonctions 

log(,_i.),     I06(.-^).     log(— jj.     •••. 
suppose  les  quantités  a,,  a,,  aj,  ...  telles  que  l'on  ait 

n  =  • 

des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.  VI.  (Juin  1882.)  R.io 


iS8  SECONDE  PARTIE. 

est  immédiate  et  conduit  de  la  façon  la  plus  naturelle  au  théorème  fondineBUl 
de  M.  Weierstrass  sur  la  construction  d*une  fonction  eatiére  dont  les  zéros  soat 
donnés.  Il  est  inutile  d'insister  sur  la  proximité  de  cette  démonstration  et  de 
celle  qu'a  donnée  M.  Hermite  dans  sa  Lettre  à  M.  Mittag-Leffier  Sur  quelques 
points  de  la  théorie  des  /onctions,  insérée  dans  le  t.  XII  des  Acta  Socieiatit 
Fennicœ  et  dans  le  t.  40  du  Journal  de  Borchardt. 

Cazzaniga.  —  Expression  d'une  fonction  transcendante  entière 
qui  prend  des  valeurs  données  en  des  points  arbitrairemeol 
donnés.  (279-290). 

Soient  les  quantités  données 

*i>  *î>  *i>  •••» 

diflërcntes  entre  elles,  telles  que  l'on  ait 

l«.lâ|«,|S|«,|     ...     Iimla.|=oe, 

n  =  • 

et  dont  aucune  n*est  nulle. 
Soit  en  outre 

*  =  ;, 


2    l/?\* 


la  fonction 


représentant,  comme  on  le  sait,  une  fonction  entière  admettant  pour  zéros  les 
quantités  a,,  94,  a^,  ...,  en  supposant  que  les  nombres  entiers/?  soient  tels  que 
la  somme 


1 1  k  m 


s<>it  convergente,  quel  que  soit  x. 

Cela  posé,  l'auteur  parvient,  pour  la  fonction  cherchée  /"(-),  qui  doit  prcodre 
au  piùnt  a^  la  valeur/^,  à  l'expression  suivante  : 


>  -    X 


/,cv(^)E-(^,p,^ 

OÙ  i\(c^  désigne  le  produit  de  ç(-)  par  une  fonction  de  la  forme 

*\\  V  ^  ^  olant  une  fonction  entière  de  z. 

Tonrltt\   —  Sur  la  fonction  potentielle  dans  un  espace  à  n  cli- 
inonsions.  \^•il)l-.'>al^. 
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En  partant  de  la  formule  donnée  par  M.  Beltrami  dans  son  Mémoire  Sulla 
teorica  dei  parametri  differenziali  {Memorie  delV  Accademia  di  *Scienze  di 
Bolognay  1B69)  et  qui  fournit  l'extension  du  théorème  de  Green  à  un  espace 
ayant  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  M.  Tonelli  établit  élégamment  les 
propriétés  fondamentales  de  la  fonction  potentielle  dans  un  espace  à  n  dimen- 
sions; il  traite  d'abord  le  cas  général  sans  rien  supposer  sur  la  courbure  pre- 
mière et  s*occupe  ensuite  plus  particulièrement  du  cas  où  l'espace  est  plan. 

Dans  une  seconde  partie  de  son  Mémoire  il  montre,  en  généralisant  un  procédé 
dû  à  M.  Dini,  comment,  dans  un  espace  plan,  on  peut  déterminer  la  fonction 
potentielle  dans  un  champ  sphérique,  lorsque  Ton  donne  sur  le  contour  la  va- 
leur de  la  dérivée  première  (ou  d'un  ordre  supérieur),  prise  le  long  de  la  normale 
au  contour.  J.  T. 


ZETTSCHRIFT   fur   Mathematik   und   Piiysik,   herausgegeben   von    Dr.   0. 
SchlQmilcii,  Dr.  E.  Kahl  und  Dr.  M.  Camtor  ('). 

Tome  XXVI;  1881. 


Veltmann  {W.).  —  Détermination  d'une  fonction  sur  la  surface 
d'un  cercle,  des  conditions  étant  données  pour  les  points  de  la 
circonférence  de  contour.  (i-i4). 


L'intégration  de  l'équation 

dx^"^ 

dy^  ~ 

0 

ou  des  deux  équations 

au 
dx 

-à/ 

du 

dx' 

sur  la  surface  d'un  cercle  pour  des  valeurs  données  de  u  sur  le  contour,  a  été 
effectuée  par  MM.  Prym  et  Schwarz  dans  les  vol.  73  et  74  du  Journal  de  Crelle, 
dans  les  cas  où  une  solution  existe.  M.  Schlaefli  s'est  aussi  occupé  de  la  ques- 
tion dans  un  Mémoire  intitulé  :  Quelques  doutes  sur  la  représentation  géné- 
rale d'une  fonction  périodique  arbitraire  d'une  variable  réelle  par  une 
-série  trigonométrique.  On  s'est  déjà  occupé  également  du  cas  où  le  rayon  du 
r,ercle  croit  indéfiniment  et  aussi  où  la  surface  est  à  connexité  complexe  avec 
un  point  de  ramification. 

M.  Veltmann  se  propose  d'arriver  aux  résultats  déjà  connus  par  une  méthode 
simple  et  naturelle.  Pour  cela,  il  part  des  propriétés  fondamentales  des  fonctions 
<  monogénéité,  application  conforme),  au  lieu  d'employer  les  conséquences  que 
l'on  déduit  de  ces  propriétés,  par  exemple  l'existence  des  équations  différen- 
tielles écrites  plus  haut. 


(•)  \o\t  Bulletin,  V,,  2.3. 
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Ce  procédé  peut  être  plus  simple,  mais  aussi  il  demande^  pour  être  bien  nÎTi, 
plus  de  contention  d*esprit;  nous  ne  voyons  pas  qu'il  soit  bien  nécessaire  de 
laisser  de  cAté  une  partie  des  théorèmes  de  Cauchy  et  de  Riemann  sous  prétexte 
d'apporter  une  modification  peu  importante  dans  la  démonstration  de  résaiuts 
connus. 

Buka  (F.).  —  Courbure  des  surfaces  gauches  au3L  points  d*ime 
génératrice  rectiligne.  (i5-49). 

Partant  de  la  considération  de  deux  éléments  voisins,  Fauteur  arrive,  par  des 
considérations  géométriques  assez  simples,  à  montrer  la  relation  qui  existe  entre 
les  rayons  de  courbure  des  sections  quelconques  d'une  surface  gauche  aux  diffé- 
rents points  d'une  génératrice;  il  étudie  la  courbe  lieu  des  centres  de  coarbore 
correspondants  et  montre  comment  on  peut  la  construire  et  en  détermiDcr  les 
principales  propriétés.  Il  construit  et  discute  les  hyperboloTdes  osculateun,  la 
surface  gauche  formée  par  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure  aux  difTéreots 
points  d'une  droite,  etc.,  etc.  (  Voir  sur  ce  sujet  Chasles,  Correspondance  mathé- 
matique et  physique^  tome  XI  ;  de  la  Gourncrie  ;  Mannheim  ;  Fiedler,  Géomé- 
trie  descriptive;  Weyr,  Kriimmung  tvindschie/er  Flâchen,  etc.) 

Gûnther  (5.).  —  Détermination  d'un  lieu  en  Astronomie  sphé- 
rique.  (5o-56).  # 

I*  Étant  donné  un  quadrilatère  sphérique  dont  la  surface  est  moindre  qu'aoe 
demi-sphère,  déterminer  le  point  d'intersection  des  diagonales,  quand  on  se 
donne  les  coordonnées  des  quatre  sommets  relativement  à  un  système  daies 
rectangulaires  sphéri(|ues  quelcon({ues. 

a*  Solution  du  problème. 

M.  GQnther  donne  a  la  solution  une  forme  calculable  par  logarithmes. 

Ce  problème  avait  été  posé  et  résolu  par  Michel  Maestlin,  le  professeur  de 
Kepler.  Mais  la  solution,  si  exacte  qu'elle  fiU,  conduisait  à  des  calculs  longs  et 
pénii>lcs;  c'est  là  ce  (lu'évitc  la  solution  de  M.  Gûnther. 

Dietrich,  —  Mesure  du  rapport  des  rayons  de  courbure  en  un 
point  d'une  surface  au  moyen  de  l'angle  des  tangentes  d'in- 
flexion correspondantes.  (57-59). 

L'auteur  trouve  l'expression  simple 

—  ^  —  lang'^, 

P.  2 

û,  et  pj  étant  les  rayons  de  courbure  et  9  l'angle  des  tangentes  d'inflexion. 

Schlomilch  (O.).  —  Sur  des  sommes  et  des  produits  de  ravons 
vecteurs  de  reilipse  et  de  courbes  analogues.  (59-62). 

L'équation  de  l'ellipse  étant  écrite  en  coordonnées  polaires 


|{2r- 


a-'siii^b  -:-  ^'<M»s='0       a^-r  it^—  {a'"  6^)cos  -jb" 
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on  a,  en  désignant  par  Ri  le  rayon  vecteur  qui  correspond  à  Tangle  polaire  A' 


.  1 


r 


n 


R,.  R, .  R,...R,=  {2aby 


v/(^ 


ab 


4-6)^— (a  — 6)'«* 


OQ  trouve  une  formule  analogue  quand  on  exprime  le  rayon  vecteur  central  au 
moyen  de  Tanomalie  excentrique. 

On  a   aussi  des  formules  semblables  pour  les  courbes  dont  les  équations  en 
coordonnées  polaires  ont  une  des  formes 

rJ*  =  a -h  p cos  6,    ou    rJ*=  a -h  pcosaO. 

Schlômilch  (O.).  —  Sur  les  séries  à  la  fois  convergentes  ou  à  la 
fois  divergentes.  (63-64). 

Cauchy,  dans  son  Cours  d'Analyse  algébrique,  a  montré  que  les  deux  séries 

infinies 

W,H-    Mj-h    M3-4-    1X4 -I-      u^-^,,. 

I  M, -h  au^-h^u^-h  8a4-hi6aj-^... 

sont  en  même  temps  convergentes  ou  divergentes.  SchlSmilch  montre  comment 
on  peut  former  une  infinité  de  tels  groupes  de  séries.  L'application  de  son  pro- 
cédé lui  donne,  par  exemple, 

ç(i)-t-    9(a)-t-    9(3)4-    «?(4)-t-..., 
log  2.[i?(i)  4-39(2) -h  49(3)  4-89(4)  4-...]; 

i    9(1)4-     9(a)4-      9(3)    4-      9(4)  -^•••» 
*(  i9(i)4-A-9(A-)4-A''9(A')4-A:>9(A-')4-...; 

9(1)4-    9(2)+    9(3)-+-     9(4)+--. 
19(1)  4-  3  9(4)  +  39(9)  4-4?(»6)  4-.... 

IVeihrauch.   —  Sur  les   déterminants   doublement   orthosymé- 
triques. (64-70). 

Le  déterminant  doublement  orthosymétrique 


C  = 


a. 

«i 

O}.  . . 

«-Î 

«-I 

«-I 

«• 

a, . . . 

«-3 

«-J 

«-a 

«-I 

a,. . . 

«--4 

«-B 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

•    •    • 

•    •    • 

«1 

«2 

«i 

«-I 

«• 

peut,  d*aprés  Stem  {Journal  de  C relie,  73)  et  Zehfuss  {ZeUschrift  fur  Mathe- 
matik  und  Physik,  y  année,  p.  439),  être  mis  sous  la  forme 


at^  étant  une  des  n  racines  de  l'équation 


jc*  —  1  =  o. 
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Weihrauch  donne  d'abord  de  ce  développement  une  démonstration  nouTellc, 
puis  il  arrive  facilement  au  résultat  suivant  : 
Si,  partant  de  Téquation 

i=0 

on  forme  Téquation  aux  puissances  /t'*"***  des  racines, 


2  e^is-— '=o,  5  =  pî,  p;,  ...,?2_i, 


on  a 


i  =  ii-l 


C=     V    6^. 
i  =  0 

Schaertlin  (C).  —  Déterminer  un  point  tel  que  la  somme  de  ses 
distances  à  n  points  donnés  soit  un  minimum.  (70). 

Ciamician,  —  Sur  la  constitution  des  éléments.  (71-72). 

Erdmann  (G,).  —  Sur  les  variations  d'ordre  n,  (73-g6). 

Soit  à  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de 


dy 
<»"  >'  =^î  posons 


L'équation  différentielle 
(i)  «,.=  «., 

doit  être  vérifiée.  L'auteur  se  donne  les  limites  y^  et  y^  de  y  et  traite  le  pro- 
blènic  dans  les  cas  où  : 

I*  L'équation  (i)  est  une  équation  différentielle  de  second  ordre,  où,  par  suite, 
la  solution  contient  deux  constantes  d'intégration  indépendantes  l'une  de 
l'autre; 

2"  Toutes  les  quantités  a^^  deviennent,  quand  on  y  remplace^  par  la  valeor 
que  l'on  tire  de  (i),  des  fonctions  de  x  qui  demeurent  finies  et  continues  entre 
les  limites  de  l'intépralion  ; 

3"  Désignant  par  c,  et  c,  les  constantes  d'intégration,  tous  les  quotients  diffe- 

rentiels  de  y  et  y'  par  rapport  à  c,  et  c,  de  la  forme = —  et '—-  restent 

'^       '^    ^         ^^  •         ^  dc'['dc\       dc"^dc\ 

finis. 

II  appli(|ue  ensuite  les  résultats  trouvés  au  problème  du  principe  de  la  moindre 
action  dan?»  le  mouvement  elliptique,  puis  au  cas  où  le  corps  mobile  est  attire 
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proportionnellementà  la  distance.  Dans  ce  dernier  cas.  le  principe  de  moindre  action 
est  applicable  au  mouvement  elliptique  du  mobile,  tant  que  sa  trajectoire  est  com* 
prise  entre  deux  tangentes  rectangulaires.  Quand  le  mobile  décrit  cet  arc  en 
entier,  le  principe  de  la  moindre  action  n'est  plus  applicable  que  dans  le  cas  où 
les  deux  extrémités  de  l'arc  se  trouvent  de  côté  et  d'autre  du  grand  axe,  les  tan- 
gentes en  ces  points  faisant  avec  le  grand  axe  l'angle  9  =arctang(v/3  d:i). 

Lange  {E,).  —  Note  sur  un  théorème  de  Chasles.  (gS-ioS). 

Il  s*agit  du  théorème  suivant,  donné  par  Chasles  dans  don  Aperçu  historique^ 
p.  4o4)  note  XXXIII  :  Quand  les  quatre  faces  d'un  tétraèdre  mobile  sont  as- 
sujetties à  passer  respectivement  par  quatre  droites  situées  d'une  manière 
quelconque  dans  l'espace,  et  que  trois  sommets  du  tétraèdre  doivent  se  trouver 
sur  trois  autres  droites,  placées  aussi  d'une  manière  quelconque  dansVes- 
pace,  le  quatrième  sommet  du  tétraèdre  parcourra  une  courbe  à  double  cour- 
bure du  troisième  degré. 

Ce  théorème  ainsi  énoncé  n'est  point  exact.  M.  Lange  se  propose  de  rechercher 
à  quelles  conditions  doivent  satisfaire  les  droites  de  l'espace  pour  qu'il  ait  lieu;  il 
détermine  aussi  les  cas  où  la  cubique  se  décompose. 

Frenzel  (C).  —  Nouvelle  solution  d'un  problème  de  rotation. 
(104-126). 

Le  problème  en  question  est  la  détermination  du  mouvement  d'un  solide  de 
révolution  autour  d'un  point  fixe  situé  sur  son  axe  sous  l'influence  de  la  pesan- 
teur. 

Ce  problème  a  déjà  été  résolu  bien  des  fois,  mais  l'auteur  considère  comme 
manquant  de  symétrie  les  solutions  de  Lagrange  {Mécanique  analytique,  t.  II), 
Poisson  {Traité  de  Mécanique,  t.  II),  Resal  {Traité  de  Cinématique  pure) y 
Jullien  {Problèmes  de  Mécanique  rationnelle,  t.  II). 

M.  Frenzel  se  propose  d'appliquer  à  la  solution  du  problème  les  méthodes  et  les 
notations  de  Weierstrass,  renvoyant  d'ailleurs  lui-même  le  Tecteur  qui  a  l'habi- 
tude d'employer  les  notations  de  Jacobi  au  Mémoire  si  intéressant  de  M.  Her- 
mite  [Sur  quelques  applications  des  /onctions  elliptiques  {Comptes  rendus, 
î*  semestre  1877  et  i**  semestre  1878)]. 

JVeihrauch  (K,),  —  Développement  d'un  polynôme.  (127-132). 

/n et  nétantdes nombres  entiers,  développer  l'expression  (i-i-x-t-j;'-h. .  .-t-a;"-')**. 
Posant 

kzzm  —  l       \  »     k=n{m  —  l) 


(kzzm  —  l       N»     *=n(m  — I) 
*  =  o         /  A=o 


et  de  plus  suivant  toujours  la  notation  employée  dans  le  Zeitschrift^ 

1 . 2  ...  A 

on  trouve 


=  2  ^"  0'(«)i(/i  -  I  -^  A-  -  miV.. 


ak 

i .-  0 
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Weihrauch  (A.).  —  Valeur  de  quelques  déterminants  doublement 
orthosymétriques.  (i32). 

Délermiaant  doublement  orthosymétrique  où  l'on  fait 

ak  =  ^ -^ ou  =  ( Ar  -t-i)*  ou  =  cos  (Ara)  ou  =  sin  {ka). 

Weihrauch.  —  Théorème  sur  le  quadrilatère  plan.  (i33-i34). 
Thomae  (/.).  —  La  loi  de  réciprocité.  (i34-i35). 

Simplification  de  la  troisième  démonstration  de  Gauss. 

Schlomilch  (O.).  —  Une  propriété  des  ellipses  et  des  hyperboles 
concentriques.  (i35-i36). 

Schumann  (Ad,),  —  Sur  Thyperboloïde  équilatère.  (i36-i43). 

Dans  le  86*  volume  du  Journal  de  Crelle,  M.  Voigt  a  publié  un  Mémoire  sur 
riiyperboloîde  déterminé  par  trois  droites  dont  les  directions  constituent  an 
trièdre  trirectangle. 

M.  Schumann  expose  analytiquement  les  résultats  trouvés  par  Voigt. 

Iless  (fF.).  —  Propriétés  de  la  lemniscate.  (i43-i44)- 

Sur  quelques  théorèmes  analogues  à  ceux  qui  se  rapportent  aux  coniques. 

Ilorn  (Th,).  —  Sur  les  discontinuités  du  second  quotient  difleren- 
tiel  du  potentiel  superficiel.  (i45-i56  et  209-S!3i). 

Le  problème  que  Fauteur  se  propose  est  le  suivant  : 

«  Comment  varient  les  seconds  quotients  différentiels  du  potentiel  d'une  sur- 
face courbe  massive,  pour  des  directions  variables,  et  lorsque  le  p<»int  pour  lequel 
on  les  forme  traverse  la  surface  ». 

Schumann  {Ad,),  ^—  Sur  la  cinématique  des  systèmes  variables. 

(«57-1-8). 

Déjà  dans  le  iW*  volume  du  Zeitschrift,  M.  Burmester  s'est  occupé  du  mouve- 
ment des  figures  variables,  employant  la  méthode  synthétique  dans  la  détermi- 
nation des  vitesses  et  des  accélérations  des  points  du  système. 

Il  ne  s'occupe  ni  des  aires  décrites  par  une  courbe,  ni  des  tangentes  des  arcs  de 
courbe  tracés  par  un  point,  ni  des  volumes  décrits  par  une  surface.  M.  Lifiuine 
[Sur  les  aires  des  trajectoires  décrites  dans  le  mouvement  plan  d'une  Jigwt 
de  forme  invariable  {Bulletin  des  Se.  math.,  Il,,  p.  3o6)]  et  M.  Darbou\  [Sur 
les  mouvements  d'une  figure  invariable  ;  propriétés  relatives  aux  aires,  aux 
arcs  de  courbe  décrits  et  aux  volumes  des  sur/aces  trajectoires  {Bulletin  de* 
Se.  math.,  U^,  p.  383)]  ont  traité  des  questions  de  cette  nature.  Déjà,  fn 
18G7,  M.  Schumann  s'était  occupé  de  la  mesure  des  surfaces  décrites  par  une 
droite  d'un  système  invariable  dans  son  mouvement  [Schumann,  Beziehun^en 
zwischen  Flàchen  im  Zusammenhange  mit  dent  Krummungsschsverpimcie 
von  Curven  {Progr.  d.  Louisenstàdt. Bealschule  in  Berlin)],  et  il  a  donné  à  ^e? 
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théorèmes  une  forme  plus  générale,  en  s'appuyant  sur  le  Mémoire  de  M.  Darboux, 
dans  un  travail  publié  dans  le  a5«  volume  du  Zeitschrift  {Ueber  die  Flàchen- 
ràume  und  Bogenlângen,  welche  bei  der  Bewegung  eines  starren  Systems 
von  einer  Gerade  umschrieben  werden). 

Dans  le  présent  travail,  l'auteur  se  propose  d'étendre  ces  théorèmes  aux  sys- 
tèmes qui,  dans  leur  mouvement,  demeurent  semblables  à  eux-mêmes.  Quelques- 
uns  des  théorèmes  peuvent  aussi  s'étendre  facilement  au  cas  où  le  système,  tout 
en  changeant  de  forme,  demeure  en  affinité. 

Matthiessen  [L,),  —  Intégration  des  équations  différentielles  qui 
se  présentent  dans  la  diop trique  des  cristallins  sphériques  des 
poissons.  (179-200). 

Suite  du  travail  dont  une  première  partie  a  paru  dans  le  ^5*  volume  du  Zeit- 
schrift, 

fVein  (E.).  —  Sur  la  détermination  de  la  position  d'une  étoile  par 
i'interseclion  de  deux  grands  cercles.  (201-204). 

Boklen  (O.).  —  Sur  les  surfaces  homofocales.  (204-207). 

Étant  donné  un  système  de  surfaces  homofocales,  on  prend  un  point  S  de 
l'espace  comme  sommet  d'un  cùne  tangent  qui  touche  une  des  surfaces,  par 
exemple  un  ellipsoïde  le  long  d'une  ellipse  E,  considérée  comme  ellipse  focale  : 
déterminer  un  second  systèihe  de  surfaces  homofocales.  Les  trois  surfaces  homo- 
focales du  second  système  qui  passent  par  S  ont  avec  les  trois  surfaces  homofo- 
cales du  premier  système  un  contact  supérieur,  en  ce  sens  qu'il  y  a  coïncidence 
non  seulement  entre  les  tangentes  aux  lignes  de  courbure,  mais  aussi  entre  les 
génératrices  réelles  ou  imaginaires  de  chaque  groupe  de  surfaces  tangentes. 

Hocevar  (/^.).  —  Théorème  de  Géométrie.  (207-208). 

Schënemann  (/^.).  —  Transformation  d'un  triangle  en  un  carré. 
(208). 

ffolzmûller  (G.).  —  Sur  les  faisceaux  isothermes,  les  parentés 
isogonales  et  les  systèmes  variables  conformes  qui  sont  en  con- 
nexion avec  les  modes  de  représentation  exprimés  par  les  équa- 
tions 

(23i-256). 

Suite  des  travaux  de  M.  HolzmUller  sur  la  géométrie  Icmniscatique  et  ses  rap- 
ports avec  des  questions  physiques.  Étant  donnée  une  courbe  dans  le  plan  Z, 
quelle  est  la  courbe  correspondante  dans  le  plan  Z  et  réciproquement?  Ces  con- 
sidérations conduisent  l'auteur  à  des  courbes  qu'il  appelle  hyperboles  d'ordre  /i, 
lemniscates  d'ordre  /i,  dont  il  étudie  les  propriétés  et  qui  lui  fournissent  des  fais- 
ceaux de  lignes  isothermes.  11  étudie  aussi  la  correspondance  entre  les  mouve- 
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déHnie.  La  marche  suivie  pour  arriver  à  une  représentation  de  la  fonction  est 
celle  due  à  Wcierstrass  {Journal  de  Crelle,  t.  51,  p.  1-70).  Il  passe  ensuite  à 
Tétude  des  formules  de  récursion  à  trois  termes  : 

A^ç  (/i-h  2  )  H- B,?  (/i-h  i)  -f- C,9  (/i)  =  o, 

A,,  B,,  C,  étant  des  fonctions  entières  de  n.  Enfin  il  montre  l'application  des 
coQsidérations  précédentes  à  la  série  liypergéométrique. 

Much.  —  Sur  la  méthode  due  à  Sturm  pour  la  démonslratîon  du 
théorème  d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  première 
espèce.  (333-335). 

Finger.  —  Sur  un  pendule  analogue  à  celui  de  Kater  et  son  appli- 
cation à  la  mesure  de  la  pesanteur.  (335-336). 

Wittwer  (JF.-C).  —  Éléments  de  Chimie  mathématique.  (337- 
356). 

Krey  {H,),  —  Quelques  applications  d'un  théorème  de  la  théorie 
des  fonctions.  (357-376). 

M.  Krey  part  du  théorème  fondamental  de  Cauchy  qui  donne  les  conditions 
sous  lesquelles  une  intégrale  prise  entre  deux  limites  quelconques  ne  change  pas 
quand  on  fait  varier  le  chemin  d'intégration.  Il  l'applique  successivement  à  la 
démonstration  d'un  théorème  d'Algèbre  dû  à  Jacobi  [Theoremata  nova  cUge- 
braica  {Journal  de  Crelle,  t.  14)],  à  la  détermination  du  nombre  des  solutions 
d'un  système  d'équations  algébriques,  et  enfin  pour  la  démonstration  du  théo- 
rème d'addition  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  tel  qu'il  se  présente 
comme  cas  particulier  du  théorème  d'Abel. 

Biehringer,  —  Sur  une  extension  des  lois  de  Mariotte  et  de  Gay- 
Lussac.  (377-383). 

Bëklen  (O.).  —  Sur  les  foyers  des  lignes  de  courbure  de  Tellip- 
soïde.  (383-387). 

Les  lignes  de  courbure  de  Fellipsoïde  sont  sur  des  ellipsoTdcs  ou  des  hyperbo- 
loTdes  de  révolution.  Propriétés  qui  en  résultent. 

Lauermann  {K,).  —  Sur  les  normales  à  Tellipse.  (387-390). 

Démonstration  analytique  assez  simple  de  propriétés  connues  depuis  longtemps 
sur  les  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  sur  Tellipse. 

Vogel  (P-)-  —  Note  sur  la  discontinuité  dans  les  courbes.  (391- 
392). 

y  —  /{^)  étant  l'équation  d'une  courbe  ayant  un  point  double  au  point  jr  =  a, 

M.  Plateau  croyait  qu'en  remplaçant^  par  y  —  cos  \''a  —  x,  on  obtiendrait  une 
courbe  à  point  saillant.  M.  Mansion  a  montre  dans  ce  Bidlctin  (1878,  II,)  que 
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Ravet  (C).  —  Noie  sur  quelques  propriétés  géométriques  du 
canevas  des  cartes  orthodromiques  équatoriales.  (lag-iSo). 

II  s'agit  de  la  projection  orthodromique  de  M.  Hilleret  où  le  canevas  des 
méridiens  et  des  parallèles  est  formé  par  des  droites  et  des  hyperboles.  M.  Rayet 
donne  en  particulier  la  loi  de  la  dilatation  des  surfaces. 

Tannery  {P.),  —  Hippocrate  de  Chio  et  la  quadrature  des  lu- 
nules. 

Réfutation  de  l'opinion  d'après  laquelle  le  géomètre  grec  aurait  voulu  passer 
de  la  quadrature  des  lunules  à  celle  du  cercle. 

Castet.  —  Du  plus  court  chemin  sur  une  surface  de  révolution 
entre  deux  points  dp  la  génératrice.  (iSS-iS^). 

Glotin,  —  Navigation  orthodromique.  (188-210). 

Jdcquier.  —  Noie  sur  les  propriétés  des  systèmes  de  deux  forces 
qui  sont  équivalentes.  (*^ii-2i6). 

Tannerv  {P')-  —  Sur  les  solutions  du   problème  de  Délos  par 
Archytas  et  par  Eudoxe. 

Essai  de  restitution  de  la  solution  par  Eudoxe  du  problème  des  moyennes 
proportionnelles,  solution  sur  laquelle  on  n'a  que  quelques  indications  fournies 
par  Eutocius. 

Gomes  Teixeira  {F,),  —  Sur  le  nombre  des  fonctions  arbitraires 
des  intégrales  des  équations  aux  dérivées  partielles.  (3i5-32i). 

L*auteur  se  propose  d'étendre  la  théorie  d'Ampère  à  une  équation  contenant 
on  nombre  quelconque  de  variables  indépendantes 

Tome  IIl;  1879. 

De  Tillv.  —  Essai  sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géométrie 
et  de  la  Mécanique.  (1-190). 

a  L'auteur  rappelle  d'abord  les  définitions  ordinaires  du  point,  de  la  ligne,  de 
la  surface,  et  il  énumére  alors  les  trois  axiomes  irréductibles  qui  forment  la  base 
de  la  Géométrie,  savoir  :  i"  l'axiome  de  la  distance  et  de  ses  propriétés  essen- 
tielles, communes  aux  divers  systèmes  de  Géométrie;  a**  l'axiome  de  l'augmen- 
tation indéfinie  de  la  distance,  qui  exclut  la  géométrie  dite  elliptique  ou 
doublement  abstraite,  dans  laquelle  l'espace  serait  rentrant  sur  lui-même; 
3*  Taxiome  de  la  parallèle  unique,  qui  sépare  la  géométrie  usuelle  ou  euclidienne 
de  la  géométrie  abstraite  de  Lobatchcfsky  et  de  Bolyai. 

n  On  peut  définir  la  position  d'un  ^oint  de  l'espace  avec  une  approximation 
indéfinie,  sans  avoir  besoin  d'aucune  comparaison  directe  des  positions  de 
retendue,  en  concevant  l'espace  rempli  par  trois  systèmes  de  surfaces  dont  on 
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Laisant,  —  Remarques  sur  les  fractions  périodiques.  (2ia-234). 

L'auteur  complète  l'étude  de  certaines  propriétés,  concernant  les  fractions 
périodiques,  publiées  en  collaboration  avec  M.  Baujeux  dans  deux  Mémoires 
insérés  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (  a*  série,  t.  VII  et  IX.  ) 

Abria.  —  Sur  les  surfaces  équîpolentielles.  (235-283). 

Bayssellance,  —  Représentation  proportionnelle  des  minorités. 
(a85.3o4). 

Tannery  ('/^.)*  —  L'arithmétique  des  Grecs  dans  Pappus.  (35i- 

37.). 

Analyse  des  débris,  malheureusement  trop  rares,  qui,  dans  la  Collection 
mathématique  de  Pappus,  concernent  l'Arithmétique. 

Darhoux  (G.).  —  Note  sur  deux  intégrales  elliptiques  qui  se  pré- 
sentent sous  forme  indéterminée.  (3^3-376). 

Lorsque  k  tend  vers  zéro,  l'expression  log  ^  constitue  une  valeur  approchée 

de  K'. 

Recherche  de  la  valeur  de  l'intégrale 

ân'adu    

sn'acn'a(i  H- Ar'tn'^asn-'i*)' 

pour  la  valeur  K'  attribuée  à  l'argument  a. 

'Glotin.  —  Navigation  orthodromique.  (377-394). 

m  Giotin.   —  Résolution  des  triangles  sphériques  par  des  triangles 
rectilignes  sur  une  projection  gnomonique.  (395-4oo). 


MODVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  rédigées  par  MM.  Gerono  et  Ch. 
Bmbsb  (').  —  3*  série. 

Tomo  XX;  1881,  ia*  semestre. 

^t^tnikof{A,),   —  Sur  les  propriétés  principales  des  foyers  des 
courbes  du  second  degré  et  sur  la  détermination  analytique  de 
/'  ces  points.  (289-304). 
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?.  . .  (Ch,).  —  Solution  de  la  question  127.  (Sag-SSo). 
En  rendant  rationnelle  Téquation 

on  parvient  à  une  équation  du  degré  a"-'. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1195.  (33o-332). 

Le  nombre  des  boulets  d'une  pile  à  base  carrée  ou  triangulaire  n'est  jamais 
n*  ni  /i*. 

Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1328.  (333-335). 

Sur  un  certain  système  de  surfaces  du  second  degré. 

lealis  (S.).  —  Solution  de  la  question  1330.  (335-336). 

Propriétés  des  expressions 

ar=  a     (a»—  ?>— r'-t- 6') -+- 2a(2?-h  3y  .+- 46), 

j^  =  2  (  — a' ^- p>— Y* -+- 5') -+- a  ?(2 a 4- 3 Y  4- 40), 
z  =  3(  — «>— p»-f-Y»4-5«)H-4Y(a4-?-4-26). 

Voir  Nouvelles  AnnaleSy  2*  série,  t.  XVIII,  p.  5oo,  sur  un  sujet  analogue. 

Hesal  {H.)*  —  Note  sur  la  généralisation  d'un  théorème  de  Pap- 
pus.  (337-338). 

La  proposition  de  M.  Resal  consiste  en  ce  que  les  points  qui  divisent  propor- 
tionnellement les  côtés  successifs  d'un  polygone  fermé  ont  même  centre  de  gra- 
TÎté  que  les  sommets  du  polygone.  Elle  a  été  énoncée  antérieurement  en  1877, 
avec  bien  d'autres  propriétés,  par  M.  Laisant,  dans  une  Communication  au  Con- 
grès du  Havre. 

Faure  (H.),  —  Sur  l'expression  du  volume  de  certains  tétraèdres. 
(338-344)- 

Cet  article  est  une  intéressante  application  des  déterminants  à  diverses  ques- 
tions concernant  des  volumes  de  tétraèdres.  On  y  retrouve  certains  résultats 
figurant  dans  la  Théorie  des  indices,  du  môme  auteur. 

faniet  (  F.).  —  Sur  une  classe  de  surfaces  du  quatrième  ordre. 
(344-348,  385-391,  434-443). 

Cette  étude  prend  son  origine  dans  un  travail  de  M.  Amigues  sur  les  girocy- 
ciides,  surfaces  spéciales  engendrées  par  des  circonférences  passant  par  deux 
points  fixes.  L*auteur  s'est  proposé  d'obtenir  certaines  propriétés  des  girocy- 
clides  du  quatrième  ordre  au  moyen  de  propriétés  des  cônes  du  second  ordre. 
en  établissant  la  corrélation  entre  ces  deux  surfaces.  Nous  regrettons  de  ne 
pooToir  signaler,  même  à  grands  traits,  les  principales  de  ces  propriétés,  parmi 
lesquelles  il  y  a  lieu  de  remarquer  surtout  celles  qui  se  rapportent  aux  lignes  de 
coarbure. 

BulL  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Juillet  1883.)  R.n 
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Fauquembergue  {E ,).  —  Solution  d'une  question  de  liceDce: 
Faculté  de  Montpellier,  novembre  1879.  (348-35o). 

Étude  d'une  certaine  courbe  tracée  sur  un  cylindre  droit  à  base  circulaire. 

« 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  Concours  de  1880.  — 
Compositions  en  Mathématiques  spéciales,  en  Mathématiques 
élémentaires,  en  Calcul  infinitésimal  (théorie  et  application), 
en  Géométrie  descriptive;  leçons  de  Mathématiques  spéciales  et 
de  Mathématiques  élémentaires.  Énoncés.  (35i-358). 

Ecole  Normale  supÉniBUREy  section  des  Sciences;  Concovbs  de 
1881.  —  Énoncé  de  la  composition  en  Mathématiques,  du 
27  juin.  (359). 

Concours  d'admission  a  l'École  Centrale  des  Arts  et  Mikcfic- 
TURES,  EN  1880.  —  Première  et  seconde  session  :  Compositions 
en  Géométrie  analytique,  en  Géométrie  descriptive,  en  triangle, 
en  Physique  et  Chimie.  Énoncés.  (36o-365). 

Publications  récentes.  —  (365-368). 

Genty.  —  Solution  de  la  question  1306.  (368-37»). 

Enveloppe  d'une  droite,  de  la  quatrième  classe  et  du  sixième  ordre. 
Moret-Blanc.  —  Solution  de  la  question  1331.  (372-373). 

Théorème  relatif  aux  coniques. 
Pisani  (F,),  —  Solution  de  la  question  1338.  (373-374)- 

Sur  l'équation  indéterminée  x^-i-i  =  2^r'- 

Moret-Blanc,  —  Solution  de  la  question  13S0.  (375-376). 

Propriété  du  nombre  12. 

Pecquery  {E,).  —  Solution  de  la  question  1354.  (376-378). 

Propriétés  d'une  certaine  équation  du  quatrième  degré.   ' 

Du  Montcl{IL),  —  Solution  de  la  question  1358.  (379-380)- 

Propriété  de  l'ellipse. 

Questions  proposées  :  1364-  à  1375.  (38o-384). 
Dewulf  [E,).  —  Exercices  de  Géométrie.  (391-401). 

Ces  exercices  s'appliquent  aux   faisceaux  de  coniques.  L'auteur  emploie  ^^ 
rotation  empruntée  à  M.  l'amiral  de  Jonquiéres,  et  s'en  sert  pour  dévclopP^'' 
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plusieurs  propriétés  dignes  d'intérêt,  qui  prennent  principalement  leur  source 
dans  les  travaux  de  Chastes  et  de  M.  Cremona. 

)ewulf{E,).  —  Question  :  Combien  exîste-l-il  de  courbes  ration- 
nelles (unicursales)  du  quatrième  ordre  qui  ont  deux  points 
doubles  en  a^  et  a^  et  qui  passent  par  les  sept  points  simples 
I,  2,  3,  4,  5,  6,  7?  (4oi-4oa). 

'atalan  (B.).  —  Note  sur  la  question  393.  (4o3-4o5). 

Sur  les  aires  de  paraboles  d'ordres  quelconques. 

0egoux  (A.).  —  Note  sur  un  système  de  courbes  orthogonales  et 
homofocales.  (4o6-4o8). 

Les  courbes  dont  il  s'agit  sont  représentées  par  l'équation 

4-  4   ..     •      . r=i. 


*^€dis  (S.).  —  Démonstration  de  propositions  énoncées.  (4o8- 

4ii). 

Ces  propositions  (voir  a*  série,  t.  XVII,  p.  178)  se  rapportent  aux  racines 
entières  de  l'équation  du  troisième  degré,  et  conduisent  à  d'intéressantes  pro- 
iMriétés  des  nombres. 

!»^o«  (A.),  —  Note  sur  des  formules  de  Joachimsthal.  (4i  i-4i3). 

Surface  du  triangle,  connaissant  les  équ  tions  des  trois  côtés.  —  Volume  du 
fci^tnièdrei  connaissant  les  équations  des  quatre  plans  formant  les  faces. 

^nty.  —  Note  sur  les  conditions  qui  expriment  qu'une  surface 
du  second  degré  est  de  révolution.  (4i4~4i6)* 

L'auteur  obtient  ces  conditions  par  une  méthode  très  élégante  en  employant 
l^.  polaire  réciproque  de  la  surface,  par  rapport  à  une  sphère  concentrique. 

^^uquembergue  {E,).   —  Solution  d'une  question  de  licence; 
I>aris,  juillet  1880.  (4 1 6-4 18). 

Problème  sur  la  chat  nette. 

^mry  (C).  —  Décomposition  des   nombres/'^  —  95"'^  et  du 
double  de  ces  nombres  en  deux  cubes  rationnels.  (418-420). 

Conséquences  d'identités  dues  à  M.  Éd.  Lucas. 

^^Miquembergue  {£.).   —  Solution  d'une  question  de  licence; 
^aris,  juillet  1880.  (420-421). 

<)iiestion  de  Cinématique  dans  l'espace. 
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'hambeau  {A,),  —  Solution  de  la  question  proposée  au  concours 
d'admission  à  l'École  Centrale  en  1880;  2®  session.  (464-468). 

Problème  sur  les  paraboles  passant  par  deux  points  fixes,  et  dont  les  dia- 
mètres ont  une  direction  fixe. 

iOUCouRs  d'admission  a  l'École  Polytechwique  ew  i  88  i  .  —  Mathé- 
matiques; Littérature;  Lavis;  Calcul;  Géométrie  descriptive. 
Énoncés  des  compositions.  (468-47o). 

^auquembergiie  {E.).  —  Solution  d'une  question  de  licence; 
Paris,  juillet  1880.  (471-473). 
Équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques  d'une  certaine  surface. 

*ourget  (J.).  —  Solution  de  la  question  251.  (473-48o). 

Problème  des  huit  racines. 

luESTion  PROPOSÉE  :  1376.  (48o). 

ECTiFicATioN  :  qucstion  1306,  p.  370.  (480). 

rlo/^G.-A.).  —  Sur  la  fonction  génératrice  des  polynômes  Pm,n 
deDidon.  (481-489). 

Cet  article  a  pour  origine  les  travaux  de  Didon  publiés  notamment,  dans  les 
Comptes  rendus  des  séances  de  r Académie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  7^9,  sous 
le  titre  :  Sur  un  mode  d*approximation  des  fonctions  de  plusieurs  variables, 
et  dans  les  Annales  de  l'École  Normale,  i^  série,  t.  VII,  p.  a47  •  Développe- 
ments  sur  certaines  séries  de  polynômes  à  un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles. Dans  ces  deux  articles,  ce  géomètre,  trop  prématurément  enlevé  à  la 
Science,  a  étudié  les  propriétés  de  ces  fonctions  P|h,j,  qui  présentent  une  grande 
analogie  avec  les  fonctions  X„  de  Legendre.  L'article  de  M.  Orlof  contient  des 
résultats  nouveaux  et  souvent  de  notables  simplifications. 

iiehler  (Ch.).  -—  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes 
algébriques.  (489-498,  53^-546). 

Ces  deux  articles  forment  la  suite 'd'études  précédemment  publiées  sous  le 
même  titre  dans  les  Nouvelles  Annales  (voir  Bulletin  IV,,  365;  V,,  i34).  Dans 
cette  troisième  partie,  l'auteur  étudie  la  construction  des  branches  paraboliques 
fournies  par  une  direction  multiple  de  points  à  l'infini.  Il  suppose  successive- 
ment que  cette  direction  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  ou  bien  quelconque,  et  se 
livre  à  une  discussion  très  complète  des  divers  cas  qui  peuvent  se  présenter. 

VeilL  —  Théorèmes  sur  les  courbes  algébriques.  (498-5oo). 

Ces  théorèmes  portent  sur  la  somme  des  carrés  des  distances  mutuelles  des 
points  où  une  sécante  rencontre  une  courbe. 

*ealis  (S.).  —  Exercices  de  calcul  algébrique.  (5oi-5o6). 
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Os  exercices  se  rapportent  à  de  remarquables  identités,  et  conduisent  i  des 
propriétés  des  nombres  rationnels,  soit  réels,  soit  complexes,  spécialement  en 
ce  qui  toocbe  les  décompositions  en  sommes  de  trois  carrés. 

lyOca^ne  {MJ).  —  Sur  le  mouvemenl  vertical  d'un  point  pesant 
dans  an  milieu  résistant.  (5o6-5i  i). 

Cette  Note  a  po«r  but  de  faire  connaître  une  propriété  commune  aux  deox 
ts«  awesdant  et  descendant.  Il  s*agit  de  la  loi  qui  lie  les  espaces  par- 
p^r  le  mobile  em  des  temps  égaux. 


Cmk«>c«s  •*AmnssiiMi  a  l^Ecolb  HavALB  en  1880.  —  Géoroélrif  et 

graphique;  Arithmétique,  Algèbre,  Calcul  de 
rectiiigne.  Enoncés  des  compositions.  (5ii-5i4)< 

Hâ/AAifC.  —  INn»po«ilîon$.  (5i4-5i5). 

5«JL  «MMcv^  4«r  les  fcopcKi»  des  nombres. 

i~3  h3«MiTsi^  —  SohrtMMi  de  la  question  4272.  (5 1 5-5 18). 

les  faces  soml  équiTaleates. 

de  la  question  iS83.  (5i8-52o). 


Jbr<ï^-i^;âMir.  —  SifiutiiM  de  la  question  1343.  (Sao-Ssa). 


V 


A*/f  «rr    V  .  ~  NiinCftitt  de  fci  question  1373.  (5a3-524). 


M  J*^     ^    »  —  Sjîuciua  ic  L&  question  1374.  (524-526). 


-  *•«.  ^ 
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de  Téquatlon  et  des   points  multiples  d'un   lieu  défini   par  k 
équations  contenant  k  —  i  paramètres  variables.  (546-564). 

L'auteur  définit  ainsi  Tobjet  de  son  Mémoire  : 

«  On  rencontre,  en  Algèbre  élémentaire,  de  nombreux  problèmes  se  résolvant 
sans  peine,  grâce  à  Tintroduction  de  solutions  étrangères  préalablement  connues; 
il  suffit  en  effet  de  les  supprimer  à  la  fin  du  calcul. 

»  C'est,  je  crois,  faute  d'avoir  remarqué  l'existence  et  la  détermination  précise 
de  certains  résultats  étrangers,  qui  s'introduisent  nécessairement  par  les  substi- 
tutions connues  d'un  système  d'équations  à  un  autre  système  d'équations,  que 
l'on  ne  développe  pas,  dans  les  Traités  de  Géométrie  analytique,  un  procédé 
élémentaire  permettant  de  trouver  l'équatiou  d'un  lieu  géométrique  défini  par 
k  équations  contenant  k  —  i  paramètres  variables.  En  traitant,  dans  le  présent 
travail,  quatre  cas  particuliers  de  ce  dernier  problème  général,  j'aurai  donc 
surtout  en  vue  de  mettre  en  parfaite  évidence  l'existence  et  la  détermination 
exacte  des  non-solutions  que  Ton  rencontre  dans  l'application  des  règles  les  plus 
élémentaires  relatives  à  la  théorie  de  l'élimination;  j'indiquerai  en  outre  un 
moyen,  non  encore  remarqué,  d'obtenir,  en  même  temps  que  l'équation  du  lieu, 
les  coordonnées  des  points  multiples  de  ce  lieu.  » 

Voir,  du  même  auteur  :  Historique  et  développement  d'une  méthode  pour 
déterminer  les  singularités  ordinaires  d'un  lieu  géométrique  défini  par  k 
équations. 

ix:oLE  Normale  supérieure;  Concours  de  1881.  —  Composition 
de  Physique,  Enoncé  (565).  A.  L, 


lSSOCIATION  française  pour  l'avancement  des  Sjikncks.  Comptes 
rendus  des  Sessions  (  <  ). 

5«  Session  (Clermont-Ferrand);  1876. 

Lucas  (A^.).  —  Sur  la  recherche  des  grands  nombres  premiers. 
(61-68). 

Le  Mémoire  de  M.  Lucas  a  pour  objet  l'étude  de  la  décomposition  ou  de  l'ir- 
réductibilité des  grands  nombres  en  facteurs  premiers.  Les  nouvelles  méthodes 
reposent  sur  une  idée  fondamentale,  l'étude  des  fonctions  symétriques  des  racines 
d'une  équation  de  degré  quelconque  à  coefficients  commensurables  et  sur  la  réci- 
procité d'un  théorème  de  Fermât.  Si  l'on  désigne  par  a  un  nombre  quelconque 
non  divisible  par  le  nombre  premier  jo,'a'^*  —  i  est,  comme  on  sait,  un  multiple 
de  /?.  Mais  la  réciproque  de  ce  théorème  n'a  pas  lieu  nécessairement.  Cependant 
on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  :  «  Si  a'— i   est  divisible  par  p  pour 


(•)  Voir  Bulletin,  l^,  170. 
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x=.p  —  i  et  n'est  pas  divisible  par  p  lorsque  x  est  un  diviseur  de />-i, on 
peut  affirmer  que  le  nombre  p  est  premier.  »  Cette  proposition  n'est  qu'un  eu 
particulier  d'une  proposition  plus  étendue,  puisque  l'on  peut,  comme  M.  Loas 
l'a  prouvé  dans  un  très  grand  nombre  de  cas,  remplacer  le  nombre  eotierapar 
un  nombre  complexe.  Mais  la  méthode  qui  résulte  de  l'application  de  ce  théorème 
est  pour  ainsi  dire  opposée  aux  anciennes  méthodes.  Dans  celle  d'Euler,  pir 
exemple,  on  divise  le  nombre  supposé  premier  par  des  nombres  toujours  iafé- 
rieurs  et  différents,  et  c'est  l'insuccès  de  la  division  qui  conduit  i  affirmer  que 
le  nombre  essayé  est  premier.  Dans  la  méthode  de  M.  Lucas  les  divers  essais 
consistent  dans  la  division  de  nombres  d*un  calcul  facile  par  un  même  diviseur, 
le  nombre  donné.  Par  conséquent,  d'une  part,  on  n'a  pas  besoin  de  se  serrir 
d'une  Table  de  nombres  premiers;  d'autre  part,  dans  le  cas  d'un  nombre  pre- 
mier, le  résultat  se  trouve  affranchi  de  Tincertitude  des  calculs  numériques.  De 
plus,  la  division  se  trouve  nécessairement  supprimée,  puisqu'il  suffit  préalable- 
ment de  calculer  les  dix  premiers  multiples  du  diviseur  constant.  M.  Lacas  i 
déduit  de  li  le  plan  d'une  machine  automatique  qui  permettrait  de  trourer 
de  très  grands  nombres  premiers. 

Catalan  {£.),  —  Sur  les  fonctions  Xr  de  Legendre.  (68-74)« 

Indication  de  très  nombreuses  relations  entre  ces  polynômes  et  leors  inté- 
grales associées  aux  facteurs  i  —  Xy  i  —  x^, 

Grolous  («/.)•  —  Elude  sur  la  thermostatique  des  corps.  (yS-So). 

Arson.  —  Essai  de  théorie  sur  le  ventilateur  à  force  centrifuge. 
(8a-«7). 

Collignon  (A\).  —  Problème  des  raccordements.  (87-106). 

Le  tracé  des  routes,  des  canaux,  des  chemins  de  fer,  etc.,  présente  une  série  d'ali- 
gnements dnnls  reliés  par  des  courbes.  On  emploie  généralement,  pour  opérer 
C05  racoonlemenls,  des  cercles  ou  des  paraboles.  Il  résulte  de  là  que  le  tracé  pré- 
sente, au  iH^int  où  une  courbe  sutvède  à  un  alignement  droit,  une  variatioD 
brusque  do  courbure  qui  n'est  pas  sans  inconvénient,  surtout  sur  leschemiosde 
fer  où  la  lrajet*toire  des  t^agons  est  fixée  d'une  manière  invariable.  Le  dévers 
transversal  qu'il  convient  de  donner  à  la  voie  pour  équilibrer  la  force  ceolrifoge 
ctant  prv-kiH^rtionnel  à  la  courbure,  on  serait  conduit  à  faire  varier  brusquemeot 
la  hauteur  du  rail  à  Tentrve  d'une  courbe;  en  réalité,  on  substitue  une  variatioD 
graduelle  à  cette  dénivellation  brusque,  mais  cette  variation  graduelle  suppose- 
rait en  toute  rigueur  une  variation  analogue  de  la  courbure,  c'est-à-dire  ooe 
altération  du  trace. 

M .  CÀ^Uigii^m  repnt'Bd  cette  question  en  se  plaçant  à  un  point  de  vae  plu» 
cex^nietrique.  Il  s'agit  donc  de  raccorder  deux  alignements  droits  en  des  poiots 
d^uine^  par  une  cv»urbe  dont  la  courbure  soit  nulle  en  ces  points  extrêmes  ei 
\arie  d'une  manière  cvHitinue  de  l'un  à  l'autre.  L'auteur  examine  successivement 
di\ers<^  si*luti«Mi>. 

Lofon    \^.l.'.    —    Sur    le>   accn^isscmenls    géométriques  (io4- 
11  I   . 
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L'auteur  s'est  proposé  d'étendre  aux  parallélogrammes  el  aux  parallélépipèdes 
la  DOtioD  des  accroissements  géométriques.  Âpres  avoir  introduit  une  notation 
nouvelle,  il  en  fait  des  applications  aux  courbures  géodésiques,  aux  théorèmes 
de  Gauss  et  de  Dupin,  aux  problèmes  sur  les  enveloppes. 

Tchebychefi^P.).  —  Sur  la  généralisation  de  la  formule  de  M.  Ca- 
talan et  sur  une  formule  arithmétique  qui  en  résulte.  (ii4~ 
117). 

M.  Tchebychef  généralise  la  formule 

Il  III  I 

1 +0  —  •••—  —  = h  ■  -+-  •  •  «H » 

2  0  2/1  /{  +  I  71+2  2/t 

en  remplaçant  les  unités  des  numérateurs  par  les  termes  d'une  série  quelconque. 
Il  donne  ensuite  des  applications. 

Deprez  {M.).  —  Sur  une  machine  destinée  à  l'étude  des  lois  du 
frottement  et  du  pouvoir  lubréfiant  des  corps  gras,  (i  i8-ia4)* 

Baehr  (C-F.-W.).   —   Note  sur   la   cinématique   des   fluides. 

(ia4-ia7). 

Eo  considérant  pour  tous  les  points  du  fluide  qui  environnent  à  une  très  petite 
distance  un  point  pris  pour  centre  le  déplacement  relatif  par  rapporta  ce  centre, 
estimé  dans  la  direction  du  rayon  vecteur,  on  trouve  qu'autour  de  chaque  point 
du  fluide  on  peut  décrire  un  système  d'hyperboloïdes  à  une  nappe  séparé  par  le 
cône  asymptote  d'un  système  d'hyperboloïdes  à  deux  nappes,  ces  deux  systèmes 
jouissant  de  la  propriété  suivante  :  La  composante  du  déplacement  relatif  est 
dans  le  sens  positif  du  rayon  vecteur  pour  tous  les  points  des  surfaces  de  l'un 
des  systèmes,  et  dans  le  sens  négatif  pour  tous  les  points  des  surfaces  de  l'autre. 
Sur  le  cône  asymptote  le  déplacement  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur. 

Jung  (G.).  —  Sur  les  problèmes  inverses  des  moments  d'inertie 
et  des  moments  de  résistance  d'une  section  plane.  (127-128). 

Résumé  de  la' solution  graphique  communiquée  à  l'Institut  Lombard. 

Mannheim{A.).  —  Remarque  sur  la  surface  de  l'onde.  (i3o-i4o). 

Cornu  (A,).  —  Théorie  de  la  liaison  synchronique  des  appareils 
oscillants  (i3i-i4o). 

Un  corps  en  oscillation,  pendule  ou  lame  vibrante,  reçoit  une  attraction  très 
faible  pendant  un  temps  très  court,  mais  à  des  intervalles  bien  égaux.  Si  la  du- 
rée de  l'oscillation  diffère  peu  de  la  période  de  succession  des  attractions  exté- 
rieures, le  système  finit  par  prendre  un  mouvement  oscillatoire  et  permanent,  de 
même  période  que  ces  attractions. 

Gariel  (C.'M,).  —  Transformation  perspective  d'une  anamor- 
phose relative  à  la  formule  des  lentilles.  (i4o-i43). 
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l#llivi«^: 


PiamL'm  de  itomdesir.  —  S«r  les  momàxrs  preoiKfS.  Forraales 
fKwr  le  calc«l  exact  de  la  totalité  des  ncMabrrs  premiers  com- 
pm  entre  o  et  wi  noaitre  pair  qodcooqiie  aN.  (79-9^)* 

C  Vaxc  k-i  -Ts»?  i^yrmmin  pti mm  CU^C  et  calrsier  m  prisn  d  exacicacat  le 
^.mbict  •éf<»  »:^LbrT»  pm»»n-»  o?«ipfi»  estrr  ^  et  «■  ■oMhrr  pair  qaefeoaqie. 
La  f-}cm«j«  '^«c  5.«>i«if  MT  v»;  »>€aîMtt  f«i  r&frûae.  SMt  c«  pivs^soît  ea  BMa^le 
wnmt^r^  «AOrr  «fm!  ^^  rapyoyW  le  pl«»  d«  <fv>tâcst  4«  ■o^bre  ^«eltoaqae  \ 
y.ir  «A  a»^»hrr  pcfâer  441  par  le  yaiioû  4e  piawi>  aoihgrs  prcaien.  La 
iiTMSe  f««(  être  tn^ï^JciKe  <«  vve  4f  sôipiiftpr  les  calc«ls.  M.  de  Moadesir 
a  p«  lin  ak«v4er  le  cakvl  ém.  »Mikre  botal  des  aoMWcf  prewcn  coaipris 
#ifi  le  pitjatttr  Miffaia    ap^Mfcrr  ^'il  a  trovrê  êçal  à  7^l<y»> 

CoHi^om    E.  •  —  Reekeidies  sur  le  BoaTement  épîocloîdaL 


Le  pmfihf  f«e  Tastewr  s'est  prof^nsé  et  résoudre  roasiste  k  réaliser  le 
KW^eiest  éi—r  #«a  poùt  tftass  «a  piaa.  à  Tawie  «Tua  Bo«TeflKat  ëpinrrioi- 
éàk  satrrf>r<a»t  â  Fafte  des  demi  <v«ilitioas  svivaMies  :  «w  biea  qae  b  cotrbe 
n^aliAfie  apybft  cm  temps  è^«%  des  atrs  esamx  $«r  la  eowrbe  ixe  qai  lai  sert 
df  diTcrtrire.  <«  Wea  ^«e  b  vitesse  aasmiaiffe>  de  la  cowbe  rovlaate  soit  cob- 
jtaate.  t>a  est  aissi  camiait  à  des  «ifsatM*»  diSêreatielleSy  q«e  M.  CoUipoo  la- 


Mammkeim  'ASk  —  Sar  les  pLins  tangents  singuliers  de  la  sur- 
face de  Tonde  et  sar  le>  sections  faites  dans  celte  surface  par 
des  plans  parallèles  à  ces  plans  tangents.  \  la^-ia*  ). 


L'*«t.?«r  «i^iwït  de  rei.i5tt?»»*e  d«  panais  «iaswliers  celle  de  plans  sinîuH«>« 
ec  :I  i^«''«:rr  ^ff  '.•?:!•  «trti--*-  Éaiies  «iias  U  5«rf*'-e  de  l'.^adc  par  les  plaos 
;^r*"';ir«'  a  -rtfs  cîaa^   taa^eats   *iaxmlier*    ««.val   des   analla^nnatiqaes  du  qna- 


C'St'iinn    E.  .  —  Sur  Ijl  M>nune  des  diviseurs  du  nombre /i.(i 2'* 

L'aatevr  eiamae  les  .-»'»«s*fq«^aces  d*an  thêonfoae  donné  par  M.  HalpheQ  à  U 
S^-'-et-f  Matk-iaiat^ii*?-  Il  ni->otre  .^a'il  est  facile  de  tinpr  de  là  d'à  aire*  P'^fX'*'' 
tiTOS  axat-xri-fs  avi  r^fl-fbre  tfci^>CMne  d'Ealer.  Par  eicmple.  y(/i)  reprêseDlanl 
le  9«MiiVr>f  i-fs  it^^^oDp^vsia:-»*  de  «  en  parties  entières  positives,  éîialcs  ouiof- 
iaiesw  M.  Cataiaa  èublit  «jiie  U  *t-uiime  des  dÎTÎsears  de  it  a  pour  eipre>sion 

,    m— E    — i-v'— -•  —  ^^   *  —  ^'  — TV    **  —  7) — i2v(«  — u)  — •••• 

/>w.ï«.  —  NvMe  sur  la  comète  périodique  de  d'Arrest.  (129-»^'^  • 

L'a«;e«r  rend  «.-v^mpte  d-f  «es  rei-hen-hes  sur  celte  mmète.  Le  but  de  si^n  ^"' 
*aîl  a  ete  de  relser  les  «Ssenrations  faites  en  i^-o  â  celles  de  ivSi  et  iSV^^l  "^" 
i-r-iair*   •i'.'S   p»>>iîi'^as  «fxa-te*  p»-»ur  le  nft«"»ur  de    1^7-.  Le  5uccc5  a  cowronni 
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comme  on  sait,  ces  efforts,  et  l'on  a  pu  faire  des  observations  d'après  les  éphémé- 
rides  fournies  par  l'auteur. 

Halphen.  —  Sur  les  points  singuliers  des  courbes  gauches  algé- 
briques. [iZi-iJ^i). 

On  trouve  dans  ce  Mémoire  une  théorie  générale  des  singularités  quelconques 
des  courbes  gauches  algébriques.  La  détermination  des  points  singuliers,  tan- 
gentes singulières,  plans  stationnaires,  les  relations  entre  l'ordre,  la  classe,  le 
genre  de  ces  courbes  forment  la  partie  la  plus  importante  de  cette  étude  inté- 
ressante. 

Luisant   (C-A.).    —   Sur  quelques    propriétés   des   polygones. 

(i42-i54). 

L'auteur  s'est  proposé  surtout  d'étudier  les  relations  qui  existent  entre  un 
polygone  plan  et  celui  qu'on  obtient  en  construisant  sur  chacun  des  côtés  du 
premier  un  triangle  semblable  à  un  triangle  donné.  La  méthode  des  équipol- 
lences  s'applique  naturellement  à  ce  genre  de  questions. 

Piarron  de  Mondesir.  —  Sur  une  nouvelle  formule  algébrique. 
(i54-i58). 

Cette  formule  peut  être  considérée  comme  la  généralisation  du  binôme  de 
Nevrton.  L'auteur  l'emploie  pour  démontrer  la  formule  du  Waring  relative  à  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation. 

Lemaine  [Em.).  —  Sur  quelques  questions  de  probabilité.  (i58- 
iSg). 

Lucas  {Ed,).  —  Considérations  nouvelles  sur  la  théorie  des  nom- 
bres premiers  et  sur  la  division  géométrique  de  la  circonfé- 
rence en  parties  égales,  (i 59-167). 

C'est  la  suite  des  communications  faites  par  l'auteur  au  Congrès  de  Clermont; 
on  y  trouve  de  nouveaux  développements  sur  la  division  de  la  circonférence  en 
parties  égales  et  l'interprétation  d'un  passage  des  Œuvres  de  Mersenne;  on  y 
rencontre  aussi  des  théorèmes  semblables  à  celui  de  Wilson,  pour  la  recherche 
des  grands  nombres  premiers.  Ce  Mémoire  débute  par  un  résumé  historique  des 
recherches  antérieures,  dans  lequel  on  remarquera  la  diflférence  des  méthodes 
employées;  elles  reposent  soit  sur  la  considération  des  progressions  arithmé- 
tiques, soit  sur  celle  des  progressions  géométriques. 

Mannheim  (-4.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde.  (167-168). 

L'auteur  cherche  et  détermine  quelles  sont  sur  la  surface  de  l'onde  les  trans- 
formées des  lignes  de  courbure  de  Tellipsoïde. 

Piarron  de  Mondesir.  - —  Sur  la  résolution  de  Téquation  trinôme 
de  degré  impair  x^ ±x  =  r  au  moyen  d'un  nouveau  signe  al- 
gébrique. (168-172). 
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GlaUlier  (J.-lf.-L.),  —  Théorème  d'Arithmétique  sur  la  somarM^e 
des  inverses  des  puissances  semblables  des  nombres  premiei — =s. 

{172-175). 

Désignant  par  S.  la  somme 

^«  —  '•*"  5;  •*"  3Ï  "+■•••» 
et  par  S,  la  somme 

"       2*       3"       5* 
où  ne  figurent  que  les  nombres  premiers,  on  a 

S,  =  «  S,  —  j  /Sg,  —  g  /Sj^  4-  j  /Sg,,  -i-  -  <  S,,  -*-. . . , 

où  la  loi  est  que  les  nombres  qui  contiennent  un  facteur  carré  n'entrent  pas  • 
que  le  signe  est  positif  ou  négatif  selon  que  le  nombre  des  facteurs  premiers 
nombre  est  pair  ou  impair. 

Mannheim  {A.).  —  Sur  les  normales  de  la  surface  de  Tond 
(175.176). 


dtt 


Le. 


Les  points  où  une  normale  quelconque  de  la  surface  de  Tonde  rencontre  Id»  ^  '^ 
plans  principaux  de  cette  surface,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  di  -K:^  ^^ 
centre  sur  cette  normale  déterminent  quatre  points  dont  le  rapport  anharmo^::^  .^rAO- 
nique  est  constant. 

On  a  une  propriété  analogue  en  considérant  le  point  où  la  normale  est  ren  M^  ^aea- 
contrée  par  le  diamètre  perpendiculaire  à  celui  qui  passe  par  son  pied.* 

Glaisher  (J^-JV.'L.).  —  Sur  un  déterminant.  (*77-i79)- 

M.  Glaisher,  généralisant  une  proposition  connue,  décompose  en  facteurs  Ic^:^  ^  '^ 
déterminants,  tels  que  le  suivant  : 


a  — 

X 

b 

c 

d 

e 

à 

c 

X 

d 

e 

a 

c 

d 

e  —  X 

a 

b 

ci 

e 

a 

b 

—  X 

c 

e 

a 

b 

c 

d 

—  X 

que  Ton  savait  décomposer  seulement  pour  x  ^  o. 

Guyesse  [P.). —  Note  sur  les  sondages  à  grande    profondeur.-.''^* 
(181-188). 

Jablonski.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  (188-194)-  ^^' 

Intégration  du  système 

dy\        __       _        dv.. 

où  I',,  ...,  P,  sont  des  fondions  linéaires  de  j',,  ...,j„. 


i 
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ùohierre  de  Longchamps.  —  Note  sur  Fintégration  d'une  équa- 
tion aux  différences  fraies.  (i94-i97). 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

{x  -\-  2)¥{x)  =  n-  (j?  — i)F(j?  — i). 

La  méthode  de  l'auteur  consiste  à  changer  de  fonction  et  à  procéder  en  quelque 
sorte  d'une  manière  récurrente. 

A/ormand[J.'A.).  —  Sur  les  occultations  d'étoiles  par  Mars,  ob- 
servables pendant  Topposition  de  1877.  (199-90S1). 

£aehr{^G.'F,''W.). —  Sur  un  moyen  mécanique  de  déterminer 
les  rayons  de  courbure  des  différentes  sections  normales  en  un 
point  quelconque  d'une  surface ^  par  l'observation  du  temps 
d'oscillation  d'une  règle  placée  sur  la  surface.  (2o3-2o4)« 

Soient  /  la  demi-Ion gueur,  d  la  demi-hauteur  d'une  règle  homogène,  r  le 
rayon  de  courbure  de  la  section,  g  la  gravité,  t  la  durée  d'une  oscillation.  On 
aura 


équation  que  donne  r  si  £  est  déterminé  par  l'observation. 

W^ouret  (G.).  —  Théorèmes  sur  les  normales  aux  surfaces  algé- 
briques. (2o5-2o8). 

L'auteur  généralise  quelques  théorèmes  déjà  donnés  par  M.  Mannheim  et  les 
étend  à  des  surfaces  algébriques  quelconques,  définies  par  leur  degré,  leur 
classe  et  leur  rang.  Les  démonstrations  reposent  sur  le  théorème  suivant  que 
l'on  doit  à  M.  de  Jonquières  :  le  nombre  des  points  de  contact  des  surface^  d'un 
système  ({i,  v,  p)  avec  une  surface  algébrique  d'ordre  m,  de  classe  /i,  et  de  rang 
r  indépendante  des  surfaces  du  système  est  mv  +  /i{jl  +  rp. 

Grolous  (y.).  —  Note  sur  la  convergence  des  séries.  (  209-ai  1). 
daisher  (J.-fV.-L.). —  Théorème  de  Trigonométrie.  (aii-aiS). 

si  l'on  a 

9 (a?)  =  A-f-iB  =  /^i-f-  —  j  (i-h  y)'"» 

on  en  déduit 

X  X  B 

arc  tan  g — harc  tang -r -f-...=  arc  tang  y* 

L*auteur  fait  plusieurs  applications. 
ZjUCOS  {Ed.),  —  Sur  l'échiquier  anallagmatique  de  M.  Svlvester. 

(îii3-ai4). 


r-  .1 
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Catalan  (  £*.).  —  Sur  quelques  développemeni»  de  Tîntégiik  el- 
liplique  de  première  espèce.  (ai4-^i9)« 

Pftrmî  les  rêsvluts  ^'oUiest  M.  CaUlan  au  moyen  d'ingénieases  trudon». 
tioass  BO«s  ciicroKS  semlnMst  celw-ci,  dans  lequel  P,(c)  représenle  H 
c««ii|Aae  4e  prcBàère  esfèce  4e  Bodmie  c. 


JluvrrrWy*  (^.4/'«   —  IVifieetîoaneiiient  à   rindicateur  Ridiard. 

7*  Sesin  i^vi^k;  1878. 

F^'ir  ^  —  De  1»  leptésaHadon  des  nombres  par  des 

Application  à  l'analyse  iDdéCe^ 

par  une  forme  qaadntiqae  bi- 
le cas  fort  étendo  oè  cette 
rationnel   positif  oa  Défatit  Le 
la  représeotatioD  doioa- 
4e  soa   carré  ea   une  somne  qai- 


pemettent  d'écrire  imnédii- 

ê  d'mm  nombre  donné  X  et  de 

de  la  forme  m*  -h  <«^,  uwto 

^«i  existe  entre  les  rcpréseata- 
a  rkaruie,  trouve  son  appiintioii 
îadétenninées  du  deniiène 
cas  où  l'on  a  à  coosidérer 
é  ^.  Les  équations 


>.-• —     ^    V  /t;;;^**^^*»^  —  ^Œ"  iP5  normales  aux  conique 


Lr$ales,  on  trouve,  en  ippl»- 
simples  de  propriétés  con- 
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théorème  de  JoachimsthaV,  et  montre  que  le  cercle  qui  passe  par  les  pieds  de 
trois  normales  menées  d'un  point  et  par  le  point  de  la  conique  diamétralement 
opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale,  A',  passe  aussi  :  i**  par  la  projection 
du  centre  de  la  conique  sur  la  tangente  en  ce  point  A';  2*>  par  la  projection  du 
point  P  d'où  Ton  mène  des  normales  sur  la  droite  qui  joint  le  point  A'  au  se- 
cond point  de  rencontre  avec  la  conique  de  la  normale  au  point  A,  diamétrale- 
ment opposé  à  A'. 

ollignon(E,).  — Enveloppe  des  ellipses  planétaires  obtenues  en 
faisant  varier  la  direction,  mais  non  la  grandeur  de  la  vitesse 
initiale.  (53-56). 

Généralisation  de  la  propriété  de  la  parabole  de  sûreté,  démontrée  par  des -pro- 
cédés élémentaires  et  de  pure  Géométrie. 

atalan\E.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde  et  de 
la  surface  des  ondes.  (56-62). 

Suite  au  Mémoire  du  même  auteur  Sur  une  transformation  géométrique  et 
%ur  la  surface  des  ondes  (Académie  de  Belgique,  1868).  La  question  est  sur- 
tout traitée  au  point  de  vue  analytique. 

^annheim[A.).  —  Sur  la  surface  de  l'onde.  (68-67). 

L'auteur  fait  usage  d'un  nouveau  mode  de  représentation  des  plans  tangents 
à  une  surface  réglée,  et  il  retrouve  ainsi  des  résultats  qu'il  avait  déjà  fait  con- 
naître au  Congrès  de  Nantes,  et  en  outre  quelques  conséquences  nouvelles  qui 
donnent  par  exemple  la  solution  de  la  question  suivante  : 

On  donne  un  pinceau  de  normales;  on  fait  tourner  d'un  angle  droit  chacun 
des  rayons  de  ce  pinceau  autour  d'un  point  fixé  dans  les  plans  passant  respecti- 
vement par  ce  rayon  et  par  ce  point  fixé.  Après  la  rotation,  chaque  rayon  est 
venu  prendre  une  nouvelle  position  et  appartient  à  un  pinceau  de  normales; 
construire  les  foyers  et  les  plans  focaux  de  ce  nouveau  pinceau. 

ollignon  {E.).  —  Sur  une  manière  de  rendre  tautochrones  les 
oscillations  d'un  point  le  long  d'une  courbe  plane.  (68-80). 

Le  procédé  employé  par  M.  CoUignon  consiste  à  substituer  au  point  matériel 
un  solide  de  révolution  assujetti  à  rouler  sur  une  voie  dont  la  construction  géo- 
métrique est  indiquée.  L'auteur  fait  ensuite  l'application  au  pendule  composé. 

aisant  {A.).  —  Sur  la  cinématique  du  plan.  (81-88). 

Application  de  la  méthode  des  équipollences  aux  principales  questions  de  Ci- 
nématique plane  :  vitesses,  accélérations  des  divers  ordres,  mouvement  d'une 
figure  invariable.  On  sait  que  les  méthodes  de  Bellavitis  sont  très  propres  à 
l'étude  de  ce  genre  de  questions. 

ilbert[Ph.).  —  Sur  la  réduction  des  forces  centrifuges  compo- 
sées dans  le  mouvement  relatif  d'un  corps  solide.  (88-92). 

Dans  ce  mouvement  les  forces  centrifuges  composées  de  tous  les   points  sont 
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II.  Mannhciin  emploie  la  ihéorie  des  polaires  réciproques  pour  la  transforma- 
vn  des  pinceaux  de  droites  et  établit  ainsi  différentes  propositions  nouTelles. 

ïsant  (A .). —  Sur  une  généralisation  de  la  division  harmonique. 
1 35-1 36). 

L'auteur  étend  au  plan  la  propriété  des  quatre    points  harmoniques  sur  une 
ôiie  en  se  servant  de  la  représentation  des  imaginaires. 

tanne  (L.).  —  Sur  l'emploi  de  la  Géométrie  pour  résoudre  cer- 
aines  questions  de  moyennes  et  de  probabilités.  (i38-i39). 

gliaferro  (A*.).  —  Sur  de  nouvelles  fonctions  numériques 
ranscendantes  (i4o-i44)* 

och  {O.-J.)-  —  Note  sur  la  convergence  de  la  série  du  binôme 
le  Newton  pour  le  cas  de  x  =  i.  (i45-i47)- 

M.  Broch  reproduit  ici  la  démonstration  qu'il  donne  pour  ce  cas  dans  ses 
mrs  à  rUniversité  de  Christiania. 

Ibert  (Ph.).  —  Sur  Inapplication  des  équations  de  Lagrange 
lUX  mouvements  relatifs.  (i47-i52). 

On  sait  que  Bour  a  donné  les  équations  différentielles  de  Lagrange  sous  la 
»nne  convenable  pour  l'application  aux  mouvements  relatifs.  Ces  équatioas 
mt  ici  établies  par  M.  Gilbert  d'une  manière  immédiate  et  leur  interprétation 
tométrique  conduit  à  un  théorème  général  important  sur  le  mouvement  appa- 
;nt  d'un  système  dont  le  centre  de  gravité  est  fixé  sur  la  terre.  Appliqué  aux 
roblèmes  du  gj'roscope  complet  traités  par  M.  Lottner  et  par  Bour,  ce  théorème 
mrnit  presque  sans  calcul  les  équations  différentielles  du  mouvement,  même 
Il  tenant  compte  des  quantités  du  même  ordre  que  le  carré  de  la  rotation  ter- 
fistre.  Dans  le  cas  où  Taxe  du  gyroscope  est  libre  dans  tous  les  sens,  l'intégra- 
ion  s'effectue  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Dans  le  cas  où  cet  axe  ne 
ent  se  mouvoir  que  dans  un  plan  fixe  par  rapport  à  la  terre,  on  démontre  qu'il 
scille  par  rapport  à  sa  position  d'équilibre  comme  un  pendule  simple,  dont  le 
lan  d'oscillation  tourne  autour  de  la  verticale  avec  une  vitesse  angulaire  con- 
tante. 

%nnheim  {A.),  —  Construction  de  la  normale  à  la  surface  tra- 
jectoire d'un  point  d'une  figure  de  forme  invariable  dont  le  dé- 
placement est  assujetti  à  quatre  conditions.  (i52-i54). 

Cette  construction  ne  s'appuie  pas  sur  l'existence  des  droites  D,  A,  et  demeure 
pplicable  quand  elles  sont  imaginaires. 

zinnheim  {A.),  —  Construction  des  centres  de  courbure  princi- 
paux de  la  surface  de  vis  à  filet  triangulaire.  (iSG-iSp). 

'Jiebychef,  —  Sur  les  parallélogrammes  les  plus  simples  symé- 
triques autour  d'un  axe.  (iSg-idS). 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  VI.  (Juillet  1882.)  B.ia 
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Applications  mécaniques  du  beau  théorème  sur  les  fonctions  qui  approche^^ 
le  plus  de  zéro. 

Lucas  (-&•)•  —  Sur  les  formules  de  Cauchy  et  de  Lejeune-Dii 
chlet.  (164-173). 


Ce   Mémoire  est  le  développement  de  théorèmes  intéressants,  dus  4  Ai 

feuille  et  Le  Lasseur.  L'auteur  a  rapproché  les  résultats  obtenus  par  ces  savai 

de  ceux  que  l'on  doit  à  Gauss,  Cauchy,  Dirichlet  relativement  à  la  transfon^:^ 

xf I 

tion  de  4  en  une  forme  quadratique. 


X  —  i 


Foiiret  (C).  —  Sur  les  surfaces  de  vis.  (173-179). 

Les  surfaces  hélicoïdales  de  même  axe  et  de  même  pas  forment  dans  leor  en- 
semble un  implcxe  dont  les  caractéristiques  sont  toutes  deux  égales  à  l'unité. 
De  ce  fait  M.  Fourct  déduit  immédiatement  plusieurs  propriétés  intéressantfs 
de  CCS  surfaces  hélicoïdales.   Entre  autres  résultats,  on   trouve  que  la  coorbe 
d'ombre  propre  d'une  surface  de  vis  à  filet  carré,  éclairée  par  un  point  lumioeux 
quelconque,  est  l'intersection   de  cette   surface  par  une   surface  de  troisième 
ordre. 

Laisant  {A.),  —  Formule  relative  à  des  sommations  algébriques. 
(179-180). 

Laisant  {A,).  —  Sur  la  déformation  métallique  des  surfaces. 
(180-181). 

8*  Session  (Montpellier);  1879. 

Laisant  {C'A.).  —  Notice  historique  sur  les  travaux  des  première 

et  deuxième  sessions  jusqu'en  1878  inclusivement.  (64-117)- 

Cette  Notice  fort  élenduc  rend  compte  des  diverses  communications  présentées 
à  l'Association  Française  dans  les  sessions  précédentes.  Elle  est  divisée  de  '* 
manière  suivante  : 

I.  Analyse  algébrique.  —  Calcul  des  probabilités.  —  Théorie  des  nombres. 

II.  Géométrie. 

III.  Calcul  infinitésimal  et  calcul  des  fondions. 

IV.  Mécanique  rationnelle.  —  Mécanique  appliquée. 

V.  Mécanique  céleste  et  Astronomie.  —  Géodésie.  —  Topographie.  —  Arp^"' 
tagc. 

VI.  Physique  mathématique. 

VII.  Questions  diverses. 

Elle  se  termine  par  la  note  finale  suivante  : 

«  La  Notice  historique  qu'on  vient  de  lire  peut  donner  une  idée  de  l'imp*'  ' 
tance  croissante  des  communications  mathématiques  dans  l'ensemble  des  ^^^' 
vaux  de  l'Association  Française  pour  l'avancemcnl  des  Sciences...  » 

Aux  travaux  analysés  ci-dessus  il  importe  d'ajouter  ceux  communiqués  î*^" 
à  la  section  de  Physique,  sriit  à  celle  du  génie  civil   et  militaire,  soit  à  ccl'c"  *^ 
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navigation,  et  qui  ne  sont  souvent  autre  chose  que  des  applications  directes  des 
Mathématiques. 

imigues  {E,).  —  De  quelques  propriétés  d'une  famille  de 
courbes  représentées  par  une  équation  différentielle  à^deux  va- 
riables. (118-128). 

7ollignon  [Ed,).  —  Problème  de  Géodésie.  (129-137). 

A  partir  d'un  point  M  pris  sur  la  surface  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  du 
globe  terrestre,  par  exemple,  on  mesure  suivant  le  méridien  et  suivant  le  paral- 
lèle deux  arcs  très  petits,  correspondants  chacun  à  une  variation  d'une  seconde 
en  latitude  et  en  longitude.  On  demande  les  dimensions  de  l'ellipsoïde;  la  lati- 
tude X  du  point  M  est  supposée  connue. 

Ce  problème,  appliqué  au  sphéroïde  terrestre,  se  trouve  résolu  dans  les  Traités 
de  Géodésie  par  une  méthode  approximative,  fondée  sur  la  faible  valeur  de 
l'excentricité  de  l'ellipse  méridienne.  L'auteur  s'est  proposé  de  reprendre  la 
question  d'une  manière  générale  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  l'excentricité 
de  la  courbe  cherchée. 

Il  remarque  pour  cela  que  le  problème  revient  à  construire  une  ellipse,  con- 
naissant un  point  et  le  cercle  osculateur  en  ce  point,  ainsi  que  la  distance  de 
ce  point  à  un  axe.  Cette  construction  est  faite  d'une  manière  géométrique. 

Hmon  (Ch,),  —  Mémoire  sur  la  nouvelle  navigation  astrono- 
mique. (i38-i43). 

Ce  travail  est  une  étude  de  pure  géométrie.  Qu  nd  on  considère  à  un  point  de 
vue  purement  théorique  ce  qu'on  a  appelé  la  nouvelle  navigation  astronomique, 
il  est  naturel  de  se  demander  quelles  sont  les  cartes  sur  lesquelles  subsisterait 
la  théorie  des  droites  de  hauteur.  On  reconnaît  aisément  que  ce  sont  celles  où 
les  angles  sont  conservés,  et  l'on  est  ainsi  conduit  à  examiner  ce  que  deviendrait 
la  théorie  de  la  navigation  si  l'on  faisait  usage  de  cartes  construites  à  la  môme 
échelle  que  celle  de  Mercator,  mais  en  projection  stéréographique  sur  l'équa- 
teur,  et  la  conclusion  qui  se  présente  d'elle-même  est  que,  dans  la  pratique 
courante,  les  nouvelles  cartes  u'oiïriraient  aucun  avantage  sur  les  anciennes, 
mais  qu'il  pourrait  être  utile,  pour  la  résolution  de  certains  problèmes,  d'em- 
ployer concurremment  les  deux  systèmes  de  cartes. 

iiier  (E.).  —  Quelques   inventions  mathématiques  de   Viètc. 
(143-149). 

zrmentier.  —  Sur  la  quadrature  des  paraboles  du  troisième  de- 
gré. (i5o-i54). 

Démonstration  d'un  théorème  connu  avec  applications  numériques. 

houte  (/^.-//.).  —  De  la  projection  sur  une  surface.  (i55-i6i). 

L'auteur  appelle  projection  d'une  courbe  sur  une  sur/ace  le  lieu  des  pieds  des 
normales  menées  à  la  surface  des  différents  points  de  la  courbe.  Il  comnicnrc 
par  démontrer  quelques  théorèmes  connus  et  ajoute  quelques  propositions  nou- 
velles. 
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des  équations  différentielles  du  premier  ordre  à  deux  variables. 

(24ï-245). 

Pellet  (A,~E.).  —  Sur  les  équations  de  degré  premier  solublcs 
par  radicaux.  (2^0-249)* 

L'auteur  démonlre,  par  des  considérations  purement  algébriques,  le  théorème 
de  Galois  relatif  aux  équations  de  degré  premier  solubles  par  radicaux,  en  appli- 
quant la  méthode  qu'il  a  développée,  en  1878,  dans  sa  thèse  présentée  4  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris. 

Dewulf  eX  Schoute  {P. -H.).  —  Déterminer  une  courbe  unicur- 
sale  du  quatrième  ordre  ayant  des  points  doubles  en  A|  et  A2, 
et  passant  par  les  sept  points  1,  2,  3,  4?  ^1  ^  ^^  7*  (249'^^3)' 

Appell  [P,)  —  Sur  certaines  équations  différentielles  linéaires 
contenant  un  paramètre  variable.  —  Sur  des  polynômes  satisfai- 
sant à  une  équation  différentielle  du  troisième  ordre.  (aSS-sôo). 

Dans  le  premier  paragraphe  de  ce  Mémoire,  l'auteur  étudie  les  fonctions  sali^ 
faisant  à  une  équation  linéaire  de  la  forme 

où  A„  . . .,  A^  sont  des  fonctions  données  de  j:,  et  m  un  paramétre  variable.  H 
considère  plus  particulièrement  le  cas  où  m  =  3,  et  il  généralise  sous  certaines 
hypothèses  des  formules  bien  connues  relatives  aux  polynômes  de  Legendre  et 
de  Jacobi. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Appell  considère  les  polynômes  qui  naissent  de  la 
série 

^  a. .  .{a  -h  n  —  1)  b. .  .(b  -^  n  —i)  c. .  .{c  -^  n  —1) 
^^       1.2. . .  n. .  .d..  .{d  -^  n  —  i)  e. .  .{e  -r-  n  —  i) 

lorsque  c  est  égal  à  un  nombre  entier  négatif. 

Marsilly  (L.'J.-A,  de  C.  de).  —  Mémoire  sur  une  méthode  de 
calcul  appropriée  aux  corps  discontinus  qui  obéissent  à  des 
actions  à  distance.  (261-2-3). 

Escary.  —  \  aleur  finale  de  la  fonction  Y„  pour  des  valeurs  indé- 
finiment croissantes  de  Tenlier  n,  (274~^-78). 

La  forme  en  inli'grale  définii'   sous  laqurlie  Jarobi  a  mis  la  fonction  'n 
Laplace  poniiet  d'obtenir  la  valeur  finale  de  re  pohnôine  pourtles  valour^  <"''^" 
santés  de  n. 

Driosclii  (/*'.).  —  Recherches  sur  les  équations  différenlieH^^ 
linéaires  du  second  ortlre.  (278-283). 
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Applications  de  la  théorie  des  formes  à  celle  des  équations  linéaires  selon  les 
méthodes  que  la  Science  doit  à  M.  Brioschi. 

llermary.  —  Sur  le  jeu  du  Solitaire.  (284-295). 

L'auteur  se  propose  de  simplifier  la  théorie  de  ce  jeu  si  difficile,  donnée  par 
Reiss  dans  le  Journal  de  Crelle,  et,  après  lui,  par  M.  Ruchonnet  dans  le  t.  III 
de  la  Correspondance  mathématique. 

9*  Session  (Reims);  1880. 

Gilbert  [Ph,),  —  Sur  une  propriété  de  la  fonction  de  Poisson  et 
sur  rintégration  des  équations  aux  dérivées  partielles.  (6i-65). 

Schoute  {P. -H,).  —  Sur  une  transformation  géométrique  et  sur 
la  généralisation  d'un  problème  de  la  théorie  des  enveloppes 
dîtes  «  courbes  de  sAreté  ».  (65-72). 

M.  Schoute  se  propose  de  déterminer  l'enveloppe  des  ellipses  obtenues  comme 
mouvement  régi  par  une  attraction  centrale  proportionnelle  à  la  distance  du 
mobile  au  centre  d'attraction,  en  supposant  que  l'on  fasse  varier  la  direction^ 
mais  non  la  grandeur  de  la  vitesse  initiale.  Cette  enveloppe  est  une  ellipse. 

Les  différentes  ellipses  considérées  sont  les  projections  obliques  d'un  même 
cercle,  ce  qui  conduit  M.  Schoute  à  étudier  les  progressions  d'une  courbe 
donnée  sur  un  plan  et  les  enveloppes  sous  certaines  conditions. 

Catalan  {E,),  —  Sur  une  suite  de  polynômes  entiers  et  sur 
quelques  intégrales  définies.  (73-78). 

Soit 


on  a 


It 


_  2  Z'    —  e-"»'?+ (i-f-a?)  cos(sin9)  —  ire*»*? 

(i  — a?)' ~  ît    ^"^'Vo  e-*^-T—  2J7  cos(sin?)  -+-x'e«»*?       cos/^?»?» 

_  2  f/  \    C^ sinÇsiny) . 

"^'"~  it     ^^         Jç^     e-*"'?— 2j;cos(sin<p)  H-a7*e*»'î  ^'"^'^    ^' 

M.  Catalan  s'occupe  ensuite  de  l'expression  des  sommes  des  puissances  de  la 
suite  des  nombres  naturels  et  des  nombres  de  Bernoulli  par  des  intégrales 
définies. 

^^llignon  {É.),  —  Sur  les  polygones  inscriptibles.  (78-91). 

^application  de  la  Statique  à  la  démonstration  de  ce  théorème  bien  connu  : 
^^  Souê  les  polygones  qu'on  peut  construire  dans  un  plan  avec  des  côtés 
i^^M^iéfs,  le  plus  grand  est  celui  qui  est  inscriptible  dans  le  cercle, 

^^champs  [G»  de).  —  Sur  les  séries  récurrentes  proprement 
a  tes  et  sur  un  théorème  de  Lagrange.  (91-96). 


i;^  SECONDE  PARTIE. 

Collignon  {Ed.),  —  Note  sur  rinscription  dans  le  cercle  d'uD  po- 
lygone régulier  de  dix-sept  côtés.  (162-170). 

Le  but  de  celte  Note  est  de  faire  connaître  une  déinonstratioD  géométrique 
nouvelle,  qui  repose  sur  l'emploi  de  certains  angles  auxiliaires  dont  la  considé- 
ration permet  de  simplifier  un  peu  la  théorie  de  cet  intéressant  problème. 

Berdellé  (Ch.)»  —  Surl'élévaûon  aux  puissances  et  le  calcul  d'in- 
térêts composés.  (170-176,). 

Berdellé  (Ch.),  —  Propriétés  des  puissances  de  5  et  de  leurs 
multiples.  (176-179). 

Schoute  {P.-H.),  —  Sur  les  courbes  tracées  sur  une  surface  du 
deuxième  ordre.  (180-287). 

Cet  article  est  un  complément  aux  études  de  MM.  Chasles,  Cayley  etd'aaires 
géomètres  sur  les  courbes  tracées  sur  les  surfaces  du  second  degré. 

Roche  (É.),  —  Sur  Taplatisscment  terrestre  et  la  distribution  de 
la  matière  à  l'intérieur  du  globe.  (187-190). 

L'état  intérieur  de  la  terre,  au  point  de  vue  de  la  répartition  de  la  masse  au 
centre,  est  lié  à  trois  éléments  astronomiques,  savoir  :  la  densité  moyeooe,  la 
valeur  numérique  d«  la  précession  et  enfin  l'aplatissement  superficiel.  Il  résulte 
de  là  trois  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  la  loi  des  densités  des  coocbes 
terrestres,  mais  qui  sont  insuffisantes  pour  déterminer  cette  loi. 

M.  Boche,  en  admettant  la  fluidité  et  une  certaine  hypothèse  sur  la  compres- 
sibilité  des  couches,  avait  trouvé  autrefois  que  Ton  satisfait  à  ces  cooditionsau 
moyen  d'une  loi  très  simple  qui  ferait  varier  la  densité  de  10,6  au  centre  du 
globe  à  2,1  à  la  surface.  Cette  loi,  d'où  l'on  déduisait  la  variation  de  la  pesan- 
teur à  l'inlcricur  du  globe,  s'accordait  avec  rexpcriencc  de  M.  Airy  sur  l'oscilla- 
tion du  pendule  au  fond  d'une  mine. 

Dans  ces  derniers  temps,  l'hypothèse  de  la  fluidité  a  été  vivement  allaqu'^^ 
par  .MM.  llopkins  et  W.  Thomson.  Sans  prendre  parti  sur  celte  queslii^n, 
M.  Roche  remarque  que  considérer  la  terre  comme  un  bloc  solide  à  peu  pre* 
uniforme,  ayant  à  son  centre  un  noyau  très  dense  et  enveloppé  d'une  cuuchc 
sphérique  assez  mince  et  beaucoup  moins  dense,  constitue  une  hypothèse  tout 
opposée  à  celle  du  fluide  compressible.  Mais  par  sa  netteté  cette  hypothèse 
se  prête  au  calcul  et,  en  la  combinant  avec  les  valeurs  connues  de  la  densité 
moyenne,  de  la  précession  et  de  l'aplatissement,  l'auteur  a  pu  arrivera  la  dé- 
termination des  inconnues  qu'elle  renferme. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  le  bloc  composant  la  majeure  partie  du  fi'ow 
terrestre  aurait  une  densité  égale  à  6.  La  masse  centrale  serait  le  n  de  la  masse 
entière. 

Enfin  la  couche  extérieure  à  laquelle  M.  Roche  attribue  la   densité  moyenn 
2,7  aurait  une  épaisseur  égale  à  l  du  rayon.  Sa   masse   serait  le  y  de  la  ^^' 
entière. 

Alexéief,  —  Sur  Tintégration  de  l'équation  y'' 4-  Pj'  +  Q/^^' 
(190-192). 
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L'auteur  montre  que,  lorsque  l'équation  linéaire  du  second  ordre  admettra 
une  intégrale  première  de  la  forme 

où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  de   x,  l'intégration  complète  de  l'équation   sera 
toujours  ramenée  aux  quadratures. 

Ragona  {D,),  —  Sur  une  nouvelle  méthode  pour  mesurer  la  dé- 
clinaison magnétique  en  un  lieu  donné.  (iqS). 

Schoute  (P,-H.).  —  Sur  la  transformation  conjuguée.  (i94-2o5). 

Les  courbes  planes  du  troisième  ordre  qui  passent  par  huit  points  donnés  ont 
encore  un  neuvième  point  commun  qui,  avec  les  huit  points  donnés^  forme  la 
base  du  faisceau.  Quand  on  ne  fixe  que  sept  points  de  cette  base  et  qu'on  fait 
mouvoir  le  huitième,  le  neuvième  se  meut  aussi.  Ces  deux  points  forment  donc 
dans  le  plan  des  courbes  du  troisième  ordre  une  correspondance  birationnelle 
en  involution,  que  M.  Schoute  commence  par  étudier.  Il  considère  ensuite  la  cor- 
respondance entre  un  plan  simple  et  un  plan  double.  Les  deux  points  du  plan 
simple  qui  correspondent  à  un  point  du  plan  double  forment  une  correspondance 
involutivc  birationnelle,  à  laquelle  M.  Schoute  donne  le  nom  de  transformation 
conjuguée.  Une  telle  correspondance  a  déjà  été  étudiée  par  M.  de  Paolis. 
M.  Schoute  reprend  cette  théorie,  en  faisant  l'étude  de  quelques  cas  spéciaux  et 
en  mettant  en  évidence  plusieurs  points  de  vue  nouveaux. 

Laisant  (C.-A.).  —  Sur  la  transformation  exponentielle.  (206- 
aii). 

Il  s'agit  ici  de  la  transformation  définie  par  l'équation  2'=  e',  où  z  et  2' sont 
deux  variables  imaginaires.  L'auteur  donne  les  principales  propriétés  géomé- 
triques qui  se  rapportent  à  cette  transformation. 

Guieysse  (/^.).  —  Élude  sur  les  sondages.  (21 1-235). 

1.  Sondes  à  grande  profondeur.  —  Détermination  des  courants  de  surface  en 
pleine  mer  et  des  courants  de  fond.  —  Sondes  d'atterrissage. 

2.  Sondes  en  embarcation. 

JDeUaulx.  —  Note  sur  une  propriété  caractéristique  des  surfaces 
du  second  degré  dans  la  théorie  de  l'électricilé  statique.  (236- 
239). 

L'auteur  se  propose  de  démontrer  que,  parmi  toutes  les  surfaces  convexes,  les 
surfaces  du  second  degré  jouissent  seules  de  la  propriété  que,  dans  l'équilibre 
électrique,  les  actions  élémentaires  sur  un  point  intérieur  se  détruisent  deux  à 
deux. 

'Forestier,  —  Noie  sur  les  équations  d'une  même  courbe  en  coor- 
données polaires  par  rapport  au  même  axe.  (240-241). 

Handré  {Corneille-L,),  —  Remarques  sur  les  solutions  singulières 
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ves  à  l'intensité  et  à  Tanomalie,  dans  sa  théorie  de  la  dif- 
on  de  la  lumière.  (207-222). 

?r  [J.-W.-L,).  —  Une  identité  trigonomé  trique.  (a22-223). 

?r  [J,'W.-L.),  —  Sur  quelques  équations  identiques  dans 
§orie  des  fonctions  elliptiques.  (223-224)- 

on  {A,).   —  Nouvelle  application  des  méthodes  Lalanne 
le  calcul  des  expériences  photométriques.  (225-227). 

n  (-£*.).  —  Sur  une  décomposition  en  facteurs.  (228-229). 

\  (2r)**+»-i-2(g  — r)(2r)»+>4-^' 
)       =[(2r)»'»-»4-(2r)»+'-+-g][(2r)«+«— (2r)»+»-4-^]; 
I  formule  précédente,  pour  r  =  g  =  i,  devient  la  formule  de  M.  Le  Lasscur 
3«*+»-i-i=  (3"+»-M)  (3"+»-4-3»*-»-»-M)  (3"+»  — 3*+» -M). 

(/.).  —  Sur  les  équations   des   cercles   circonscrits   ou 
îts  à  des  polygones  plans  et  sphériques.  (230-288). 

^es  {A,),  —  Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  ou  corn- 
es de  l'équation  U«±:  V''=^  S^^-  W*».  (239-248). 

cas  où  n  =  a  ou  3  sont  bien  connus.  Passant  au  cas  de  /i  =  4»  <»^  ^ 
ion 

er  considère   comme  impossible;  mais  jusqu'ici  l'impossibilité  n'a  pas 
été  démontrée.  II  n'en  est  plus  de  même  de  l'équation 

U«  +  V«=S<-+-W«; 
omme  solutions  : 

=  (:r'-+-^')  {^x^—yx^'\'  ly^x^  +  iBy^x^—y^)  -+-  %xy^{^x^-^y*)y 
=  {x^-^y*)  (ar*— iS^^'ar^-j-  ^y^x^-k-y^x  -\-^y^)  -^-^x^y^x^-h  a^), 
=  {x^-^y^)  (aa?*-+->'a?^-4-  ^y^x^—i^y^x'^-^-y^)  -\-%xy^{^x^'\-y*)y 
=  {x^-^-y^)  {  —  x^  +  i%y^X!^'^iy*x^—y*'^iy*)-ir%x^y{^x^+y*). 

r  x  =  t,  y  =  3f 

59«-f-i58«=i33«  +  i34«, 

m  bien  plus  simple  que  celle  donnée  par  Enler  dans  les  Mémoires  de 
Pétersbourg 

477069* -+-  8947*  =  3io3i9*-*-  438397'. 

!>esboTe8  termine  par  quelques  considérations  générales  et  par  la  solation 
nbres  complexes  de  l'équation 

U»+V»=S*4-W». 

ère,  —  Des  carrés  doublement  mag^iques.  (243-254). 


ito  SECONDE  PARTIE. 

Laquière.  —  Note  sar  une  amusetle  anthmétique.  (a55-a37). 

Placer  •■  cerUin  nombre  des  aitiers  natiirels  consécutifs  aox  points  d'inter- 
sectioa  d'anc  série  de  circonférences  concentriques  avec  ane  série  de  dia* 
McCrcs,  ainsi  <{n^an  centre,  de  telle  sorte  que  la  somme  des  termes  contenss,  soit 
snr  nne  même  circonférence,  soit  sur  on  même  diamètre,  reste  toujours  la  mène. 

Schoute  [P.-H,),  —  Sur  révalaation  d'une  intégrale  définie  par 
la  théorie  des  probabilités.  (258-262). 

La  résolution  de  ce  problème  :  Quelle  est  la  probctbilite' pour  qu^une  droite, 
qui  coupe  un  cercle  dorme',  coupe  encore  un  autre  cercle  donne'  dans  le  mime 
plan,  permet,  en  employant  deux  marches  difiièrentes,  d'évaluer  rintégrale 
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^'^  \' a* -i-r* -h  2 or  cos^ 
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NOITV'ELLE  CORRESPONDANCE  MATHÉMATIQUE  ,  rédigée  pai 
M.  E.  Catalan,  avbc  la  collaboration  dr  MM.  Mansion,  Laisant, 
Brocard,  Nbuberg   bt  Ëd.  Lucas  (<). 

Tome  V;  1879. 

Brocard  (H,),  —  Sur  la  fréquence  et  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers. (1-7,  SS-Sg,  65-71,  113-117,  263-269). 

Aperçu  historique,  d'après  S.  GQnther,  Ziele  und  Besultàte  der  neuerenma- 
thematisch-historischen  Forschungen  (Erlangen,  1876),  complété  par  desre- 
cherrhcs  de  l'auteur.  Travaux  de  Gauss,  Eisenstein,  Schlômilch,  Dirichlct,S«r- 
ret,  Le  Besgue,  Tchebychef.  Notes  par  M.  Catalan,  où  il  signale,  entre  autre» 
choses,  une  erreur  de  M.  Curtze  relativement  à  la  série  de  Lambert. 

Realis  {S.).  —  Note  sur  quelques  équations  indéterminées.  (Fin, 
voir  t.  IV,  p.  325,  346,  369).  (8-11). 


(•)  Voir  Bulletin,  i~  série,  t.  VIII,  p.  217;  t.  X,  p.  146;  1*  série,  t.  I,  p.  ^• 
t.  II,  p.  III  ;  t.  IV,  p.  56.  La  Nouvelle  Correspondance  mathématique  paraissait 
mensuellement  par  livraison  de  deux  ou  trois  feuilles.  Le  prix  d'abonnement  était: 
10  fr.  pour  la  Belgique,  12  fr.  pour  l'Union  postale.  Ce  Recueil  est  remplacé,  de- 
puis 1881,  par  un  autre  intitulé  Mathesis  {voir  ci-dessous,  p.  189). 
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Luccts{Éd,).  —  Questions  de  Géométrie  élémentaire.  (i2-i3). 

Démonstration  de  plusieurs  propositions  élémentaires,  et,  en  particulieri  de 
la  suivante,  très  remarquable,  dont  la  première  Partie  appartient  ^  Steiner.  Si 
les  diagonales  d'un  octaèdre  secoupent  k  angle  droit,  les  projections  du  point  de 
concours  A  des  diagonales  sur  les  faces  de  l'octaèdre  sont  situées  sur  une  sphère  ; 
les  perpendiculaires  abaissées  de  A  sur  chacune  des  faces  rencontrent  les  faces 
opposées  en  huit  points  situés  sur  la  même  sphère. 

Afansion  (P.).   —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
Stirling,  d'après  M.  J.-W.-L.  Glaisher,  F.  R.  S.  (44-53). 

Laisant  (C.-A.).  —  Sur  le  polarimètre  polaire  de  M.  Âmsler. 
(Suite,  voir  t.  IV,  p.  57).  (71-76;  107-12 1). 

Zre  Paige(C.).  —  Sur  la  multiplication  des  déterminants.  (76- 
79)- 

Jamet  (F.).  —  Sur  la  multiplication  des  déterminants.  (79-81). 

Van  Aubel{H.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  degré.  (81-87). 

Afansion  {P*).  —  Remarques  sur  les  théorèmes  arithmétiques  de 
Fermât.  (88-91  ;  122-1 25). 

Fermât  a  déclaré  en  16^0  et  en  i654  qu'il  ne  parvenait  pas  à  démontrer  qut 
a* H-  I  est  toujours  premier  quand  A:  =  2^.  On  ne  peut  donc  pas  dire  qu'il  s'est 
trompé  relativement  à  cette  proposition  empirique. 

Catalan  {£,).  —  Quelques  identités.  (91-94). 

Le  produit  de  deux  nombres  par  leur  somme  ne  peut  être  un  cube.  Si 

ap  =  a  4- 6 -4- c,    on  a    a"-h  6* -f- <:*  =  />"-+-(/>  — a )'-f- (/?  — ^)'-f-(/>  -    c)*. 

Si  n^  est  le  {p  +  1)  coefficient  binomial  dans  (1  -t-  x)*,  on  a,  d'après  M.  E.  Ce- 
sâro. 

Il  1  II  ,  .m  f^m 

Bombled.  —  Sur  la  série  1  -i-  v>.Px -f-  Zf'x^ -r-,. . .  ^9^7)' 
Realis  (5.).  —  Question  d^analjse  indéterminée.  duô^îriH), 

L'équation 

s\  -^  ^l  —'"-r^i  "^  i^ffi  -hifi* 

est  toujours  résoluble  d'une  isfiBit^  àr  mtourret,  m  aomïffe%  enUrrt^  ^Mp^tltU  ou 
négatif». 

Catalan  (  E.),  —  Sur  une  §ail«  de  nombres  impaire   ^i'^,8-iî<r|  1, 
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De  Longchamps  (G.).  —  Sur  lesconchoïdales.  (i45-i49)* 

Par  un  point  A  pris  sur  une  courbe  F,  menons  une  tangente  AI  coupant  ^^Mideoi 
autres  courbes  en  B,  C.  Portons  sur  la  tangente  AI  une  longueur  AI  =  R«  -  Le 

lieu  du  point  I  est  une  conchotdale.  Tracé  de  la  tangente  à  la  cissoTde,  i  la 

stropholde,  à  la  lemniscate,  au  limaçon  de  Pascal,  etc.,  considérés  comm^^Mc  des 
concholdales. 

Realis{S.).  —  Théorèmes  d'Arithmétique.  (i5o). 
Jamet  (  V,),  —  Sur  la  Géométrie  de  la  sphère.  (i5i-i56). 

Théorie  des  transversales. 

Laisant  et  Beaujeux.  —  Quelques  conséquences  des  théorè        mes 
de  Fermât  et  de  Wilson.  (i56-i6o;  177-182). 

Soit/>  un  nombre  premier,  q  un  entier  <,p  —1.  On  a 

(i.2.3...g)[i.2...(/>  —  ^  -hi)]  -+-1  =  multiple  de  p. 
Conséquences  nombreuses. 

Lucas  {É,).  —  Problèmes  sur  les  normales  à  Tellipse.  (i6i-i(^^5)- 

Catalan  {E,).  —  Un  problème  traité  par  Euler.  (169). 

Lucas  (L\),  —  Sur  l'analyse  indéterminée  biquadratique.  (■ 
186). 

Soit  à  résoudre  Féquation  indéterminée  ^'=/(x),  en  nombres  ratiorm  ucis, 
/{x)  étant  une  fonction  du  quatrième  degré  à  coefficients  rationnels.  On  p-oseni 

r?(a:)  =  F(x), 

9(x)  étant  une  fonction  de  degré/?,  où  xf  a,  pour  coefficient  l'unité,  F(x>    «""^ 
fonction  de  degré  /?  -h  2.  On  devra  avoir 

[V{x)y=/{x)['i{x)\', 

équation  de  degré  2/>  4- 4  conlenant  2/> -f- 3  coefficients  inconnus.  Si  '<>° 
connaît  2/7-4-3  solutions  rationnelles  de  y^  =  /{x)j  cette  équation  de  degré 
2/?  -4-  4  servira  à  en  trouver  une  de  plus. 

Dostor  (G.).  —  Centre  de  gravité  du  périmètre  d'un  quadrilatère 
quelconque.  (187-188). 

Starkof»  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires.  (225-23o/' 

Cliaclu.  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points.  ('^.3o-232). 

Neuberg  (/.).  —  Sur  la  courbure  des  lignes.  (233-234). 

Ribaucour{A.),  —  Mémoire  stir  les  courbes  enveloppes  deccaies 
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et  sur  les  surfaces  enveloppes  de  sphères.  (257-263;  3o5-3i5; 
337-343;  385-393;  417-425). 

Première  Partie,  —  I.  De  tous  les  points  d'une  courbe  donnée,  on  décrit  des 
cercles  de  rayons  fonctions  de  la  j)osition  de  ce  point.  L'enveloppe  de  ces  cercles 
a  deux  branches  dont  les  points  correspondants  sont  réunis  par  une  ligne  de 
contact  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  donnée,  au  centre  du  cercle 
variable  et  distante  de  ce  centre  d'une  quantité  a  donnée  par  la  formule 

ads  =■  r  dry 

ds  étant  la  différentielle  de  Tare  de  la  courbe  primitive.  On  conclut  de  cette 
formule,  par  exemple,  les  théorèmes  suivants  : 

I*  Les  cordes  de  contact  des  cercles  concentriques  aux  premiers  et  tels  que 

Von  ait 

r'^—  r'-Hconsl. 

sont  les  mêmes  que  pour  les  premiers. 

2»  Si  r  =  p,  rayon  de  courbure  de  la  courbe  primitive,  la  corde  de  contact 
passe  par  le  centre  de  courbure  de  sa  développée. 

3«  Si  r  =  5,  8  étant  la  distance  comptée  depuis  la  courbe  donnée  jusqu'à 
une  seconde  courbe,  dans  une  direction  fixe,  la  corde  de  contact,  relative- 
ment au  cercle  de  rayon  /•,  ayant  son  centre  en  A,  a  pour  pôles  le  point  S 
d'intersection  des  tangentes  en  A.  à  la  courbe  lieu  des  centres  et  en  B  point 
correspondant  de  la  deuxième  courbe. 

4*  Étant  données  deux  courbes  A,  B,  si  l'on  prend  pour  r  la  distance  entre 
un  point  de  B  et  le  point  où  la  tangente  en  B  coupe  A,  la  série  des  cercles  r 
sera  orthogonale  à  la  courbe  B  ;  la  corde  de  contact,  dans  ce  cas,  passe  par 
le  centre  de  courbure  de  B  au  point  considéré.  La  corde  de  contact  a  une 
enveloppe  touchée  par  chaque  corde  en  un  point  situé  en  ligne  droite  avec 
les  centres  de  courbure  des  deux  branches  de  l'enveloppe  des  cercles  aux 
points  où  elles  sont  rencontrées  par  cette  corde. 

n.  Déformons  la  ligne  des  centres  (A),  de  manière  à  en  faire  une  droite  (D) 
tangente  en  A  à  (A).  Soient  (e),  (e')  les  enveloppes  des  cercles  relatives  4  la 
droite  (D)  ;  (E),  (E')  les  enveloppes  de  (e),  (c'),  quand  on  fait  rouler  (A)  sur 
(D);  c,  c'y  C,  C  les  centres  de  courbure  de  (c),  (c'),  (E),  (E').  On  aura  le  théo- 
rème suivant  : 

Lorsque  l'on  déforme  la  ligne  des  centres  (A),  en  la  laissant  tangente  à 
(D)  au  point  A,  la  droite  qui  joint  les  centres  de  courbure  C,  C  passe  par 
un  point  fixe  de  (D)  et  rencontre  la  normale  à  la  développée  de  (A)  en  un 
point  dont  la  distance  à  la  normale  c/i  A  à  (  A)  est  constante  pendant  la  dé- 
formation» 

IIL  Propriétés  relatives  de  plusieurs  séries  de  cercles,  dont  les  rayons  sont 
dans  un  rapport  constant. 

IV.  Si  Ton  déforme  la  ligne  des  centres  (A)  dans  une  portion  de  sa  longueur, 
la  somme  algébrique  des  deux  arcs  correspondants  de  l'enveloppe  reste  con- 
stante. 

V.  Propriété  analogue  pour  Taire  comprise  entre  les  deux  branches  de  Fcnve- 
loppe  et  les  cordes  de  coiUaçt  extrêmes. 

VI.  Propriétés  relatives  aux  centres  de  gravité,  dans  le  cas  étudié  §  111. 
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DfUTJème  Pariée,  —  ExtCBskm  des  résvluts  précédenU  aux  cnvcloprfc  et  ^ 

Aeuberg  i V.  u  —  Sur  les  triangles  faomologiques  (  270-275)^ 

Lévy{LJ}.  —  Exposition  des  premières  propriétés  des  surfaces  du 
second  degré.  (276-278;  321-323;  348-35o). 

\euberg  (y.  ».  —  Sur  les  tétraèdres  homologiques.  (3i5-32<^^. 

Brocard  {HX —  Propriété  du  triangle.  (323-325;  343-347;  3p3L 
397  ;  4^5-430). 

Catalan  (£*.).  —  Une  propriété  du  nombre  365.  (325). 
Aeuberg  (J.).  —  Sur  la  cycloïde.  (35 1-355). 

Cae  CTclelde  peat  être  engendrée  de  la  manière  suivante  :  un  point  A  se  meol 
arec  une  vitesse  v  sur  une  droite  D  ;  aatoar  de  ce  point  A  tourne  une  droite  £ 
avec  une  vitesse  an^aire  i*'  :  le  point  B  situé  sur  E  à  une  distance  ÀB  =  R 
telle  que  1^'  R  =  »%  eogeadre  une  cjclolde  ;  les  autres  points  de  E  engendrent  des 
cyclddes  allooirèes  ou  raccourcies.  Le  mouvement  de  E  est  dit  cycloldal.  Toute 
droite  qmi  a  un  mouvement  cydoTdal  4  Tun  de  ses  points  engendre  voe  cj- 
clolde,  tandis  que  tons  les  autres  engendrent  des  cycIoTdes  allongées  oa  ne- 
courctes.  On  trouve  aisément  que  la  normale,  la  tangente  à  la  cjcloTde,  aoe 
droite  faisant  un  angle  constant  sont  animées  d'un  mouvement  cycloldal. 

Mansion  {PX  —  Principes  de  la  théorie  des  développoïdes  des 
courbes  planes.  (356-363;  398-89^). 

Brocard  (If .).  —  Notes  sur  les  questions  de  mathématiques  du 
Concours  de  l'Ecole  Polytechnique.  (  364-370 ). 

Mansion  ^P.^.  —  Esquisses  biographiques  :  J.  Booth.  (S^S). 

De  Longchamps  {G.).  —   Sur  les   cubiques  unicursales.  (ioi- 
408).' 

Catalan  (  E.),  —  Sur  la  décomposition  d'un  cube  en  quatre  cubes. 
(409-41 1). 

Jensen  (y.-Z.-H'.-J.).   —  Multiplication  de  deux  séries  conver- 
gentes. ^43o-43.j). 

Traduit  du  i\^tio\s  iïvl  Journal  de  Zeutlien,  1879,  p.  93-96.  On  peut  inultip»ff 
deux  séries  convergentes,  d'après  la  règle  habituelle,  même  si  la  série  des  mo- 
dules de  Tune  d'elles  n'est  pas  convergente. 

Healis  \S.),    -  (Questions  d'anaivsr  numérique.  (433-4^^^)- 
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Catalan  (^E,),  —  Sur  une  épure  de  Géométrie  descriptive.  (435- 

437). 

Bibliographie.  (i4-i8;  2o5-2og;  255). 

CoiiRESP05D4iiicE.  (i8-22;  I o3 ;  166-168;  195-201;  235-238;  ^79> 
370-374;  437-448). 

Solutions  des  questions  proposées.  (23-3o;  53-64;  103-109; 
1 30-142;  169-176;  209-219;  242-254;  280-299  ;  326-335  ;  376- 
38i  ;  4i2-4i6;  449-45i). 

Questions  PROPOSÉES.  (3 1-32;  64;  110-112;  i42-i44î  ^1^\  ^oi- 
2o5;  209-224;  256;  3oo-3o3;  335-336;  38 1 -384;  45i-454)« 

Extraits  analytiques.  (97-100;  188-194)' 

Variétés.  (101-102;  i44-'97;  239-242;  438-449)- 

Rectifications.  (i44;  i5o;  198;  224;  3o3-3o4;  344!  4i6). 

Table  des  matières.  (455-564). 

Tome  VI;  1880. 

Jiibaucour  {A.).  —  Mémoire  sur  les  courbes  enveloppes  de  cercles 
et  sur  les  surfaces  enveloppes  de  sphères.  (Fin).  (1-8). 

Voir  t.  V,  p.  a57,  3o5,  337,  385,  417. 

JWeuberg  (/.).  —  Sur  le  nombre  des  sphères  qui  touchent  quatre 
plans  donnés.  (8-18). 

Discussion  complète,  par  la  Géométrie  seule,  de  tous  les  cas  qui  peuvent  se 
présenter.  Il  y  a  huit  sphères  au  maximum,  mais  ce  nombre  peut  se  réduire. 

£rocard{H.).  —  Propriété  du  triangle.  (19-23,  97-100). 

Suite,  voir  t.  V,  p.  333,  343,  393,  435. 

Saltel{L.),  —  Application  du  théorème  de  RoUe  à  la  théorie  de 
Fosculation.  (24-3o). 

Catalan  {E,),  —  Sur  un  système  d'équations  linéaires.  (3o-32). 

Catalan  {E,),  —  Sur  quelques  développements  de  cos/nx  et  de 
smmx,  (ioo-io5). 

Neuberg^J.),  —  Propriétés  de  l'ellipse.  (105-109). 
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Laisant  (A.).  —  Généralisation  d'une  formule  de  M.  Gitalan. 
(109-111). 

Realis  (S.).  —  Remarque  sur  une  équation  indéterminée,  (m- 

II 3). 

Dubois  (£*.).  —  Sur  le  théorème  des  faisceaux,  (i  i4-i  18). 
Cesaro(E.).  —  Sur  Texislence  de  certains  polyèdres,  (i  18-119). 

Il  n'/'a  que  cioq  espèces  de  polyèdres  dont  tous  les  angles  solides  ont  le  méoe 
nombre  d'arêtes  et  les  faces  le  même  nombre  de  côtés.  Ce  sont  le  létnédre, 
rhexaèdre  à  faces  quadrilatères,  FocUèdrc  et  Ticosaèdre  à  faces  trianguUiies,  le 
dodécaèdre  à  faces  pentagonales. 

Catalan{E,).  — Sur  l'intégrale  /  — _^'\^  '  (i5i-i55). 

On  arrive  à  la  substitution  d*EuIer  qui  rend  la  différentielle  rationnelle,  par 
les  substitutions  naturelles 

â?  =  tang  -  ç,    siuff  =  z,    2  =  v^  sinO. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  hémisjmé- 
triques  d'ordre  pair.  (  i55-i58). 

Dubois  {E.),  —  Sur  une  famille  de  courbes  cjcloïdales.  (nfJ* 
i65). 

Neuberg  {J,).  —  Exercices  de  Mathématiques  élémentaires.  (i6d- 
168;  21 5-2 16;  364-365). 

Wassilief,  —  Esquisse  biographique.  Alexandre  Popof.  (169.)* 

Desmartres,  —  Sur  les  surfaces  à  génératrices  circulaires.  (19^" 
201,  3oo-3o5,  337-341). 

Les  normales  aux  différents  points  d'une  surface  engendrée  par  un  cercle,  le 
long  d'une  de  ces  génératrices  circulaires,  rencontrent,  outre  l'axe  de  celle  géné- 
ratrice, une  conique  fixe  qui  peut  servir  à  construire  ces  normales.  Les  surface» 
dont  les  génératrices  circulaires  sont  les  lignes  géodésiques  sont  la  sphère  el  w 
cylindre. 

Catalan  {E.),  —  Des  coniques  satisfaisant  à  quatre  conditions. 
(201-206). 

Brocard  {IL),  —  Kole  sur  divers  articles  de  la  Nous^elle  Corres- 
pondance,  (2o6-2l5). 

Xeuberg  (7.).  —  Sur  les  normales  à  Tellipse.  (24i-i'-5o,  ^iSf)-'^?!^/* 
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Résumé  extrêmement  bien  fait  de  la  théorie  des  normales  aux  coniques,  con- 
tenant des  démonstrations  et  des  propositions  nouvelles. 

ucas  {£,),  —  Sur  l'extension  du  théorème  de  Descarteâ.  (aSo- 
253). 

Les  théorèmes  de  M.  Laguerre  sur  la  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
supérieures  à  une  quantité  a  sont  démontrés  par  M.  Lucas,  comme  Segner  et 
Gauss  ont  démontré  celui  de  Descartes. 

'aialan  {E.),  —  Remarques  sur  une  série.  (253-255). 

L'auteur  établit  d'une  manière  très  simple  la  transformation  de  Clausen  de  la 
série  de  Lambert. 

brocard  {H,).  —  Sur  la  fréquence  et  la  totalité  des  nombres  pre- 
miers. (Suite,  voirt.  V.)  (255-263,  48i-488,  529-542). 

Recherches  de  Piarron  de  Mondesir,  Meissel,  Riemann,  Genocchi,  Desboves, 
James  Glaisher  et  J.-W.-L.  Glaisher. 

\ealis  (S.).  —  Sur  quelques  questions  se  rattachant  au  problème 
de  Pell.  (3o6-3i2,  342-35o). 

^esaro  {E,).  —  Sur  la  série  harmonique.  (3i2-3i4)- 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  harmonique  est  comprise  entre  In 

et  //i  -h  -•  (Démonstration  élémentaire.) 
2 

*aquière.  —  Théorie  géométrique  des  courbes  anallagmatiques, 
sections  planes  de  la  cyclide.  (35 1-354,  4o2-4o6,  453-432). 

^esaro.  —  Une  démonstration  de  la  formule  de  Stirling.  (354- 

357). 

Simplification  de  la  méthode  exposée  t.  V,  p.  44* 

fansion  (P.).  —  Dérivée  des  fonctions  élémentaires  d'une  va- 
riable imaginaire.  (358-364,  385-396). 

Catalan  (E,),  —  Sur  la  quadrature  des  courbes  paraboliques. 
(396-402). 

Démonstration  très  simple  du  théorème  de  Gauss. 

>andry.  —  Décomposition  de  2** 4-1.  (4ï7)- 

^  Lasseur.  —  Autres  décompositions.  (417-4*8). 

Décomposition  de  nombres  très  grands  en  leurs  facteurs;  3918000731816331 
est  premier. 
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Catalan  {E.).  —  Sur  la  cyclide.  (439-446). 

Résumé  des  propriétés  de  cette  surface  en  suivant  autant  que  possibl  ^e  U 
marche  indiquée  par  Dupin. 

Realis  (S.).  —  Problème  d'analyse  indéterminée. 

Carnoy  (•/.).  —  Théorèmes  sur  les  coniques. 

Cesaro  {E,).  —  Quelques  formules.  (45o-452). 

Catalan(E.),  —  Sur  une  propriété  des  surfaces  du  second  def^ ?,ré» 

(489-490). 

I^  Paige  (  C).  —    Sur  quelques  propriétés  des   détermlnan:=^ls. 

(489-496). 

Déterminants  de  déterminants. 

Laquière.  —  Observations  sur  la  question  229. 

Sur  les  quadrilatères  articulés. 

Cesaro  {E,).  —  Sur  les  formes  approchées  des  solides  d'égale         ^' 
sistance.  (5o2-5o3). 

Badicke  (A.).   —  Démonstration  du  théorème  de  v.  Staudt  - — ^^ 
de  Clausen.  (SoS-So^). 

Hadicke  (A.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Stem.  (5^     ^7' 
509). 

Cesaro  (E,).  —  Une  question  de  maximum  traitée  par  Poncel^tlel- 
(548-55i). 

Berger,  —  Quelques  théorèmes  extraordinaires.  (55 1-552). 

Catalan  (E,),  —  Un  nouveau  théorème  empirique.  (55?.-553)! 

La  somme  des  cinquièmes  puissances  des  n  premiers  nombres  naturels  ou  ^^^neuf 
fois  cette  somme  est  décomposabic  eu  trois  carrés  entiers  et  positifs. 

BlBLIOCrRAPHIE.    —  (-ilJ-ÎÎIQ,   315-317). 

Correspondance.  —  (32-44?  1 19-1^^-1  '7<^-'75,  219-228,  263-^ie.  <){, 
317-325,  366-370,  408-417,  453-463,  509-5 12). 

Solutions  des  questions  proposées.  —  (48-93,  1 22-140,  ijô-w  çi, 
229-237,    325-333,  370-333,  418-424,  463-475,  5i3-525,  >>/- 

562). 
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l^UBSTIONS  PROPOSÉES.  —  (94-96,    l4l-l44)   >9ï->9î»«  238-24o,  287- 

288,  333-336,  384-4i5,  425-43i,  476-480,  525-528,  563-564). 

/akiétés.  —  (45-47,  265-266,  407-408). 

^cTiFicATioiis.  —  (96,  i44»  192,  240,  336,  384,  432,  480,  528, 
564). 

Table  des  matiebes.  —  (565-576)  (*). 


rIATHESIS,  Rbcubil  mathématique  a  l'usage  des  Écoles  spéciales  et 
DBS  établissements  d'instruction  moyenne,  publié  par  P.  Mansion, 
Professeur  à  rUniversité  de  Gand,  et  J.  Neubbrg,  Professeur  à  TÉcole 
des  Mines  de  Liège.  Gand,  Hoste;  Paris,  Gauthier-Villars  (*). 

Table  des  Matières  (v-viu). 

^réface.  —  (1-2). 

Mansion  (P.)*  —  Démonstration  élémentaire  du  théorème  de  Tay- 
lor  pour  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire.  (3-6). 

Démonstration  élémentaire  de  la  formule 


i.a       "^  i.a..  .(#1  — i)"'  J  i.2...(a  — I) 


> 


où  z  est  de  la  former -h  j^V^'^.  De  la  forme  du  reste  ici  indiquée,  on  déduit  celle 
de  M.  Darboux  et  celle  de  M.  Falk.  Cette  dernière  forme  du  reste,  qui  suffit 
pour  établir  complètement  la  théorie  des  fonctions  élémentaires  d'une  variable 
imaginaire,  est  aussi  obtenue  en  ne  s'appuyant  que  sur  le  théorème  de  RoUe, 
donc  sans  Calcul  intégral. 


(')  Ce  Volume  est  le  dernier  de  la  Nouvelle  Correspondance.  M.  Catalan 
vait  su  grouper  autour  de  lui  des  collaborateurs  zélés.  Son  action  avait  été  fé- 
onde.  11  est  regrettable  qu'il  ait  été  conduit  à  cesser  la  publication  de  son  inté- 
^ssant  Recueil. 

(')  MathesU  fait  suite  à  la  Nouvelle  Correspondance  mathématiquey  mais  a 
iQ  caractère  un  peu  plus  élémentaire.  Ce  Recueil  parait  par  livraisons  mensuelles 
le  16  ou  34  psgcs  in-8.  Le  prix  d'abonnement  est  :  7  fr.  5o  c.  pour  la  Belgique; 
\  fr.  pour  l'Union  postale.  Le  Tome  I  contient  viii-aaS  pages  et  un  Supplément 
le  64  pages. 
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Manùon  (P-)-  —  Généralisation  d'une  propriété  des  podaires.  {"^Y 

Neuberg  (/.).  —  Questions  de  Mathématiques  élémentaires.  ^^7- 

10,  26-27). 

Mansion  (P.).  —  Sur  un  nouveau  principe  de  Calcul  des  probsfe bi- 

Hlés.  (10). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  Tévaluation  approchée  des  aires  planes.  (        17- 
22,  33-36). 

Voir  plus  bas  l'analyse  du  Supplément. 

Mansion  (P.).  —  Une  nouvelle  formule  de  Calcul  différentiel.  (: 

25). 

Formule  de  M.  Teixeira  donnant  la  dérivée  n^*"**  d'une  fonction  composée. 
Hermite{C.),  —  Sur  la  série 


II  I 


(loga)»       (log3)«  (logx)' 

Cette  série  est  divergente  pour  toute  valeur  de  n.  Autre  démonstration  ^^^'^ 
M.  E.  Catalan,  p.  58;  Note  par  M.  Baehr  sur  la  même  série,  p.  58. 

Liebrecht  {£.).  —  Discussion  de  Téquation  du  troisième  degf^- 

(28-29). 

Verstraeten  et  Mister,  —  Courbe  de  coi)tact  d'un  cylindre  circo  :*^  * 
scrit  à  un  hélicoïde  à  plan  directeur.  (49-5 1  ;  137-139). 

Cette  courbe  est  une  hélice  (Guillery)  dont  la  tangente  a  la  même  inclinai9^=>^ 
que  celle  des  rayons  lumineux. 

Cesàro  {E,),  —  Sur  la  série  harmonique.  (5i-53;  i43-i44)- 

En  ne  s'appuyant  que  sur  le  développement  en  série  de  log(i-4-x),  l'auto «*»" 
établit  les  inégalités  suivantes,  où  H,  désigne  la  somme 


1  I  I 

1-4-  —  -f._^_.,._|-  _, 

2  3  n 


C  la  constante  d'Euler  : 


log(  n-+-  M-+-o,57  <  H,  <  log/n-+-  -Wo,6o, 
H,=  /v/n(n  +  i)  +  C-i-g^^^^^^^,    o<0<i. 

Ruex  (P.)  et  Neuberg  (J.).  —  Sur  un  lieu  géométrique.  (55-57)- 

Lieu  géométrique  des  points  de  rencontre  des  tangentes  communes  à  denx 
coniques,  l'une  mobile  d'une  certaine  manière. 
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'cas  (-&'.).  —  Notes  de  Géométrie  analytique.  (65-66). 

Démonstrations  très  simples  des  théorèmes  suivants  : 

Si  trois  points  d'une  droite  demeurent  sur  les  /aces  d'un  trièdre^  un  qua- 
'iéme  point  décrit  un  ellipsoïde;  si  quatre  points  d'une  droite  demeurent 
ir  les /aces  d'un  tétraèdre,  un  cinquième  point  décrit  une  ellipse  et  la  droite 
fste  parallèle  à  un  cône  de  révolution, 

insion  (P.)>  —  Sur  une  intégrale  définie.  (67-70). 

niher  (S.).  —  Note  sur  la  logocyclique  ou  strophoïde.  (81-84). 

Tangente;  aire;  longueur  d'un  arc  exprimée  au  moyen  d*un  arc  d'hyperbole 
{uilatére  et  d'un  arc  de  lemniscate. 

irbarin.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  une  conique  à 
:entre.  (85-87). 

lbert{Ph.),  —  Exercice  de  Géométrie  infinitésimale.  (97-99). 

*saro  {E,).  —  Démonstration  élémentaire  et  généralisation  de 
quelques  théorèmes  de  M.  Berger.  (99-102). 

Voici  quelques-uns  de  ces  théorèmes  : 

Pour  n  =  00,  la  moyenne  de  la  somme  des  diviseurs  d'un  nombre  entier  est 

me*;  celle  des  inverses  des  diviseurs,  ^ic*.  M.  Cesàro  donne  un  principe  géné- 

i  qui  permet  de  trouver  la  valeur  d'un  grand  nombre  de  moyennes  analogues. 

jiberg  (•/.).  —  Sur  les  figures  semblables.  (106-108). 

^cagne  {M,).  —  Partage  des  polygones.  (109-1 10). 

<3tlan  {£')'  —  Carré  magique  de  la  villa  Albani.  (121). 

card  (/?.). —  Ecole  Polytechnique  de  Paris.  Concours  de  1881 . 
:^2-i23). 

^berg  (/.). — ^  Sur  une  application  de  l'Algèbre  directive.  (128- 

cas(É.),  —  Questions  d'Arithmétique,  (i  34). 

^nsion  (P»)»  —  Sur  la  sommation  de  certaines  séries,  d'après 
M.  E..  Catalan.  (139-142). 

Séries  ayant  pour  terme  général  une  expression  décomposable  en  fractions  de 

A 

I  forme  . 7-77 ; — ; — :  • 

{x-^k){x-^k  4-1) 
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Neuberg  (/.).  —  Sur  le  centre  des  médianes  anliparallèles.  (i53- 
i54;  173-176;  185-190). 

Le  point  k  du  plan  d'un  triangle  ABC,  dont  les  distances  aux  côtés  sont  pro- 
portionnelles aux  longueurs  de  ces  côtés,  jouit  d'une  foule  de  propriétés  qui  le 
placent  au  nombre  des  points  remarquables  du  triangle.  M.  J.  Neuberg  a  révoi 
les  théorèmes,  déjà  connus,  concernant  ce  point  (appelé  point  de  Grebe^  en 
Allemagne)  et  a  ajouté  quelques  nouvelles  propositions  intéressantes. 

Si  Xy  y  y  z  sont  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  côtés  de  ABC,  k  esl 
le  point  pour  lequel  x^-hy*-^  z*  est  minimum  (Gauss);  c'est  aussi  le  cfotre 
des  ellipses  décrites  par  les  points  tels  que  x^-\-y*-^  z^  reste  constante  (E.  Ce- 
sÀro). 

Les  droites  AK,  BK,  CK,  appelées  par  M.  Lemoine  médianes  aniiparaUèles, 
sont  symétriques  des  médianes  de  ABC  par  rapport  aux  bissectrices;  elles  par- 
tagent les  côtés  correspondants  dans  le  rapport  des  carrés  des  côtés  adjacents  et 
passent  par  les  intersections  A',  B',  C  des  tangentes  menées  par  A,  B,  C  à  la  cir- 
conférence ABC.  K  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les 
projections  de  K  sur  les  côtés  de  ABC. 

Soient  A,,  B,,  C,  les  projections  de  K  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux  mi- 
lieux des  côtés  de  ABC.  Les  triangles  isoscèles  A,  BC,  B,GA,  C,AB  sont  sem- 
blables; l'angle  à  la  base  vérifle  la  formule 

cota  =  cotA-+-cotB-h  cote  (Brocard). 

Les  droites  AC,,  BA,,  CB^  se  coupent  en  un  même  point  f>>;  les  droites  BC,, C^,, 
CB|  concourent  en  un  second  point  to'. 

Les  points  co,  to',  que  M.  J.  Neuberg  appelle  points  de  Brocard,  du  nom  du 
géomètre  qui  les  a  considérés  pour  la  première  fois,  sont  les  foyers  d'une  conique 
touchant  les  côtés  de  ABC  aux  pieds  des  médianes  antiparallèles. 

Le  centre  O  de  la  circonférence  ABC  et  les  six  points  to,  «0',  A-,  A„  B„  C,  ap- 
partiennent à  une  même  circonférence  (cercle  de  Brocard),  qui  est  le  lieu  des 
rentres  des  médianes  antiparalléles  des  triangles  circonscrits  à  ABC  et  dont  le» 
côtés  font  un  même  angle  avec  un  côté  adjacent  de  ABC. 

Les  parallèles  aux  côtés  du  triangle  A'B'C,  menées  par  K  et  limitées  rcspef- 
tivement  par  les  angles  A,  B,  C,  sont  égales  entre  elles  (Lemoine);  leursjexlré- 
mités  sont  situées  sur  une  même  circonférence  et  sont  les  sommets  de  deux 
triangles  inscrits  à  ABC  et  ayant  leurs  côtés  per|)endiculaires  à  ceux  de  ABC. 
Ces  mêmes  points  étant  les  sommets  de  trois  rectangles  inscrits  à  ABC,  k  est  le 
point  de  concours  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  de  ABC  aux 
milieux  des  hauteurs  correspondantes. 

Soit  a^Y  un  triangle  formé  par  trois  parallèles  à  BC,  C\,  AB,  à  des  distances 
proportionnelles  à  ces  côlt's.  Les  côtés  des  triangles  ABC,  a^v,  dont  Kcsll** 
centre  de  similitude,  se  coupent  en  six  points  d'une  même  circonférence  dont  le 
rentre  est  sur  la  droite  KO.  Ces  six  points  sont  aussi  sur  le  périmètre  d  un 
triangle  a"?' Y*  homothéli(|ue  à  A'B'C  par  rapport  à  K. 

En  particulier,  les  parallèles  aux  côtés  de  ABC,  menées  par  K,  rencontrent  le 
périmètre  de  ABC  en  six  points  d'une  même  circonférence  (Lemoine);  les  pro- 
jections des  pieds  H^,  H^,  H^,  des  hauteurs  de  ABC  sur  les  côtés  sont  sur  une 
même  circonférence.  Le  centre  de  la  dernière  courbe  est  au  milieu  des  droites 
joignant  les  droites  H^,  H^,  H^,  aux  points  de  concours  des  hauteurs  des  triangle^ 
A  H»  H,.  Bll.H^.  CH,B». 
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Les   centre»  des  médianes  antiparallèles  des  triangles  ABC,  H^H^H^sonten 
ligne  droite  avec  l'intersection  des  hauteurs  de  ABC  (Edm.  van  Aubel). 

Mansion  {P-)*  —  Sur  la  série  harmonique  et  la  formule  de  Stir- 
Hng.  (169-172). 

L'auteur  établit  les  formules  suivantes  : 

I  H h^rH-'-'H —  ~C-J-  log  n  -^ —  7—     —    ,  »      O  <  0    '    I . 

u       3  n  2  /«       2/1(2/1-1-1) 

log(i.2.3...N)  =  i(C-+-i)-f-^NH-^)logN-^, 

en  ne  supposant  connue  que  Taire  de  Thyperbole  équilatére;  C  est  la  constante 
d'Ealer. 

Realis{S.).  —  Sur  une  somme  de  cubes.  (176-177). 

Jerâbekei  Neuhrrg.  —  Sur  un  hexagone  équîlatéral,  inscrit  à  un 
triangle  donné,  (i 91-193). 

BlOGRÀPBIK   et  BIBLIOGRAPHIE.    —    (lî,  39-4 1  •  7^-7^    IIO-Il3,   l44- 

145,  i58-i6î,  178). 

Notes  mathématiques.  —  (58,  66-67,  87-89,  i55-i58). 

QoESTiOMs  d'enseignement.  —  (io3-io6,  193-198). 

SoLUTioKS  de  questions  proposées.  —  (28-3o,  42-47?  59-61,  71- 
78,90-94,  ii3-ii8,  19,7-133,  i45-i5î,  161-167,  179-183,  199- 
2o3). 

QuESTiows  proposées. —  (i2-i5,  3o-3i,  48,  62, 78-79,  9^-96,  1 18- 
119,  1 35-1 36,  168,  184,  203-207). 

Questions  d'examen.  —  (16,  32,  63-64,  79-80,  1 19-120,  162). 
Rbctificatioiis.  —  (32  ,48,  80,  88,  i5i). 
Table  des  auteurs.  —  (208). 

Supplément.  —  Sur  l'évaluation  approchée  des  aires  planes;  par 
M.  P.  Mansion.  (ï-64). 

Parmi  les  formules  vraiment  pratiques  pour  le  calcul  des  aires  planes,  il  n*y 
en  a  que  deux  qui  soient  démontrées  rigoureusement,  savoir  celle  de  Poncelet 
et  celle  de  Parmentier;  pour  les  autres  et  en  particulier  pour  la  plus  exacte  de 
toutes,  celle  de  Simpson,  on  ne  donne  pas  de  limite  supérieure  et  de  limite  in- 

Bu/i.  des  Sciences  mat  hem.,  i*  série,  t.  VI.  (Septembre  188a.)        R.i4 
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fcrieure  de  Terreur  qu'elles  comportent,  de  sorte  qu'au  fond  elles  sont  établies 
d'une  manière  purement  empirique. 

Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  obtient,  dune  manière  simple,  et  souveot 
de  plusieurs  manières,  la  limite  de  i 'erreur  et  sa  représentation  géométrique, 
non  seulement  pour  les  formules  de  Parmentier  et  de  Poncelct,  mais  aussi  poor 
celle  des  trapèzes,  pour  les  deux  formules  de  Simpson,  pour  celles  de  Weddie, 
de  Catalan  et  de  Ch.  Dupin,  pour  une  formule  inédite  de  Parmentier  et  pour 
une  formule  nouvelle.  Il  compare  ensuite  ces  diverses  formules  au  point  de  me 
de  leur  exactitude  relative,  en  supposant  l'ordonnée  de  la  courbe  développable 
en  série  au  moyen  du  théorème  deTaylor,  entre  certaines  limites  plus  ou  moins 
rapprochées. 

I^  résultat  le  plus  simple  et  le  plus  important  est  établi  en  ne  s*appuyaDt qoe 
sur  le  premier  Livre  de  Géométrie  : 

Vaire  S  comprise  entre  une  courbe  dont  ta  concavité  est  toujours  tournée 
dans  le  même  sens,  deux  ordonnées  extrêmes  et  une  base  à  laquelle  elles  tout 
perpendiculaires,  est  comprise  entre  celle  d'un  polygone  inscrit  dont  Us  som- 
mets sont  des  ordonnées  équidistantes  qui  le  décomposent  en  trapèzes  de  même 
hauteur,  et  ce  polygone  où  les  deux  trapèzes  extrêmes  seraient  remplacés 
par  des  rectangles  de  même  hauteur,  ayant  pour  bases  respectivement  la  fé- 
conde et  l 'avant-dernière  ordonnée  des  sommets  du  polygone. 

Analytiqucment,  avec  les  notations  habituelles,  s  =  1  y  dx  est  compn's 
entre 

^*  ("T  "^ •^' "^  •^»  "^  •  •  •  "^ -^'-^ "^ •^--«  "^  "t)' 

Parmi  les  autres  résultats  obtenus,  nous  citons  les  suivants  : 
!•  Parmi  les   formules  cxpéditives,  la   plus  exacte  est  celle   de  Parmentier. 
•1"  Parmi  les  formules  très  exactes,  mais  peu  cxpéditives,  la  meilleure  est  celle 
de  Simpson  : 

S-  ^(A4-4B), 

quand  le  nombre  des  divisions  de  la  base  est  pair.  3"  L'aire  à  chercher  est  com- 
prise entre  l'aire  T  —  /i(A  -f-  B)  du  polygone  inscrit  et  la  somme  M  =  aABo«s 
trapèzes  circonscrits  de  Poncelct.  La  formule  de  Simpson  peut  s'écrire 

S=1(2Th-M); 

par  suite,  l'erreur  qu'elle  comporte  est  inférieure  à  la  plus  grande  des  deux  du- 
fércnces 

^(2T-t-M)-T=  -^(B-A),    M-  'j(2T-f-M)-r  l'l(H-A), 
donc 
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résultat  nouveau  cxtrt>mcment  simple.  4"  Si  le  nombre  des  divisions  do  la  base 
est  impair,  la  formule  de  Simpson  se  transforme  dans  la  formule  de  M.  Catalan, 
qui  est  presque  aussi  exacte. 


kO« 


ULLETTINO  di  Bibliografia    e   di  Storia  delle  Scikxzk  matematiciik  k 
FisicHB,  pubblicato  da  B.  Boncompagni  ('  ). 

^  Tome  XII;  1879. 

^^^avaro  {Ant.).  —  Intorno  alla  vita  ed  aile  Opère  di  Prosdocimo 
de*  Beldomandi,  malemalîco  padovano  del  secolo  xv.  (1-74» 
I  i5-25i). 

M.  FavarOy  dans  son  consciencieux  travail,  a  voulu  élever  un  monument  du- 
rable à  la  gloire  de  Prosdocimo  de'  Beldomandi,  son  compatriote  et  Tun  de  ses 
plus  anciens  prédécesseurs  à  l'Université  de  Padoue.  L'œuvre  était  difficile  et 
laborieuse,  et  le  savant  professeur  nous  avoue  que,  perdant  tout  à  fait  courage, 
il  aurait  abandonné  sa  patriotique  entreprise,  sans  les  encouragements  de  ses 
amis,  et  surtout  sans  l'aide  du  prince  Balthasar  Boncompagni. 

Prosdocimo,  mathématicien,  philosophe,  astronome  et  musicien,  enseignait 
Tastrologie  à  Padoue  en  1433;  il  mourut  en  1438,  dans  cette  ville.  On  ne  connaît 
pas  la  date  de  sa  naissance,  mais  la  conjecture  la  plus  probable,  c'est  qu'il  na- 
quit de  i3()o  à  i.'{70.  Il  écrivit  en  i4io  son  Tractatus  Algorismi.  Cet  Ouvrage, 
imprimé  pour  la  première  fois  le  tï  février  i483,  à  Padoue,  ne  contient  pas  un  mot 
d'Algèbre;  s'il  assigne  une  place  importante  à  Prosdocimo  dans  l'histoire  de  l'A- 
rithmétique, il  ne  justifie  donc  nullement  ce  qu'a  dit  Montucla  dans  son  Histoire 
ties  Sciences  mathématiques  (t.  I,  p.  537)  qu'à  Prosdocimo  revenait  l'honneur 
d'avoir  été,  avec  Léonard  de  Pise,  l'un  des  importateurs  de  la  science  algébrique 
en  Europe.  M.  Favaro  cite  les  dix  Ouvrages  suivants  de  Prosdocimo,  tous  rela- 
tifs à  l'Astronomie  :  Commentarium  Sp/iœrœ  (Commentaire  sur  le  traité  De 
Sphaera  de  Jean  de  Sacrobosco,  imprimé  à  Venise  en  i53i).  —  Canones  de  moti- 
bus  corporum  supercœlestium.  —  Tabulée  mediorum.  motuuni,  equationum, 
stationum.  et  latitudinum  planetarum,  eleuationis  signorum,  diuersitatis  as- 
pectus  Lunœ,  mediarum  coniunctionu/n  et  oppositionum  lunarium,  feria- 
i'um,  latitudinum,  climat um,  longitudinum  et  latitudinum  ciuitatum.  — 
Stellœ  fixas  verificatœ  tempore  Alphonsi.  —  Tractatus  de  electionibus.  — 
Canon  ad  inueniendum  tempus  introitus  Solis  in  quodcumque  12  signorum  in 
^odiaco.  —  Canon  ad  inueniendum  introitum  Lunœ  in  quodlibet  12  signorum 
in  Zodiaco,  —  Canones  magistri  Joannis  de  Saxonia  super  Tabulas  Al- 
phonsi,  per  Prosdocimo  de  Beldomandis  (sic).  —  Canones  operatiui  et  com- 
j^ositiui  Astrolabii.  —  Et  enfin  YAstrolabium. 

Profondément  versé  dans  la  théorie  de  la  musique,  qui  faisait  alors  partie  in- 
tégrante du  Quadrivium  des  Mathématiques,  Prosdocimo  écrivit  de  nombreux 
Ouvrages  sur  la  science  musicale.  Il  était  musicien  dans  toute  l'acception  du  mot, 

(•)  Voir  Bulletin,  \,,  164. 
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tel  qu'on  rcDteodait  an  nioven  âge  :  Musicut  cognoMcit,  Mentit,  discernUfeligU, 
ordinat  et  disponit  omnia  quœ  ipsam  tangunt  tcientiam.  Plusieurs  de  ces 
Ouvrages  onl  élé  imprimés  par  les  soins  de  M.  de  Coassemaker  (Scnptorei  de 
Musica,  t.  III),  savoir  :  le  Tractatus  de  contrapuncto,  écrit  en  1412;  le  Trac- 
tatus  practice  de  miuica  meruurabili  (qui  n*est  qa'on  abrégé  revu  et  amendé 
de  la  Afusique  spéculât is,'e  de  Jean  de  Mûris);  le  Tractatus practicœ de mmica 
mcnsurabili  ad  modum  Itaiicorum;  le  lÀbellus  monocordi;  et  la  Brem 
sut»  muta  proportionum. 

Il  en  esl  d'autres  qui  sont  restés  manuscrits,  tels  que  Expontûmes  tractatus 
practicœ  cantus  mensurabilis  magistri  Johannis  de  Mûris  (ms.  de  lio)); 
Tractatus  planœ  musicœ  (ms.  de  i/|ta);  Opuseulum  contra  theoricam par- 
tem,  sive  speculativam  Lucidarii  Marchetti  Patavini,  et  enfin  la  Musicaspe- 
culatiça. 

N'oublions  pas  de  dire  que  M.  Favaro  a  relevé  quelques  erreurs  coounisespar 
Baldi,  Mf>ntur1a^  Libri,  Fétis,  Hoefer,  etc.,  relativement  ^  la  personne  oa  aux 
écrits  de  Prosdocimo  de'  Beldomandi. 

Riccardi  (P.).  —  Nuovi  Materialî  per  la  storia  délia  Facollà  ma- 
temalica  nelF  anlîca  Universilà  di  Boiogna.  (299-3 1  a). 

Cette  étude  peut  être  considérée  comme  une  suite  an  Mémoire  du  professeur 
Silvestro  Gherardi,  publié  à  Bologne  en  1846  et  traduit  en  allemand  par  le  pro- 
fesseur Curtze  en  1871.  Elles  est  suivie  d'un  Appendice  contenant  le  programme 
des  leçons  de  Mathématiques  professées  par  Cavalieri,  de  1643  à  i645,  i  IX^oi- 
versité  de  Bologne.  Ce  programme  démontre,  ainsi  que  le  fait  obsenrer  M.  Ric- 
cardi, que  le  modeste  et  religieux  Bonaventure  Caralieri  ne  se  borna  pas  i  ap- 
prouver in  petto  la  doctrine  de  Ccjpernic,  mais  qu'il  eut  le  courage  de  l'enseigoer 
publiquement,  bien  que  sous  forme  d'hypothèse. 

Enestrom  (Gust.).  —  Notice  sur  la  correspondance  de  Jean  1" 
BcrnoulH.  (3i3-3i4). 

En  1797,  toute  la  correspondance  de  Jean  I*'  Bernoulli  fut  acquise,  au  prix  de 
60  ducats,  par  l'Académie  Royale  de»  Sciences  de  Stockholm.  L'Académie 
semble  l'avoir  si  bien  gardée  depuis  cette  époque,  dit  M.  EnestrOm,  qu'à  Stock- 
holm même  on  ignorait  son  existence,  en  Tannée  1848,  et  que  personne  oepat 
renseigner  sur  ce  dépôt  le  D'  Wolf,  qui  s'était  avisé  de  poser  une  question  à  ce 
sujet  dans  les  Mittheilungen  der  natur/orschenden  Gesellscha/t  in  Bern. 
Cette  précieuse  correspondance  a  été  retrouvée  il  y  a  quelques  années.  ?o\iT 
donner  une  idée  de  son  importance,  qu'il  suffise  de  dire  qu'elle  se  compose  de 
plus  de  i^oo  lettres,  dont  900  au  moins  en  français,  plus  de  5oo  en  latin  et  1  ^^ 
allemand,  écrites  par  le  marquis  de  L'Hôpital,  Varignon,  Jean  BernooUi,  Moint, 
Montmort,  Chr.  Wolf,  Euler,  Dortous  de  Mairan,  Cramer,  Maupertuis,  etc.  Ily* 
là  un  trésor  enfoui,  qui  demeure  inutile  pour  la  science,  et  pourtant,  dit 
M.  EnestrOm,  en  terminant  sa  trop  courte  Notice,  «  plusieurs  de  ces  letu^ 
jettent  une  grande  lumière  dans  l'histoire  des  Mathématiques  de  ce  temps  >• 

Zehraivski  (T.).  —  Quelques  mots  au  sujet  de  la  Note  d« 
M.  Maximilien  Curtze  sur  rortiiographe  du  nom  et  la  patrie ae 
AVitclo.  (3i5-3i7). 
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Les  observations  du  D'  Zebrawski,  membre  de  TAcadémie  des  Sciences  de 
iracovie,  s'appliquent  à  une  Note  publiée  dans  le  t.  IV  du  Bullettino  (année 
S7O)  P*  49~'76>  psi"  M*  Curtze,  professeur  au  gymnase  de  Thorn. 

«  Il  est  bien  vrai  »,  dit  M.  Curtze,  «  que  Witelo  vivait  à  Gracovie;  mais  doil-il  à 
ause  de  cela  être  Polonais?  Je  crois  que  non.  »  A  M.  Curtze  qui  voudrait  ger- 
laniser  Tillustre  mathématicien  du  xiii*  siècle,  M.  Zebrawski  répond  victorien- 
ement  :  «  Dans  le  cas  où  la  nationalité  d'un  homme  est  mise  en  doute,  il  n'y  a 
l'autre  preuve  plus  claire  et  plus  décisive  que  l'aveu  de  la  personne  même  :  à 
[uelle  nationalité  veut-elle  appartenir?  Or,  notre  Witek  dit  :  In  nostra  terra, 
cilicet  PolonicBy  et  cela  suffit  pour  nous  assurer  qu'il  ne  put  être  que  Polo> 
tais;  un  Allemand  n'aurait  pas  nommé  la  Pologne  comme  son  pays,  terra 
lostra,  et  la  Pologne  dans  ce  temps-là  n'était  soumise  à  aucun  gouvernement 
tranger.  » 

En  France,  on  a  toujours  regardé  comme  étant  de  nationalité  polonaise  le  ce- 
èbre  physico-mathématicien,  et  généralement  on  le  désigne  sous  le  nom  de  Vitellio. 

M.  Curtze  a  relevé  treize  manières  différentes  dont  ce  nom  est  écrit  dans 
livers  manuscrits,  mais  M.  Zebrawski  fait  voir  que  le  véritable  nom,  le  nom 
»rimitif  est  Witek,  et  que  cette  orthographe,  défigurée  en  Witelo  par  un  pre- 
QÎer  copiste,  a  pu  passer  ensuite  par  toutes  les  autres  variantes  signalées  par 
d.  Curtze. 

2W  Oppio  [Luigî).  —  Fisîca  lecnoloçica,  Elettricllà  e  Magne- 
tismo ,  Telegrafia  eletlrica ,  elettrometallurgia ,  accensione 
elettrica  délie  mine,  Illuminazione  elettrica,  Telefoni,  ecc,  di 
Binaldo  Ferrini,  Professore  nel  R.  Istituto  tecnico  superiore 
di  MilanOy  1878,  in-8  di  pagina  xvi,  574*  (3i 8-332). 

Dans  cet  article,  l'ingénieur  Luigi  dall'  Oppio  fait  l'examen  de  l'Ouvrage  pu- 
blié en  1878,  à  Naples,  Milan  et  Pise  par  le  professeur  Rinaldo  Ferrini,  membre 
le  l'Institut  Lombard.  Il  loue  la  partie  du  Livre  qui  traite  des  applications  tech- 
liques  de  l'électricité  et  du  magnétisme;  mais  il  s'attache  spécialement  à  la  cri- 
ique  du  Chapitre  intitulé  :  /  principii  intorno  ai  potenziali,  et  regrette  que 
'auteur  n'ait  pas  mieux  profité  des  excellents  travaux  de  M.  Betti  sur  la  Physique 
na  thématique. 

ultsch  {Fred.).  —  Pappi  Alexandrinî  collectionis  quae  supersunt 
e  libris  manuscriptîs  edidil,  latina  înlerpretatione  et  commen- 
tarîis  inslruxlt  Fredericus  Huitsch.  Article  traduit  de  Fallemand 
en  italien  par  le  D"^  Alfonso  Sparagna.  (333-344)» 

Le  D'  Huitsch  a  publié  à  Berlin,  en  trois  volumes  in-8%  avec  interprétation 
atine  et  savants  commentaires,  tout  ce  qui  reste  de  la  collection  mathématique 
le  Pappus  d'Alexandrie.  Cette  publication  est  de  haute  importance  pour  l'his- 
oire  des  Mathématiques  dans  l'antiquité.  Dans  l'article  analytique,  traduit  en 
lalien  par  M.  Sparagna  pour  le  Bullettino,  le  D'  Huitsch  passe  en  revue,  Livre 
>ar  Livre,  le  contenu  de  ce  Recueil,  dont  nous  ne  connaissons  guère,  en  France, 
|ue  les  Porismes  rétablis  par  la  merveilleuse  sagacité  de  feu  notre  illustre  ami, 
Michel  Chasles.  On  sait  combien  il  y  a  de  lacunes  profondément  regrettables  et 
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aussi  (riiileri)olations  malencontreuses  dans  ce  qui  nous  reste  de  Pappos,  elcom- 
bien  d(^  purtics  importantes  M)nt  entièrement  perdues. 

Le  plus  ancien  manuscrit  connu  de  la  collection  mathémaliqac  de  Pappos 
appartient  à  la  Bibliothèque  du  Vatican,  où  il  est  coté  sous  le  n*  3i8.  II  com- 
mence à  la  moitié  du  second  Livre;  c'est  ce  manuscrit  qui  a  servi  de  base  an 
grand  travail  édifié  par  le  D'  Frédéric  Hultsch. 

Steinschncider  (Maurice).  —  Intorno  a  Johannes  de  Lineriis  (de 
Liveriis)   e    Johannes    Siculus.     Nota    dî   M.    Stei'nschneider. 

(345-.35i). 

I)«ns  cette  Note,  le  savant  orientaliste  et  mathématicien  de  Berlin  a  pour  bat 
d'apporter  son  contingent  d'observations  personnelles,  et  de  provoquer  de  ooa- 
velles  recherches  dans  les  manuscrits,  pour  arriver  à  résoudre  toutes  les  ques- 
tions relatives  à  deux  auteurs  qu'on  a  souvent  confondus,  Jean  de  Liniéreset 
Jean  de  Sicile,  et  pour  bien  déterminer  les  Ouvrages  qui  appartiennent  à  chacun 
d'eux,  et  dont  l'attribution  reste  encore  incertaine. 

Boncompaf[ni  {Balth,),  —  Intorno  aile  vite  inédite  di  tre  male- 
matici  (Giovanni  Danckdi  Sassonia,  Giovanni  de  Lineriis,  e Fra 
Liica  Pacioli  da  Borgo  San  Sepolcro),  scritte  da  Beraardino 
Haldi.  (352-419). 

Hernardino  Baldi,  né  en  i553,  mort  en  1617,  est  auteur  d'un  ouvrage  intitulé  : 
Vite  de  matematici  qui  ne  fut  jamais  imprimé,  et  dont  le  Prince  Balthazar  Bon- 
compagni  possède  trois  manuscrits  différents,  comprenant  ensemble  les  vies  de 
19;)  mathématiciens,  parmi  lesquels  Jean  Danck  de  Saxe,  Jean  de  LiniéresetFn 
Luca  Pacioli. 

Jean  Oanck  de  Saxe  était  professeur  de  Mathématiques  à  Paris  en  i33o;  ce$l 
en  i33i  qu'il  termina,  dans  cette  ville,  son  commentaire  sur  le  livre  d'astrologie 
judiciaire  d*Abd-el-Aziz  cl  Kabiti,  plus  connu  sous  le  nom  d'Alchabitius.  Cet 
Ouvrage  fut  imprimé  à  Venise  pour  la  première  fois  en  i485;  on  en  connaît 
(l'aulres  éditions  publiées  à  Venise  en  i49'>  i3o2,  i5o3,  i5i3,  et  enfin  à  Paris, 
en  i')2r. 

Jeun  (le  Liniéres  ou  de  Lignièrcs  était  Français,  du  diocèse  d'Amiens.  Il  ensei- 
gnait les  Mathématiques  à  Paris,  en  même  temps  que  Jean  Danck  de  Saxe  et  Jean 
de  Mûris,  célèbre  docteur  de  Sorbonne,  que  l'on  croit  originaire  de  Normandie. 

Le  frère  franciscain  Luca  Pacioli  enseigna  lArithmétiquc  à  Pérouse  pendant 
les  années  1477-1480;  plus  tard  il  enseigna  les  Mathématiques  à  Naples,  à  Flo- 
rcn(-c,  à  Rome.  Ses  œuvres  comprennent  :  i**  Summa  de  arithmetica,  geome- 
tria,  proport ioni  et  proportionalità,  imprimée  pour  la  première  fois  à  Venise 
en  i^9'i;  i*"  Conipendium  rfe  e/fVi/îrt/>ro/?or/jowe.  La  Bibliothèque  Ambroisiennc 
de  Milan  en  conserve  précieusement  un  exemplaire  manuscrit  décoré  de  figures 
géométriques  dessinées  de  la  propre  main  de  Léonard  de  Vinci,  qui  était  lié 
d'ainilié  avec  Fra  Luca  Pacioli;  3"  Trattato  di  architettura:  4*  Figure  dian- 
tichi  carat tcri;  5"  Libclliis  in  très  tractatiis  divisas;  ce  Triparty,  s'il  faut  en 
croire  Haldi,  était  un  Traité  des  corps  réguliers;  6' une  traduction  en  langue 
italienne  des  Klémcnls  d'Fuclide;  7*  Tractatus  de  viribus  quantitatis.  Le 
Prince  Boncompagni,  qui  cite,  à  défaut  de  Baldi,  cette  édition  d'Euclide,  de  i  mh). 
et  ce  traité  resté  jusqu'à  présent  inédit,  De  virihus  quantitatis,  rappelle  en  outre 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  199 

que  Luca  Pacioli  dédia  un  autre  Traité  :  De  ludis  in  génère  cum  ilticitorum 
reprobatione^  à  François  de  Gonzague,  marquis  de  Mantoue,  et  à  la  marquise 
Isabelle,  sa  femme;  mais  le  savant  et  illustre  éditeur  du  Bultettino  déclare 
qu'aucun  exemplaire,  soit  imprimé,  soit  manuscrit,  n'est  parvenu  à  sa  connais- 
sance. On  est  alors  porté  tout  naturellement  à  se  demander  si  cet  Ouvrage  a 
jamais  existé. 

oncompagni{B.),  —  Vite  inédite  di  tre  matematici  (Giovanni 
Danck  di  Sassonia,  Giovanni  de  Lineriis  e  Fra  Luca  Pacioli 
da  Borgo  san  Sepolcro)  scritte  da  Bernardino  Baldi.  (420-427). 
—  Appendice  di  document]  inediti  relativi  a  Fra  Luca  Pacioli. 
(428-438). 

Ces  documents  inédits,  extraits  des  manuscrits  de  la  Bibliothèque  du  Vatican, 
de  la  bibliothèque  de  l'Université  de  Bologne,  des  Archives  générales  de  Venise, 
de  celles  de  Pérouse  et  des  Archives  d'Etat  de  Florence,  ont  été  reproduits 
avec  le  plus  grand  soin  par  le  Prince  Balthazar  Boncompagni. 

^enry  (Ch.),  —  Recherches  sur  les  manuscrits  de  Pierre  de 
Fermât,  suivies  de  fragments  inédits  de  Bachet  et  de  Male- 
branche.  (477-568;  619-740). 

On  ne  saurait  qu'applaudir  à  la  publication  d'écrits  authentiques  inédits  de 
Fermât,  de  Bachet  ou  de  Malcbranche.  Mais  disons  tout  de  suite  que  les  frag- 
ments mathématiques  attribués  à  Malcbranche  par  M.  Ch.  Henry  ne  sont  point 
de  Malcbranche  :  ils  sont  l'œuvre  d'un  autre  Père  de  l'Oratoire,  Claude  Jaquemct, 
de  Valencicnnes,  professeur  à  Vienne  (Dauphiné),  moins  connu  que  l'illustre 
métaphysicien,  mais  plus  mathématicien  que  lui.  Je  me  bornerai  à  dire  ici  que 
nulle  part,  dans  les  manuscrits  du  fonds  de  l'Oratoire,  Malcbranche  n'est  indi- 
qué comme  étant  l'auteur  de  ces  essais  mathématiques,  et  que  la  simple  lecture 
des  pièces  rapportées  par  M.  Henry  démontre  surabondamment  qu'elles  ne  pro- 
viennent point  de  Malcbranche. 

Un  reproche  plus  grave  que  nous  adresserons  à  Tauteur  des  Recherches  sur 
les  manuscrits  de  Fermât^  etc.,  c'est  d'avoir  méconnu  et  rapetissé  le  caractère 
de  Fermât.  Qu'on  en  juge! 

«  En  général  »,  dit  M.  Henry,  «on  s'est  fait  une  conception  beaucoup  trop  idéale 
du  caractère  de  notre  géomètre;  on  l'a  trop  considéré  à  travers  ses  formules,  pas 
assez  dans  sa  province,  dans  son  Parlement,  à  travers  son  milieu;  répétant  les 
éloges  qui  ont  été  décernés  à  son  désintéressement,  à  son  talent  de  jurisconsulte, 
les  critiques  n'ont  pas  assez  deviné,  sous  les  prudes  réticences  de  l'éloge  public, 
les  franchises  de  la  chronique  privée.  Ainsi  on  a  dit  que  Fermât  quitta  fort  peu 
sa  patrie;  cependant  un  passage  d'une  lettre  adressée  à  Roberval  nous  prouve 
qu'il  est  allé  à  Bordeaux;  Mersenne  nous  le  montre  à  Bergerac;  trois  de-  ses 
lettres  imprimées  dans  le  Commercium  epistolicuntj  de  Wallis,  sont  datées  de 
Castres;  enfin  il  est  mort  dans  cette  ville  le  la  janvier  1665.  »  —  «  Notre  con- 
seiller (Fermât),  qui  était  fort  riche  en  propriétés,  à  Beaumont  de  Lomagne,  n'a 
pas  manqué  de  solliciter  et  d'obtenir  les  faveurs  du  chancelier  Seguier.  C'est  ce 
que  prouvent  trois  lettres  extraites  de  manuscrits  autographes  de  la  Bibliothèque 
Nationale.  Grâce  à  Mojisieur  de   lu  Chauibre,  Format   peut   donc  être  rangé  à 
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côté  «Je  Conrart,  de  Desmarets,  de  Chapelain,  de  Gomberville,  de  Gerity,  de 
Habert,  d'Esprit,  de  Chaumont,  de  Priesac,  de  Ballesdens,  etc.,  parmi  lessafaou 
qui  ont  reçu  les  fayeurs  de  Séguier.»  —  «  Le  jugement  de  Fermât  a-t-ilététov- 
jours  à  l'abri  de  l'exagération  quelquefois  reprochée  à  ses  compatriotesf  »  - 
«  I/action  directe  du  milieu  se  compliquait  d'ailleurs  chex  notre  géomètre  (Tue 
influence  plus  générale.  La  modestie  a  fait  des  progrés,  au  moins  des  progrès 
apparents.  Les  livres  d'aujourd'hui  n'étalent  plus  les  prétentions  de  levs  u- 
cétres.  Seul,  un  charlatan  pourrait  de  nos  jours  songer  aux  hyperboles  qie 
Descartes  voulait  inscrire  en  tète  d'un  de  ses  écrits.  Seule,  une  dupe  poumit,  i 
l'exemple  de  MenelaUs,  de  Campanus  ou  de  Lucas  Pacioli,  préconiser  comme 
admirable  l'objet  de  ses  études.  »  —  «  Il  semble  aussi  que  Fermât  ait  péché  par 
excès  de  précipitation.  »  —  «  A  ces  faiblesses  de  caractères  (de  Fermât)  il  coBTiest 
toutefois  d'opposer  une  grande  largeur  d'intelligence.  »  etc.,  etc. 

Le  cadre  du  Bulletin  ne  permet  pas  de  relever  tous  les  jugements  témértires 
et  parfois  puérils  de  M.  Henry.  Qu'on  nous  permette  cependant  quelques  obser- 
vations. La  Biographie  universelle  de  Michaud  a  dit  que  Fermât  quitta  fort 
peu  sa  patrie  (ce  qui  est  vrai),  mais  elle  n'a  pas  dit  qu'il  ne  perdit  jamais  de  Toe 
son  clocher.  Que  Fermât  soit  allé  à  Bordeaux  et  à  Bergerac,  ou  i  Castres  oà 
l'appelait  son  service  de  conseiller,  délégué  à  la  Chambre  de  l'Édict,  comment 
cela  peut-il  montrer  qu'on  s'est  fait  une  conception  beaucoup  trop  idéale  do  ca- 
ractère de  Fermât?  Qu'on  lise  les  trois  lettres  de  Fermât  publiées  par  M.  Heary, 
et  l'on  y  reconnaîtra  le  langage,  non  point  d'un  solliciteur  ou  d'un  coortisao, 
mais  celui  d'un  homme  bien  élevé  qui  a  le  sentiment  de  sa  valeur  et  de  sa 
dignité.    M.   Henry  cite  ces   paroles  du  P.  de  Billy,   savant  mathématicien  jé- 
suite :  «  Ego  correxi   D.  de  Fermatum   et  ostendi  quod   si  duo  minores  nomeri 
radicum  sequcntur  majori  impossibilis  est  solutio  per  ipsius  methodum  :  quod 
ipse  postea  fassus  est  ingénue  se  non  animadvertisse.  »  Aux  yeux  de  M.  Ch. 
Henry,   cet  aveu  de    Fermât  est   une  marque  de  faiblesse  de  caractère;  noos 
y  voyons,  nous,  tout  le  contraire.  Ce  que  Fermât  dit  de  Frcnicle  dont  il  croyait 
pourtant  avoir  à  se  plaindre  :  «  Pour  M.  de  Frenicle  ses   inventions  en  Arith- 
métique me  ravissent,   et  je  vous  déclare  in^énuement  que  j'admire  ce  génie 
qui,  etc.  »,  prouve  une  rare  gént'rosité  d'àme.  Je  passe  sous  silence  les  anecdotes 
d'un  Roùt    fort   douteux    rerucillies   par   M.  Henry  contre  I^grange,  Béxoul  et 
Dclisie,  le   maître  de    Lalande.    Disons   en    fînissant  ce    trop   long  article  que 
M.  Henry  n'a  pas  mieux  compris    l'originalité   des   œuvres  de    Mersenne  et  U 
nature  des  habitudes  prétendues  cachottières  {sic)  d'une  époque  où  I  on  trarail- 
iait  pour  ainsi  dire  en  commun,  qu'il  n'a  compris  la  grande  figure  de  Fermai. 

Fai'nro  (A ni,).  —  Inlorno  ad  alcune  Notizie  inédite,  relative  a 
.Niccolo  Copprmico,  raccolte  e  pubblicate  dal  Prof.  iMassimiliano 
Curtze.  (77->-8o7). 

En  187/1  et  en  187'),  M.  Curtze  a  publié  une  rolleelion  de  .Notices  sons  le  litre 
Beliguiœ  Copernicanœ.  En  juin  1877,  il  lisait  à  la  Société  des  Sciences  et  dc5 
Arts  de  Thorn  un  savant  Rapport  dont  la  traduction  italienne  par  le  If  Spa- 
ragna  a  «Hé  insérée  dans  le  t.  \l  du  Buiiettino,  p.  167-171.  En  1878.  poursuivant 
ses  laborieuses  investigati«>ns,  M.  Curtze  a  fait  paraître  encore  ses  Inédite  Co- 
pernicanaj  publication  iniportanle  dont  il  avait  soigneusement  rerueilli  les  ma- 
tériaux dans  les  manuscrits  «les  bibliothèques  de  Berlin,  Frauenbourg,  Ipsai  et 
Vienne,  et  aussi  dans  des  livres  imprimé?  ayant  appartenu  à  Copernic  et  enrirhi* 
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de  notes  écrites  de  sa  propre  maio.  L'examen  du  livre  d'Abou  Hassan  Ali,  inti- 
tulé :  Preclarissimus  liber  complétas  in  indiciis  astrorum  (Venise,  i4S5)  a 
permis  à  M.  Curtze  de  reconnaître  que  le  grand  astronome,  tout  aussi  bien  d'ail- 
leurs que  Tycho  Brahe,  Kepler  et  Galilée,  s'était  occupé  d'astrologie  judiciaire. 
Le  principal  des  écrits  inédits  de  Copernic,  signalé  par  M.  Curtze,  n'est  pas  un 
autographe,  c'est  une  copie.  Il  a  pour  titi'e  :  Nicolai  Coppernici  de  hypothesi- 
bus  motuum  cœlestium  a  se  constitutis,  et  se  trouve  dans  le  volume  manuscrit 
n*  io53o  de  la  Bibliothèque  impériale  de  Vienne.  La  lettre  de  Copernic  au  cha- 
noine Bernard  Wapowski,  touchant  un  écrit  de  Jean  Werner  intitulé  :  De  motu 
octavœ  sphercBf  a  été  publiée  dès  i854  et  réimprimée  en  1878  par  MM.  Hipler  et 
Prowe,  avec  notes  de  ces  deux  érudits.  M.  Curtze  l'a  étudiée  dans  les  deux 
exemplaires  manuscrits  qui  se  voient,  l'un  à  la  Bibliothèque  royale  de  Berlin, 
l'autre  à  la  Bibliothèque  impériale  de  Vienne.  Il  a  recueilli  en  outre  de  curieuses 
informations,  à  l'aide  des  notes  autographes  de  Copernic  relevées  surtout  dans 
quelques  livres  de  la  bibliothèque  du  chapitre  de  Ermland. 

Boncompagni  {Balth.),   —  Intomo    a  due   scritti   di   Leonardo 
Euler.  (808-811). 

Dans  le  cahier  de  mai  1879  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique^ 
de  Bruxelles,  le  savant  et  sympathique  directeur,  M.  Eug.  Catalan,  venant  à  citer 
un  écrit  d'Euler  intitulé  :  Becherches  sur  une  nouvelle  espèce  de  quarrés  ma- 
giques, s'était  demandé  quelle  était  la  date  de  la  publication  de  cet  écrit  et  à 
quel  Recueil  académique  il  pouvait  bien  appartenir.  Le  prince  Balthazar  Bon- 
compagni, mieux  que  personne,  pouvait  répondre  à  ces  deux  questions,  et  il  l'a 
fait  de  manière  à  donner  satisfaction  non  seulement  au  mathématicien  que  la  Bel- 
gique s'honore  de  compter  au  nombre  de  ses  plus  illustres  professeurs,  mais  encore 
i  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  Sciences  mathématiques.  Il  nous 
apprend  en  effet  que  cet  écrit  d'Euler  fut  publié  pour  la  première  fois,  en  178a,  à 
Middelbourg,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  zélandaise  des  sciences  de  Fies- 
singue,  et  que  cette  première  impression  est  indiquée  dans  la  liste  complète  des 
Ouvrages  de  L.  Euler,  publiée  à  Pétersbourg  en  1788,  à  Bâle  en  1786,  à  Pavie 
en  1787,  et  aussi  dans  un  Ca,talogue  des  Ouvrages  d'Euler  publié  à  Pétersbourg 
en  1843,  et  enfin  dans  les  Catalogues  de  Jean  Georges  Mensel,  i8o4,  et  Poggen- 
dorff,  ]863.  Le  Mémoire  en  hollandais,  par  Gérard  Greeve,  que  M.  Catalan  men- 
tionne comme  suivant  immédiatement  le  Mémoire  d'Euler,  n'a  pas  trait  aux 
Mathématiques;  il  a  pour  titre  :  Waarneeming  van  een  hoornagtig  uitwas 
gegroeid  aan  de  binnenzijde  van  de  dije,  c'est-à-dire  en  français  :  Observation 
d 'une  excroissance  cératoide,  poussée  au  côté  interne  de  la  cuisse. 

Dans  le  cahier  de  mai  1879  du  Bulletin  des  Sciences  mathématiques  et  astro- 
nomiques, on  a  donné  une  lettre  de  Nicolas  Fuss  à  Condorcet,  dont  le  posl- 
scriptum   indiquait   un  travail   d'Euler  sur  le  moyen  de  rendre  rationnelle  la 

/dx  i  '  I   I   /p* 
; —  •  Le  prince  Balthazar  Boncompagni  a  retrouvé 
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l'observation  d'Euler  relative  à  ce  point  d'Analyse,  dans  un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  impériale  des  Sciences  de  Pétersbourg,  le  16  septembre  1776,  et  pu- 
blié en  18^5  dans  le  4*  volume  du  Calcul  intégral  d'Euler. 

Genocchi  {Angelo).  —  Dimostrazione   del    quinto   po<ilulalo   di 
EucUde.  Nota  del  Prof.  Vincenzo  de  Rossi  Re  (Si'^). 
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Le  célèbre  professeur  et  académiricn  de  Turin  prouve  en  quelques  lignes,  que 
rctte  démonstration  du  postulatum  d'EucIide  est  défectueuse  comme  toutes  les 
autres. 

Guntlier  {S.).  —  Invarîanti,  covarianti  e  contravarîanti  deilefun- 
zioni  omogenee.  Nota  dcl  P.  Giacorao  Foglîni  ;  Roma,  18-9. 
Article  traduit  de  Tallemand  en  italien  par  le  D**  Sparagna. 
(8i3-8i4). 

s.  Gûnther,  après  avoir  fait  ressortir  le  côté  pratique  et  vulgarisateur  du  tra- 
vail de  G.  Foglini,  reconnaît  que  la  science  allemande  n'a  encore  rien  produit 
d'équivalent  dans  ce  genre,  et  exprime  le  vœu  que  ce  Mémoire  soit  traduit  en 
allemand. 

Tychsen  {Camille).  —  Lagrange,  par  Camille  Tychsen,  traduit 
du  danois  par  le  D'  Zeuthen.  (SiS-Sa^). 

Ce  Mémoire  bio-bibiiographiquc  de  Camille  Tychsen  sur  Lagrange  fut  publié 
d'abord  en  danois  dans  le  Journal  de  Mathématiques  dirigé  par  le  savant  pro- 
fesseur de  rUniversité  de  Copenhague.  11  se  termine  par  une  liste  détaillée  des 
travaux  de  Lagrange  qui  sont  répandus  dans  les  divers  recueils  académiques  de 
l'Europe. 

Enestrbm  [Gust,).  —  Lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagrange 
à  Léonard  Euler,  publiées  par  Balthazar  Boncompagni  ;  Saint- 
Pétersbourg,  18^7.  Article  traduit  du  suédois  par  MM.  Leouzon 
le  Duc  et  Aristide  Marre.  (828-838). 

Ainsi  que  le  fait  observer  fort  judicieusement  M.  Gustave  EnestrOm,  les  cor- 
respondances entre  les  savants,  écrites  à  une  époque  où  l'on  n'avait  point  encore 
de  Journaux  et  de  Hcvucs  périodiques,  sont  d'une  haute  importance  pourlacon- 
naissance  du  développement  des  sciences  mathématiques.  Dans  l'année  iJîbî, 
dix-huit  lettres  d'Euler  à  I^agranpe  parurent  dans  l'étlilion  dosOKuvres  posthumes 
d'Eulcr,  publiée  par  les  frères  Fuss  à  Pélcrsbourg;  mais  aucune  lettre  de  La- 
grange à  Kuler  n'avait  encore  paru  lorsque,  en  1877,  ^^  prince  Balthazar  Bon- 
compagni publia  et  repmduisil  par  la  photolilhographie  onze  lettres  de  Lagran^f 
à  Kuler.  Cette  correspondance  remonte  à  1754;  elle  se  continue  en  1755.  173^ 
1759,  1760  et  1762  et  roule  principalement  sur  le  calcul  des  variations,  dont  U 
découverte  est  constatée  dans  la  lettre  de  Lagrange  du  12  août  1735,  la  thtwie 
des  cordes  vibrantes,  la  théorie  de  la  propagation  du  son,  et  l'intégration  dc< 
équations  difTércntielIcs  partielles. 

«  L'histoire  des  Sciences  mathématiques»,  conclut  M.  Encstrôm,«  doit  être  recon- 
naissante au  prince  Balthazar  Boncompagni  pour  sa  précieuse  publication.  Le 
noble  et  savant  Mécène  a  ainsi  rendu  un  nouveau  service  à  cette  branche  de  la 
Science,  à  laquelle  il  applique  ses  forces  avec  un  succès  si  éclatant.  » 

Biadego  [J.-B.).  —  SuUa  Memoria  inedita  di  Pietro  Maggi,  in- 
torno  aiprincipîi  di  meccanica  molecolarc  di  Ambrogio  Fusinieri. 
Nota  di  Giamballisla  Biadego.  (8.'^()-8^()). 
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Ce  Mémoire  de  Pietro  Maggi,  qui  fait  Tobjet  de  cette  Notice  de  Biadego,  fut 
écrit  en  Tannée  1840,  à  propos  d'une  longue  dissertation  sur  quelques  principes 
de  mécanique  moléculaire,  insérée  par  Ambroise  Fusinieri  dans  les  Annales  des 
Sciences  du  royaume  Lombard- Vénitien.  Présenté  à  l'Académie  d'Agriculture, 
Arts  et  Commerce  de  Vérone,  dés  le  10  décembre  de  cette  même  année  18)0,  il 
ne  fut  admis  aux  honneurs  de  la  lecture  en  séance  publique  que  le  3  mars  1842, 
et  ne  fut  point  imprimé  dans  les  Mémoires  de  l'Académie.  11  était  resté  inédit 
jusqu'au  jour  où  le  prince  Balthazar  Boncompagni  lui  donna  l'hospitalité  dans 
son  BuUettino. 

Maggi  {Pietro),  —  Dissertazîone  intorno  ai  prîncipii  di  mecca- 
nica  molecolare  del  Dottore  Ambrogîo  Fusinieri.  (847-862). 

Cette  dissertation  est  une  vigoureuse  défense  des  principes  de  Newton,  Volta, 
Berzelius  et  Arago  contre  les  attaques  de  Fusinieri  et  sa  nouvelle  théorie  de  la 
mécanique  moléculaire. 

Boncompagni  (Balth.).  —  Giunte  allô  scritto  intitolato  :  In- 
torno aile  vite  inédite  di  tre  matematici  {Giovanni  Danck  di 
Sassonia,  Giovanni  di  Lineriis  e  Fra  Luca  Pacioli  da 
Borgo  S.  Sepolcro)  scritta  da  Bernardino  Baldi  {BuUet- 
tino, ecc,  lomo  XII,  p.  3d2-438.  (863-872). 

Ces  additions  sont  relatives  à  Luca  Pacioli,  et  sont  empruntées  à  neuf  docu- 
ments  inédits,  extraits  des  archives  générales  Dei  contratti  de  Florence,  et  re- 
montant, trois  à  Tannée  i497>  ^rois  à  l'année  i499»  et  trois  à  Tannée  i5oo.  Le 
testament  de  Fra  Luca  Pacioli,  daté  du  ai  novembre  i5ii  à  Borgo  San  Scpolcra 
cl6t  dignement  cet  appendice  au  Mémoire  du  prince  Balthazar  Boncompagni. 

Wiedemann  {Eilhard).  —  Maleriali  per  la  storia  délie  scîenze 
naturali  presso  gli  Arabi,  per  Eilardo  Wiedemann.  Traduzione 
dal  tedesco  del  D*"  Alfonso  Sparagna.  (873-876). 

Ce  Mémoire  du  D'  Eilhard  Wiedemann  parut  d'abord  en  allemand  dans  les 
Annales  de  Physique  et  de  Chimie  de  Poggendorff,  années  1876,  1877  et  1878. 
Il  se  rapporte  principalement  à  l'Optique,  à  la  détermination  des  poids  spéci- 
Gques,  à  la  variation  de  la  pesanteur  suivant  la  variation  de  la  distance  au 
centre  de  la  Terre,  à  la  force  de  Taimant,  à  la  réfraction  de  la  lumière. 

Bezold  {IVilhem  von),  —  Maleriali  per  la  storia  dell'  Ottîca  Csio- 
logica  (Ruota  de  colori  e  visione  binoculare)  per  Guglielmo  von 
Bezold.  Traduzione  dal  tedesco  del  D"^  Alfonso  Sparagna.  (877- 
880). 

Le  texte  original  allemand  de  ce  Mémoire  fut  publié  pour  la  première  fois,  en 
1878,  dans  les  Annales  de  Physique  et  de  Chimie  de  Poggendorff,  Von  Bezold 
y  met  en  lumière  certains  passages  peu  connus  ou  mal  observés  du  célèbre 
Traité  d'Optique  de  Alhazcn,  mathématicien  arabe  du  xi*  siècle  de  notre  ère, 
publié  à  Bàle,  en  1572,  sous  le  litre  :  Opticœ  Thésaurus  Alhazeni  Arabis  libri 
septem.  Enrico  Narducci,  de   Rome,  a  donné,  dans  le  tome  IV  du  BuUettino 
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(année  1871),  une  intéressante  Notice  sur  une  traduction  italienne  inédite,  faite 
dans  le  xiv«  siècle,  de  ce  même  Traité  d*Optique. 

Gerland  {E.).  —  Sulla  storia  delP  invenzione  deli'  areometro  pcr 
E.  Gerland.  Traduzione  dal  tedesco  del  D"*  Alfonso  Sparagna. 

(881-885). 

La  conclusion  de  cette  instructive  Notice,  c'est  que  l'aréomètre  ne  fut  ioTcaté 
ni  par  Archimède,  ni  par  Hypatbia,  mais  qu'il  fut  inventé  probablement  dans  le 
iT*  siècle  de  notre  ère  et  servit  tout  d'abord  à  des  usages  médicinaux.  Dans  la 
lettre  de  Synétius,  évèque  de  Cyrène,  i  la  savante  Hypatbia,  le  passage  relatif  i 
cet  instrument  demeura  incompris  jusqu'au  jour  où  Fermât  en  donna  la  véri- 
table signification.  Il  faut  lire,  p.  88a  du  Bullettino,  la  curieuse  Note  empraotée 
par  le  savant  éditeur  à  Bernard  Barcouda,  imprimeur  du  Roy,  de  la  Chambre 
de  l'Edict  de  la  Ville  et  Diocèse  de  Castres,  et  publiée  par  celui-ci.  p.  8^-87  d'one 
traduction  d'italien  en  français  du  Traicté  de  la  Mesure  des  eaux  courantes  de 
Benoist  Ccutelli,  imprimé  à  Castres  en  166^).  Barcouda  s'exprime  ainsi  au  com- 
mencement de  cette  Note  :  «  Les  pages  qui  restent  vuides  dans  ce  casier  m'ool 
donné  la  pensée  de  les  remplir  de  la 'belle  observation  que  j*ay  apprise  ces  jours 
passez,  de  l'incomparable  M.  Fermât,  qui  me  fait  l'honneur  de  m'aimer,  et  de 
me  souffrir  souvent  dans  sa  conversation.  » 

Marre  (Aristide).  —  Deux  mathématicîens  de  l'Oratoire.  (886- 

894). 

Ces  deux  oratoriens  sont  le  P.  Claude  Jaquemet,  professeur  i  Vienne  (Dio- 
phiné),  qui  eut,  au  dire  du  P.  Adry,  l'historien  de  l'Oratoire,  la  réputation  d'oo 
des  premiers  mathématiciens  du  royaume,  et  le  P.  Bizance,  l'ami  et  le  compa- 
gnon du  P.  Malebranche  à  Paris.  Après  une  courte  Notice  sur  chacan  de  ces 
deux  savants  oratoriens,  M.  Aristide  Marre  met  sous  les  yeux  du  lecteur  la  re- 
production fidèle  d'une  lettre  autographe  et  inédite  du  P.  Jaquemet  au  P.  Bi- 
zance, datée  de  Vienne,  16  janvier  1690.  Cette  lettre,  relative  à  la  théorie  des 
nombres  carrés  et  à  une  proposition  de  Fermât  sur  les  nombres  polygon«  de 
Diophante,  est  la  pièce  capitale  et  la  seule  autographe,  au  milieu  de  toutes  ces 
copies  de  la  correspondance  inathc'matique  du  P.  Jaquemet  et  du  P.  Biianfc, 
que  M.  Ch.  Henry  a  faussement  attribuée  à  Malebranche.  Les  feuillets  numérolà 
180  et  181  qui  la  renferment  sont  de  plus  petites  dimensions  que  les  autres 
feuillets  du  manuscrit  l'yii^  du  fonds  français  de  la  Bibliothèque  nationale  (ao- 
cicn  168  du  fonds  do  l'Oratoire),  et  M.  Henry  ne  l'a  pas  aperçue,  bien  qu'il  ail 
extrait  de  ce  niènic  volume  manuscrit  plus  de  soixante  pages  d'essais  mathémi- 
ti(|ues  provenant  de  la  correspondance  des  PP.  Ja<|ueniet  et  Bizance. 

Ajoutons  ici  que  M.  Marre  a  publié  dans  le  Bulletin  des  Sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques  (  «•  série,  t.  IV,  I*^  Partie,  p.  200)  deux  nouvelles  lellres 
mathématiques  inédites  du  P.  Jaquemet,  retrouvées  par  le  P.  Ingold,  biblioUic- 
Caire  actuel  de  l'Ordre  de  l'Oratoire.  Elles  sont  adressées  de  Vienne  au  P.  Rc>neau, 
l'auteur  bien  connu  de  Y  Analyse  démontrée  et  des  Eléments  de  Mathénuitiquts. 
M.  Gaston  Darboux  a  fait  voir  dans  une  Note  que  la  règle  donnée  parle  P.  Ja- 
quemet, dans  la  première  de  ces  deux  lettres,  est  semblable  à  celle  que  l'on 
attribue  à  Maclaurin. 

Annonces  des  Ouvraj^es  réceniinenl  publics  el  des  Mémoires  inscris 
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dans  les  principaux  recueils  scientifiques  de  l^Kurope.  (75-114; 
25^-298;  439-476;  569-618;  741-774;  895-946). 

V 

Indice  degli  Artîcoli.  (947"7i^)' 
Indice  dei  Nomi.  (949-984)' 

Ot  index  contient  plus  de  5ooo  noms  par  ordre  alphabi^lique  des  auteurs 
mentionnés  dans  le  tome  XII  du  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie 
Science  matematiche  e  fUickey  du  prince  tialthazar  Boncompagni. 

ARtsTiDB  Marre. 
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Tome  IX;  novembre  1877  à  décembre  1878. 

McColl  (//.).  —  Le  calcul  des  proposilions  équivalentes  et  de» 
limites  d'intégration.  (9-20). 

Cet  article  curieux  a  pour  but  l'application  des  Mathématiques  aux  opération» 
logiques. 

L'auteur  définit  une  méthode  de  calcul  dans  laquelle  les  symboles  A,  B,  C,  . . . 
représentent  des  propositions.  L'équation 

A  =  i 

exprime  que  la  proposition  A  est  vraie;  la  fausseté  de  cette  proposition  se  tra- 
duit par  l'équation 

A  =  o.  » 

Le  symbole  ABC  désigne  une  proposition  composée  dont  les  propositions 
A,  B,  C  sont  dites  les  facteurs.  L'équation 

ABG  =  i 

exprime  que  les  propositions-facteurs  sont  Traies  toutes  les  trois.  L'équatioD 

ABC  =  o 

exprime  que  l'une  au  moins  est  fausse;  en  d'autres  termes,  qu'elles  ne  peuvent 
pas  être  vraies  toutes  les  trois. 

I^  symbole  A  4-  B  -1-  C  désigne  une  proposition  indéterminée  dont  A,  B,  C 
sont  les  termes.  L'équation 

A-+-B4-C-0 


(•)  Voir  ttulletin,  II,,  \\b. 
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exprime  que  les  trois  propositions  sont  fausses.  L'équation 

A-f-B-+-C  =  i 

exprime  qu'elles  ne  le  sont  pas  toutes,  que  Tune  au  moins  est  Traie.  Ces  défi- 
nitions sont  indépendantes  du  nombre  des  propositions. 

L'auteur  désigne  par  A'  le  contraire  de  la  proposition  A.  On  a  donc,enT«rta 
des  définitions  précédentes, 

A-+-A'=i,        AA'=o. 

L'auteur  montre  que  la  régie  de  la  multiplication  algébrique  s'applique  aai 
propositions  indéterminées;  il  introduit  encore  quelques  autres  symboles  dansk 
détail  desquels  il  serait  trop  long  d'entrer.  Gomme  application  de  son  nooTcan 
calcul  il  traite  les  deux  questions  suivantes  : 

I*  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  les  racines  de  l'équation 

ax*—  bx  -hc  =  o 

soient  réelles,  les  nombres  a,  b,  c  étant  compris  entre  o  et  A,  et  toates  leurs 
valeurs  ayant  la  même  probabilité?  Le  résultat  est 

5        I 
36  "*"  6       • 

a*  Intervertir  Tordre  des  intégrations  dans  l'intégrale  multiple 
I       du  I       dx  I       dy  j       o{u,Xjy,  z)  dz. 

Rayleigh  {Lord),  —  Sur  les  ondes  progressives.  (21-26). 
Clifford,  —  Note  sur  le  mouvement  tourbilionnaire.  (26-27). 

Le  problème  peut  être  énoncé  ainsi  :  «  On  donne  en  chaque  point  la  dilatation 
et  la  rotation.  Il  s'agit  de  déterminer  la  vitesse  de  translation  ».  L'auteur  fait 
connaître  une  solution  de  ce  problème  reposant  sur  l'emploi  des  quaternions. 

Clifford,  —  Sur  la  triple  génération  de  la  courbe  des  trois  barres 
(courbe  de  Watt).  (2^-28). 

Démonstration  géométrique  du  théorème  relatif  à  cette  triple  génération. 

Clifford,  —  Sur  le  centre  de  gravité  d'un  octaèdre.  (28). 

Voici  la  règle  donnée  par  l'auteur  :  Soient  dans  l'espace  trois  droites  o/,  bg, 
ch.  Leurs  sommets  déterminent  un  octaèdre.  Considérons  les  quadrilatères  ôc^A, 
cahf,  afbg.  Les  plans  passant  par  les  milieux  de  ces  quadrilatères  se  coupeot 
en  un  point  k. 

Désignons  par  m  le  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  milieux  defl/, 
bgy  ch.  Le  centre  g  se  trouve  sur  la  droite  mk  et  au  milieu  de  celte  droite. 

Cayley  (^.).  —  Sur  les  fonctions  h  doubles.  (29-30). 

M.  Cayley  donne  un  aperçu  de  ses  rcchcrrlics  publiées  depuis  in  ex/c/wodjns 
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e  Journal  de  Borcliardt,  t.  LWW,  p.  ai4»  et  il  explique  que  sa  méthode 
'elative  aux  fondions  6  doubles  s'applique  sans  modification  au  cas  des  fonc- 
ions elliptiques. 

lyley  {A,).  —  Sur  la  représentation  géométrique  des  variables 
imaginaires  par  une  correspondance  réelle  entre  deux  plans. 

(31-39). 

Considérons  deux  variables  imaginaires 

iées  par  une  relation  algébrique  de  degré  m  en  Uy  n  en  v.  Si  l'on  représente 
:es  variables  par  deux  points  P,  P'  pris  dans  deux  plans  n,  W,  on  aura  ainsi 
îlabli  une  correspondance  (m, /i)  entre  les  points  de  ces  deux  plans.  Dans  un 
ravail  antérieur  l'auteur  avait  étudié  un  cas  particulier.  11  examine  ici  une 
|uestion  générale  relative  à  ce  mode  de  correspondance.  En  général,  quand  le 
>oint  P  décrit  une  petite  courbe  ovale  et  revient  à  sa  position  primitive,  il  en 
;st  de  même  des  points  correspondants.  L'auteur  examine  comment  se  modifie 
:ette  proposition  quand  l'ovale  grandit  ou  qu'il  est  décrit  autour  d'un  des 
>oints  V  auxquels  correspondent  deux  points  P'  confondus. 

anner  (II.-IV.'L.).  —  Sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre    contenant  plusieurs    fonctions  inconnues. 

(4i-65). 

L'auteur  considère  une  ou  plusieurs  équations  contenant  des  fonctions^,,  ..., 
K*,  de  m  variables^,,  ...,  x^y  et  il  montre  d'abord  que  tout  système  de  telles 
équations  peut  être  ramené  à  une  forme  normale  qu'il  définit  comme  il  suit  : 
:haque  équation  ne  contiendra  que  des  déterminants  jacobiens  de  la  forme 

«>(ri»-..»r«)  . 


:11e  sera  algébriquement  homogène  par  rapport  à  ces  déterminants,  les  coeffi- 
:ieDts  ne  dépendant  que  des  variables  Xi. 

Chaque  système  avec  n  fonctions  et  m  variables  indépendantes  peut  être 
'amené  à  cette  forme  canonique,  si  Ton  porte  le  nombre  des  variables  indépen- 
iantes  à  m  4-  /i. 

Après  avoir  établi  ce  résultat,  l'auteur  considère  exclnsivemtBnt  les  équations 
lont  la  forme  canonique  est  du  premier  degré  et  peut  s'écrire 

i:P^^i2jiiiiiZ«L=:o. 

Il  cherche  d'abord  dans  quel  cas  une  équation  de  ce  genre  peut  être  ramenée 
k  la  forme 

(/(J7|,  .  .  .,  ^^) 

]ue  Ton  sait  intégrer.  Il  faut  pour  cela  que  les  coefficients  P  satisfassent  à  cer- 
taines conditions.  Quand  ces  conditions  seront  remplies,  les  fonctions  u  seront 
léterminées  par  un  système  d'équations  linéaires  simultanées. 
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.  .qti-^r  3"sxc«  e«Mii^  l'cquaiioD  lioéftire  i  deux  ternies  qui  peut  toujoui 
**=«   t  ■■  •  V**r» mf  1*9*^  r^tona  *ur  les  di^terminants  fonrlioDoels,  se  ran 


m      *'t 


Ifi  V. 


.^^P, 


^    J- -T.. 

^-uiB   r  %-9ititr<f  «e  tervise  par  Tétude  d'une  classe  d'équatioos  que  Ton 
-•--•rm  -umrwrr  a  la  k^me  simple 

ip  *:s-o 

A^  tfViT*   ^i»*^/  -  —  Sur  la  relation  entre  les  fonctions  de  Lap 


-  jM^mr  ■m«c—  ^y^mtml  le»  ftiortions  de  Bessel  se  déduisent  de  «Il< 
-  B*r  r  M-"««<e  a  la  Imite,  qui  permet  aussi  d'obleoir  Ie>  formules  r 
r^  f«^-tA>*s  Je  Bessel. 


J,\4^^-7     >   .  —  Sur  les  normales  aux  coniques.  (65-7j). 

'.  .«^■'•Mii'V  I   m  jkHAt  Je  i«e  Bt^reau  de  différenles  propriétés  dt^  ooni 
t  -m  wTii^irr  ar^  ».viBal»  meae<3  d'an  point  à  une  conique. 


riTt/mr»-     ¥  -■  -iL  -  —  Sur  une  méthode  générale  d'intégral 
iv>  rinanoa^  i«\  JêrÎTées  partielles.  (-6-92). 

M  ^«ik  4^v  c  »*uiii  1'  àe  w«  lateçraiioa  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Trouver  m 
:•,«?-    ivr-  r^  -ar-jÉH^  i  x..  p^.  pcnnetUot  de  satisfaire  à  ridcolitc 


£2  —  /  i£r  — ...  —  p^tLr^  —  o.  u 

,.:.ir  ^•fc— ui^e  .-^  ?*•<»:  de  ««e  el  l'étend  aux  équations  de  dcpt  ! 
pma^yimçmt  ie  variables  indépendantes. 


;^.»     f   .  —  >ir  J^si  c»."»ndîlion5  pour  le  mouvement  perraai 

^ttnt-  .MUK'  r*-  '~j»iio?o5  et  ea  fait  des  applications. 

^...  -,  .  -,      "  c'^  .  —  5ar  11  capacité  électrique  d'un  long  cvlir 

avav"r  ?•.   i  la  ns«roe  i?  sensible  épaisseur.  (94- toi)* 

X..       I   .-^«.-«c  MT  â  A  roart?  ^.'^le  du  corps,  par  t^,  la  valeur  du  poU 
..     «-V-     '^■~  ,".   '  .^tfrçe  3eCf«uelle  et  par  K  la  rapacité  du  roodur 


■"     •  ,    s    .  ■•     --     ^  '*#• 
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:  Q.  est  la  plus  petite  valeur  qui  corresponde  à  toutes  les  distributions 
es  de  la  charge,  on  a  toujours 

2     Q 

:  l'énergie  potentielle  correspondant  à  une  distribution  quelconque  de  la 

rés  cela,  on  peut  obtenir  pour  K  des  valeurs  approchées  en  étudiant  une 
listribution  de  l'électricité  à  la  surface  du  corps,  qui  permette  de  faire 
il  de  Q.  Si  le  corps  est,  par  exemple,  un  cylindre  long  et  mince  de  Ion- 
l  et  de  rayon  b,  on  peut  supposer  la  densité  constante,  et  Ton  obtient 


K> 


1     4' 

log^-i 


:eur  étudie  encore  une  autre  loi  dans  laquelle  la  densité  est  exprimée  par 
(nme  de  fonctions  harmoniques. 

eur  applique  une  méthode  analogue  à  un  disque  mince  de  rayon  a  et 
seur  b.  Il  suppose  que  Télcctricité  soit  distribuée  sur  les  deux  faces  du 
comme  si  le  disque  était  infiniment  mince,  et  il  obtient  la  formule 

K> 


-  est  très  petit, 


K  ?£  -(an log  ~y 

t:\         ait         bj 

'n.  —  Sur  l'équilibre  asiatique.  (102-118). 

1  corps  solide  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  appliquées  en  dilTé- 
»oints  de  ce  corps,  il  peut  demeurer  en  équilibre  si  Ton  déplace  le  corps 
danger  les  points  d'application,  la  grandeur  et  la  direction  des  forces, 
î  de  tels  déplacements  donne  naissance  à  une  théorie  qui  est  maintenant 
>nnue.  L'auteur  montre  comment  on  peut  la  traiter  en  employant  les  qua- 
is, qui  s'y  appliquent  avec  élégance. 

"sdorf  (C),  —  Sur  certaines  extensions  du  théorème  de 
lani.  (118-122). 

■avail  se  rapporte  à  des  généralisations  de  la  formule  intégrale 

»n  pose 

dxdy 


xy 


,,..)  désignant  une  fonction  symétrique  des  lettres  /?,  q,  ...,  qui  ne 
:  jamais  infinie  pour  des  valeurs  positives  de  ces  lettres,  les  propositions 

/.  des  Sciences  mathém,,  1*  série,  t.  VI.  (Octobre  1882.)  R.i5 
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de  l'auteur  se  rapportent  à  la  dilTérence 

Klein  (F,),  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  elliptiques. 
(i23-ia6). 

Aperçu  des  recherches  de  l'auteur,  qui  sont  bien  connues  des  lecteurs  do  M- 
letin, 

Cayley  {A,).  —  Sur  la  théorie  des  groupes.  (ia6-i33). 

Si  Ton  désigne  toutes  les  substitutions  d'un  groupe  par  des  lettres  différentes, 
on  peut  construire  une  Table  à  double  entrée  qui  donne  le  produit  de  dcaxsob- 
stitutions  quelconques  du  groupe.  On  forme  ainsi  un  carré  dans  lequel  les  sub- 
stitutions qui  font  dériver  une  ligne  quelconque  de  la  première  formeDl  un 
groupe  isomorphe  au  groupe  donné.  M.  Cayley  étudie  les  relations  entre  ces 
deux  groupes,  en  considérant  plus  spécialement  le  cas  où  les  substitutions  soot 
régulières.  Il  emploie,  notamment,  dans  ce  but,  une  suite  de  polygones  diver- 
sement colorés  et  dont  les  côtés  sont  parcourus  dans  un  ordre  déterminé. 

Kempe  (A.-B.).  —  Sur  les  systèmes  articulés  à  quatre  pièces. 
(i33-i49). 

Nous  avons  déjà  donné,  dans  le  Bulletin,  des  indications  sur  le  problème 
traité  par  M.  Kempe.  C'est  celui  qui  a  été  étudié  par  M.  Darboux. 

Halphen  (G.).   —   Sur  la  théorie  des  caractéristiques  pour  les 
coniques.  (149-170). 

M.  Halphen  se  propose  de  donner  ici  un  aperçu  des  recherches  qu'il  a  pnbliêes 
sur  cet  intéressant  sujet  {Comptes  rendus,  t.  LXXXIII,  p.  537  et  886).  Les 
recherches  relatives  aux  caractéristiques  reposaient,  comme  on  sait,  sur  le 
théorème  suivant  :  Le  nombre  des  coniques  d'un  système  L(  jx,  v)  qui  satisfont 
à  une  condition  simple  donnée  Z  est  toujours  de  la  forme  a;x  -^  ^v. 

Les  travaux  de  M.  Halphen  ont  montré  que  cette  proposition  n'est  pas  toujours 
exacte.  M.  Chasies  n'avait  considéré  que  deux  espèces  de  coniques  dégénérées, 
la  conique  réduite  à  deux  droites  distinctes  et  celle  qui  se  réduit  à  deux  points 
distincts.  La  première  est  coupée  en  deux  points  distincts  par  une  droite  quel- 
conque, la  seconde  admet  deux  tangentes  distinctes  passant  par  un  point 
M.  Halphen  montre  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  une  troisième  conique  déjé- 
nérée,  formée  de  deux  points  confondus  sur  une  droite  double.  Toutes  les  fois 
qu'un  système  présentera  de  telles  coniques,  le  théorème  énoncé  plus  haut 
pourra  être  en  défaut. 

Les  recherches  de  M.  Halphen  reposent  sur  la  considération  de  deux  courbes, 
l'une  attachée  au  système  et  l'autre  attachée  à  la  considération.  Elles  ont  clé 
publiées  in  extenso  dans  le  Journal  de  r École  Polytechnique  (XLV*  Cahier). 

Monro  (C.-J,).  —  Sur  la  flexion  des  espaces.  (171-177)- 

L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  :  Désignons  par  flexion  toute  trans- 
formation de  l 'espace  dans  laquelle  la  plus  courte  distance  de  deux  points 
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demeure  invariable  :  un  espace  à  n  dimensions  peut  subir  en  général  une 
flexion  dans  un  espace  àn-\-  n'  dimensions  y  pourvu  que  Von  ait  /i'  >  J  n  (  /i  —  i). 

McColl  {H,).  —  Sur  le  calcul  des  propositions  équivalentes 
(second  Mémoire).  (177-187). 

Addition  au  travail  dont  nous  avons  rendu  compte  plus  haut.  L'auteur  définit 
le  symbole  A  :  B  et  ajoute  plusieurs  régies  à  celles  qu'il  a  fait  connaître.  11 
donne,  en  particulier,  une  interprétation  géométrique. 

Roberts  (S.).  —  Sur  la  décomposition  de  certains  nombres  en 
une  somme  de  deux  carrés  par  i^emploi  des  fractions  continues. 
(187-196). 

Si  l'on  a 

D  =  (a»-+-  p»)  (Y»+  6*),        otS  -  Py  =^', 

et  que  Ton  prenne 

on  aura  soit 

soit 

D  =  P'-f-(Q-i)^ 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Forme  généralisée  de  certaines  séries. 
(197-202). 

L'auteur  fait  connaître  plusieurs  conséquences  de  l'équation  identique 

V    p       pip-^i)  21      />(/>-+-!)(/>-+- 2)  a!"^---]^ 

t      X  IX*  I  a?* 

=  H : Ht r-n -:r:-: — r  4- 


p-^i   a       (/>-4-i)(/>-i-3)  a«.al       (/>-M)(/?-4-3)  (/>  +  5)  a^3!  ^"" 

Rawson  (/?.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  détermination 
des  différentielles  résolvantes  des  équations  algébriques.  (202- 
221.) 

On  désigne  sous  le  nom  de  différentielle  résolvante  de  l'équation  ^{x^y)  =0 
l'équation  différentielle  linéaire  qui  détermine  une  racine  quelconque  y  de 
l'équation  algébrique  considérée  comme  fonction  de  x.  Cette  théorie  a  d'abord 
été  considérée  par  M.  J.  Cockle  dans  un  article  publié  en  1860  dans  le  Philosoph- 
ical  Magazine;  elle  a  été  beaucoup  accrue  par  les  travaux  de  M.  R.  Harley, 
publiés  dans  les  Proceedings  0/ Manchester,  t.  II,  p.  181-184,  igg-aoS,  a37-a4i'. 
L'auteur  auquel  nous  empruntons  ces  indications  cite  encore  les  travaux  sui- 
▼ants  sur  le  même  sujet,  publiés  dans  le  même  Recueil  : 

Cayley  {A.).  —  Note  sur  une  équation  différentielle. 
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Spottiswoode  (  W,),  —  Note  sur  les  différentielles  résolvantes. 

Harley  (/?.)•  —  ^^^  "°®  certaine  classe  (Inéquations  différentielles 
linéaires. 

Russe l  (  W.-H,'L.),  —  Sur  la  solution  de  la  différentielle  résol- 
vante. 

L'auteur  cite  encore  différents  travaux  publiés  dans  d'autres  Recueils.  Pois, 
en  se  servant  du  théorème  de  Murphy,  il  fait  connaître  une  nouvelle  méthode  de 
former  la  résolvante  différentielle.  Soient  P,,  ^„  •  •  •»  Pm  ^^^  racines  de  l'équalion 

supposée  du  degré  m  en  ^;  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  descendantes 
de^ 

on  aura,  d'après  le  théorème  de  Murphy, 

«.=-^(pî+pî+---+-p?). 


n 


pp  . . .,  p^  désignant  s  racines  de  l'équation. 
Cette  formule  est  appliquée  à  l'équation  particulière 

9  =  y^-\-  ay-\-  bx  =  o. 

Par  des  différentiations  l'auteur  parvient,  dans  ce  cas,  au\  deux  relalion» 
suivantes  : 


,  bm        (      ,         n       \ 

a{m  —  r)\      '"      m     "/ 

hr      l      ,        n      \ 


Un^m  -        ^ 


et  l'on  voit  facilement  que  Ton  pourra  déduire  de  là  une  équation  différentielle 
pour  w^,  équalion  qui  sera  absolument  indépendante  de  s,  et,  par  conséquenl,  à 
laquelle  satisferont  les  /i'*"~  puissances  de  toutes  les  racines.  Si  l'on  posen  =  i, 
on  a  la  résolvante  cherchée.  L'auteur  effectue  le  calcul  de  cette  résolvante  pour 
certains  cas  particuliers. 

Le  travail  est  suivi  d'une  Note  rédigée  par  M.  Harley  où  les  mêmes  résultais 
sont  établis  par  une  méthode  qui  n'emploie  pas  le  théorème  de  Murphy  et  dont 
le  principe  est  dû  à  M.  Cayley.  De  plus,  M.  Harley  donne,  par  l'emploi  du  calcul 
symbolique,  le  développement  de  la  résolvante  différentielle  de  réquation  consi- 
dérée par  M.  Rawson,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  m  et  de  r. 

Kennedy  {A.'B.-W.).  —  Note  sur  la  solution  géométrique  de 
plusieurs  problèmes  de  Statique  qui  se  présentent  dans  la 
théorie  des  mécanismes.  (221-225). 

L'auteur  se  propose  le  problème  suivant  :  Étant  donné  un  système  plan 
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articulé,  une  force  agit  sur  une  des  tiges  :  trouver  la  construction  d'une  force 
agissant  sur  une  autre  tige  et  dans  une  direction  déterminée,  et  qui  main- 
tienne le  mécanisme  en  équilibre.  L'auteur  considère  d'abord  le  cas  simple  d'un 
sysléme  formé  de  quatre  tiges.  Il  montre  que  l'on  peut  toujours  remplacer  ce 
système  par  un  autre  qu'il  propose  d'appeler  «  mécanisme  virtuel  »,  et  qui  con- 
duit à  une  solution  géométrique  simple  de  la  question  proposée. 

Walker  (J.-J.).  —  D'une  méthode  générale  dans  l'analyse  des 
courbes  planes.  (226-24^). 

L'auteur  étudie  un  opérateur  ternaire  qui  se  présente  dans  l'étude  de  diffé- 
rentes questions  relatives  à  l'intersection  d'une  courbe  et  de  plusieurs  droites, 
et  il  applique  sa  méthode  à  l'étude  d'un  problème  relatif  aux  courbes  du  qua- 
trième ordre,  à  savoir  la  détermination  des  points  où  la  courbe  est  coupée  par 
ses  tangentes  d'inflexion.    . 

Smith  (H.-J.'S.).  —   Sur  les  singularités  des  équations  et  des 
courbes  modulaires.  (242-272). 

L'objet  de  cet  important  travail  est  la  recherche  des  singularités  caractéris- 
tiques de  l'équation  modulaire 

où  q  est  le  carré  du  module  d'une  fonction  elliptique  donnée,  p  le  carré  du 
module  transformé  pour  une  transformation   primaire  de  degré  impair  N,  et 

l'étude  de  la  courbe  modulaire  C  qu'on  obtient  en  remplaçant  p,  q  par  -y  ° 

dans  l'équation  précédente,  ce  qui  donne  l'équalion  homogène 

F(«,  p,Y)  =  o. 

Désignons  par  P,  Q,  R  les  sommets  du  triangle  a^y,  par  S  le  point  a  =  p  =  y. 

La  méthode  de  recherche  suivie  par  l'auteur  a  été  déjà  donnée  dans  ses  tra- 
vaux antérieurs,  par  exemple,  dans  une  Note  «  Sur  les  équations  modulaires  », 
communiquée  à  l'Institut  et  imprimée  en  1877  dans  les  Atti  d.  Ace.  d.  Lincei. 

M.  Smith  considère  d'abord  le  cas  où  N  ne  contient  aucun  diviseur  carré, 
puis  il  considère  le  cas  opposé.  Voici  un  aperçu  général  des  résultats  : 

Soient  g^  g'  deux  diviseurs  conjugués  de  N,  h^  le  plus  grand  carré  contenu 
dans  N;  Tj  le  plus  grand  commun  diviseur  de  g  et  de  g\  f(-i\)  le  nombre  des 
entiers  égaux  ou  inférieurs  à  tj  et  premiers  à  r,;  soient,  en  outre, /'(^),  f'ig') 
définies  par  les  équations 

g  ^  g' 

av  =  £/(Ti),        A-+-  B  =  £/'(^),        A,-^  B,=  (A  -4-  B)», 

la  somme  L  s'étendant  à  tous  les  diviseurs  de  N,  et  A  étant  la  somme  des 
quantités /'(^)  pour  lesquelles  g>  sf^  [et,  en  même  temps,  si  N  =  6',  de 
t/'(Ô)]»  et  Aj  contenant  tous  les  termes  du  produit  ^f'{gx),  f'{gt)  pour 
lesquels  g^g^>  N  et  la  moitié  de  tous  les  termes  pour  lesquels  gxgt=  N.  Dési- 
gnons par  m,  n,  K,  J,  D,  T,  H  l'ordre,  la  classe,  le  nombre  des  points  de 
rebroussement,  d'inflexion,  l'ordre  et  la  classe  du  discriminant,  et  le  genre  de 


214  SECONDE  PARTIE. 

la  courbe.  Ces  caractéristiques  satisfont  aux  équations 

m  --  Q  A, 

/i  =  3A— B  — 6', 

H  ==i(AH-B)-3v-+-i, 

K  =  2(A-l-B)  — 6v-+-e'. 

J  r=5A  — B-6v~-2e', 
J  — K  =  3A-3B  — 38', 

Dr^4A»-5A-^B-+-e', 

T  =  (3  A  -  B  -  6')»— 5  A  4- B  4- e  , 
T-D  =  (aA-B  — 6')»— 4A». 

Nous  renverrons,  pour  les  autres  résultats  qui  concernent  la  aatore  des 
branches  passant  aux  sommets  du  triangle  de  référence,  au  Mémoire  de  Tan- 
leur. 

Tome  X;  1 878-1 879. 

Rayleigh  {Lord).  —  Sur  rinstabililé  des  jets.  (4-i3). 

L'auteur  recherche  quels  sont  les  écarts  à  partir  de  la  position  d'éqoiiibre 
qui  se  produisent  dans  un  jet  de  fluide  sous  Tinfluence  d'une  perturbation  don- 
née. Dans  la  première  Partie  il  considère  le  cas  où  les  forces  perturbatrices  sont 
de  nature  statique  comme  la  capillarité  et  où  Ton  peut,  par  conséquent,  faire 
abstraction  de  la  translation  de  la  masse  entière  du  fluide.  Dans  la  deuxième,  il 
considère  les  perturbations  qui  se  produisent  dans  les  mouvements  discontinos 
d'un  fluide.  II  considère  le  cas  où,  à  l'intérieur  d'un  fluide,  il  existe  une  surface 
de  séparation  plane  ou  cylindrique  telle,  que  de  part  et  d'autre  de  celte  surface 
les  vitesses  soient  différentes  pendant  que  la  pression  est  la  même.  L'auteur  étu- 
die le  cas  où  les  forces  perturbatrices  modifient  légèrement  celte  surface  de  sé- 
paration. 

Crofton,  —  Sur  les  fraraeworks  à  six.  nœuds.  (iS-ij). 

L'auteur  s'occupe  d'une  question  très  intéressante  :  si  l'on  considère  n  points, 
on  sait  qu'il  faudra  les  relier  par  in  —  3  barres  pour  constituer  un  système  so- 
lide; si  ce  système  est  soumis  à  l'action  de  n  forces  agissant  sur  les  points  et  se 
faisant  équilibre,  en  général,  les  tensions  des  2/1  —  3  barres  seront  déterminées- 
On  peut  le  reconnaître  directement;  chaque  point  donne  naissance  à  deux  équa- 
tions d'équilibre  :  on  obtient  ainsi  in  équations  contenant  comme  inconnues  les 
m  —  3  tensions.  L'élimination  de  ces  tensions  donne  en  général  les  trois  équa- 
tions d'équilibre   auxquelles  doivent  satisfaire  les  forces  agissant  dans  un  plan 
solide,  et  les  équations  se  réduisent,  toutes  les  fois  que  ces  équations  sont  satis- 
faites, à  in  —  3  équations  du  premier  degré  déterminant  les  tensions.  Cela  posé, 
l'auteur  signale  un  cas  exceptionnel  où  les  m  —  3  équations  ne  pourraient  pas 
déterminer  les  tensions  et  où  par  conséquent  il  y  aurait  plus  de  trois  équations 
d'équilibre.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  cas  exceptionnel  est  caractérisé  par 
la  propriété  que  le  système  demeurerait  en  équilibre  si  l'on  attribuait  des  tensions 
convenables  aux  barres  dont  il  est  compose. 

Il  est  aise  de  voir  que  ce  cas  exceptionnel  ne  se  présente  pas  pour  un  nombre 
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de  points  inférieurs  à  G.  IVfais  M.  Crofton  donne  deux  exemples  différents  de 
systèmes  à  six  points  dans  lesquels  il  se  présente.  Dans  l'un  de  ces  exemples, 
les  six  points  doivent  ôtrc^ur  une  conique;  dans  l'autre,  les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux,  d'une  certaine  manière,  les  six  points  doivent  concourir  en  un  même 
point. 

McColl^II).  —  Sur  le  calcul  des  propositions  équivalentes  (troi- 
sième Mémoire).  (16-28). 

Nous  avons  déjà  fait  connaître  le  but  des  recherches  que  Fauteur  continue  à 
développer  dans  ce  travail. 

Roberts  (S.).  —  Sur  des  formes  de  nombres  déterminées  par  la 
théorie  des  fractions  continues.  (29-41). 

Dans  sa  dissertation  inaugurale.  De  œquationibus  secundi  gradus  indetermi- 
natis,  GOpel  a  beaucoup  étendu  la  théorie  de  Legendre  relative  aux  nombres 
premiers  de  la  forme  4^^  + 1»  en  montrant  que  la  théorie  des  fractions  continues 
se  prèle  à  l'étude  de  la  décomposition  des  nombres  premiers  de  la  forme  8/n  +  3 
ou  de  leur  double  en  un  carré  et  le  double  d'un  carré,  de  celle  des  nombres  pre- 
miers delà  forme  8/n  -h  7  ou  de  leur  double  dans  la  différence  entre  un  carré 
et  le  double  d'un  carré.  Dans  son  Rapport  sur  la  théorie  des  nombres  {British 
Association  Reports,  33*  meeting),  M.  Smith  a  beaucoup  généralisé  ces  théo- 
rèmes de  G5pel.  M.  Roberts  continue  l'étude  de  ce  sujet  et  indique  de  très 
nombreuses  applications  des  considérations  qu'il  a  développées  dans  le  Mémoire 
paru  au  tome  précédent  des  Proceedings. 

Cayley  {A.).    —  Théorème   relatif  aux    fonctions    elliptiques. 

(43-48). 

Ce  théorème  est  exprimé  par  l'équation  suivante  : 
Si  l'on  a 

u  -\-  V  -\-  r  -\-  s  =  Oy 

on  aura  aussi 

—  k'*  sn  li  sn  V  sn  r  sn  5  H-  en  li  en  ç'  en  r  en  5 

—  —  dn  wdnç'dnr  dn*  =—  -77' 

M.  Gayley  indique  comment  il  y  avait  été  conduit  par  l'étude  des  coordonnées 
elliptiques  et  il  signale  en  même  temps  l'équation  générale  suivante,  qui  lui  a 
été  communiquée  par  M.  Glaisher  : 

—  ^'»sn(a-i-?)  sn(a  — P)  sn(Y-i-6)  sn(Y  — 6), 
■+■      cn(a4- p)  cn(a  — P)  cn(y  4- 6)  cn(Y~û), 

-^dn(a-t-P)dn(a-p)dn(Y4-6)dn(r~8), 

___A2  __     2A-'*(sn^g  —  sn»Y)  (sn'3  —  sn»8) 
-'~'p       (i  —  A->  sn'a  sn» P)  (i  —  k^  sn»Y  »n'6)  * 

Greenhill  {A. -G.).  —  Sur  les  coefficients  dUnduction  et  de  capa- 
cité de  deux  sphères  électrisées.  (48-55). 
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Oa  considère  deux  sphères  dont  l'une  est  isolée  et  l'autre  en  commanicatioo 
avec  le  sol.  L'auteur  commence  par  déûnir  ce  qu'il  faut  entendre  par  coefficients 
d'induction  et  de  capacité.  Il  en  donne  ensuite  différentes  expressions  où  figure 
le  quotient  différentiel  d'une  série  hypergéométrique  généralisée.  Il  montre,  en 
terminant,  que  ses  formules  peuvent  se  transformer  dans  les  expressions  données 
par  Poisson  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Tanner  {H.-W.-Lloyd).  —  Sur  certains  systèmes  d*équatioDS  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  contenant  plusieurs  fonc- 
tions inconnues.  ( 55-74)- 

Ce  travail  se  rattache  à  celui  qui  a  été  publié  par  l'auteur  dans  le  toIodic 
précédent.  Le  système  le  plus  simple  considéré  par  l'auteur  se  compose  de  To- 
nique équation 

d«,        d«,  dz^  _ 


dont  l'intégrale  générale  est  donnée  par  la  formule 


,\|+i ^yXv  *  •  M  J^w-i) 


(7(X,y  . . .,  X^_^f  ^i^n  •  •  •»  «2?„) 


où  les^p  •  •  •y^'ii  sont  des  fonctions  entièrement  arbitraires.  M.  Tanner  considère 
ensuite  un  autre  système 

__L?4....H L_lfLi  =  o, 

OX^  OX^ 

à^Ti^ ^.^      ^o 

dx^  ÔX^  * 

••••• 

âx^  âx^_i 

auquel  il  faut  joindre  les  relations  finies 

Zik  4-  Zki  =  0,     ZikZlm  -f-  ZilZmk  H-  Zim  Zkt  —  O, 

qui  ne  laissent  subsister  que  a/i  —  3  fonctions  inconnues  et  dont  l'intcgnle  la 
plus  générale  est  donnée  par  les  formules 

d(.r„...,y»-t) 


Zik=  (— i)i-+-*+i 


C>(iF,,.  .  .,  Xi—lj  Xi^iy.  .  .,  Xk—U  Xk-^-U"  .  .,  Xn) 


L'auteur  considère  ensuite  des  systèmes  de  même  nature  que  les  précédents, 
mais  un  peu  plus  généraux,  et  il  établit  des  propositions  analogues  à  celles  que 
nous  venons  de  citer. 

Halphen  (G,).  —  Sur  le  nombre  des  coniques  qui,  dans  un  plan, 
satisfont  à  cinq  conditions  projectives  et  indépendantes  entre 
elles.  (76-87). 

L'auteur  applique  ses  recherches  sur  la  théorie  des  caractéristiques  à  la  solu 
tion  de  la  question  énoncée  dans  le  titre  du  Mémoire.  Il  montre  d'abord  qu'une 
condition  quelconque  est  équivalente  à  la  somme  d'un  nombre  limité  de  condi- 
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ions  élémentaires;  en  sorte  que  le  problème  est  ramené  au  suivant  :  Trouver  le 
lombre  des  coniques  qui  satisfont  à  cinq  conditions  élémentaires. 

Toute  condition  élémentaire,  pour  la  définition  de  laquelle  nous  renvoyons  au 
démoire  de  M.  Halphen,  est  caractérisée  par  deux  entiers  positifs  p  et  q.  Cela 
K)sé,  voici  le  théorème  qui  résume  les  recherches  de  l'auteur  : 

Soient  cinq  conditions  élémentaires  (/?,  q),  (/?',  q')^  {p",  q'),  p",  q"),  (/>'*,  ^"), 
'cuigées  de  telle  sorte  que  Von  ait 

p  =y  =  j^  =^  =£;: 

q  <  q'  <  q"  <  q"  <  q^-' 

^je  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  ces  cinq  conditions  est,  dans  tous  les 
'as, 

Ttith  {H.'J.'S,),  —  Note  sur  l'équation  modulaire  relative  à  la 
transformation  du  troisième  ordre.  (87-91). 

Dans  son  Mémoire  du  Volume  précédent,  M.  Smith  avait  montré  que,  si  Ton 
>ose 

_  (i-A-»-f-A-M»  _  ( I  -X'H-X«)' 

^-    A-«(i-A:»)»    '    ^~     V(i-X')»   ' 

>n  a,  entre  x  et  y  y  une  équation  du  troisième  ordre  dont  il  avait  donné  le  dé- 
reloppement.  M.  Smith  montre  ici  comment  il  a  été  conduit  à  ce  résultat  et 
;omment  il  a  calculé  les  coefficients  numériques  de  Téquation. 

mith  (H.-J.'S.).  —  Note  sur  la  formule  relative  à  la  multiplica- 
tion de  quatre  fonctions  6.  (91-100). 

M.  Smith,  dans  le  t.  I  des  Proceedings,  avait  écrit  cette  formule  sous  la  forme 
mi  vante.  Si  Ton  pose 

>n  aura 

^%t,}f-'Mx)  ^.. }f'\ ( ^a )  %t. /,  ( ^1  )  ^v-4. }f'\  ( ^4 ) 

>=♦  /=♦ 

=  1^  ô'-i^y ,  •-l'y  (*  -  ^j)  H-  JJ  ô«-  iiy,<r'-HL}-hi  {s  -  Xj) 

y  =  1  >  =  1 

y  =  4  7  ==  ♦ 

-+-(— ïVjJ^'-i'y-»-».  <^-i*y(*"~'^y)  "^Ii  ®«=i»y+'.«'-i')+»  {s  —  Xj), 
/  =  1  /  =  1 

r,  9,  9'  désignant  les  quantités  définies  par  les  équations 

^s  =  x^  -h  ar,  -f-  ar,  H-  ar,, 

29=   11,    -H  IX,    -4-1X3    -t-lX<, 

29'=  {x',  -hix'j  -+-sx'3-|-|x'4. 

I/auteur  déduit  de  cette  formule  générale  onze  formules  particulières.  Il  les 
applique  ensuite  aux  fonctions  Al. 
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En  terminant,  il  fait  connaître  la  formule  relative  aux  fonctions  0  maltiples, 
qui  est  analogue  à  la  précédente. 

Walker  (J.-J.).  —  Preuve  par  les  quaternions  du  théorème  de 
Minding.  (loo-ioi). 

Tait  (P,-G.),  —  Démonstration  2)ar  les  quaternions  du  même 
théorème.  (ioi-io3). 

II  s'agit  ici  du  théorème  énoncé  en  i835,  dans  le  Journal  de  Cre//c,  relative- 
ment aux  faces  appliquées  à  un  corps  dont  Torientation  change. 

Cockle  (J,),  —  Sur  les. équations  différentielles,  totales  et  par- 
tielles ;  sur  un  nouveau  cas  soluble  des  premières  et  un  cas  ex- 
ceptionnel des  secondes.  (io5-i2o). 

Ce  travail  traite  de  questions  très  variées.  Nous  signalerons  en  particulier  la 
suivante.  Si  l'on  considère  l'expression 

elle  admettra  trois  facteurs  différents  suivant  que  l'on  supposera  ;r,/ ou  2 con- 
stants. 

L'auteur  étudie  les  relations  entre  ces  trois  facteurs  et  il  ett  ainsi  conduit  à 
deux  fonctions  qu'il  propose  de  nommer  dUcriminoïdes. 

Dickson  (J,'D,-H.),  —  Discussion  de  deux  séries  doubles  servant 
au  calcul  du  nombre  des  termes  de  déterminants  d^une  cerlaine 
forme.  (120-12»), 

Si  l'on  désigne  par  u„^  le  nombre  des  termes  dans  un  déterminant  du  n'"* 
ordre  dont  la  colonne  principale  contient  r  zéros,  on  aura 

'V  ---  ('»  -  '•)  "«-I  r-l  -^  (''  -  0  M«-,  r_,» 

Ces  formules  perniellent  de  calculer  «„^^.  Le  travail  contient  les  résultats dao? 
une  Table  à  double  entrée. 

Clifford  (  W.-K.).  —  Note  sur  l'usage  des  fonctions  de  nombres 
alternés  pour  la  détermination  des  invariants  et  des  covariants 
des  formes  homogènes  en  général.  (124-129). —  Sur  les  sommes 
binaires  de  variables  alternées.  (214-221). 

Ces  deux  Mémoires  contiennent  des  propositions  tirées  par  M.  Spotliswoode 
des  papiers  qu'a  laissés  le  regretté  Clifford.  Les  nombres  alternés  dont  il  est 
(]uestion  sont  ceux  qui  ont  été  étudiés  par  Grassmann,  Cauchv,  etc.,  cl  dont  le 
calcul  est  régi  par  les  éciuations  suivantes  : 

af  —  o,     a^a^-f- a^a.  —  0.     a^a.  —  ...— i, 
«jui  permettciU  de  d<''conipo5er  tout  déterminant  en  facteurs  linéaires. 
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D'après  cela,  si  Ton  considère  des  formes  linéaires  par  rapport  à  plusieurs  sé- 
ries de  variables,  il  suffira  de  les  multiplier  pour  obtenir  leurs  invariants  simul- 
tanés, ceux  qui  correspondent  à  des  substitutions  linéaires  indépendantes  effec- 
tuées sur  les  variables  de  chaque  série. 

Ilirst  {A.).  —  Note  sur  les  complexes  engendrés  par  deux  plans 
corrélatifs.  (i3i-i43). 

Ce  travail  fait  suite  à  celui  qui  a  été  inséré  dans  le  t.  V  des  Proceedings. 

L'auteur  y  étudie  le  complexe  du  second  degré  que  l'on  obtient  si,  considérant 
deux  plans  corrélatifs,  on  joint  un  point  A  de  l'un  des  plans  à  un  point  quelconque 
de  la. droite  a  qui  correspond  à  ce  point  A  dans  l'autre  plan.  On  obtient  ainsi 
des  droites  appartenant  à  un  complexe  du  second  degré;  mais  à  un  complexe 
très  particulier  dont  la  surface  des  singularités  se  décompose  en  deux  surfaces 
du  second  degré  dont  l'une  est  formée  des  deux  plans  considérés.  L'auteur  exa- 
mine complètement  toutes  les  propriétés  du  complexe  dans  leurs  relations  avec 
les  deux  plans  d'où  on  l'a  déduit. 

Cayley  {A.).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  figures  en  relation 
conforme.  (i43-i46). 

Quand  deux  figures  planes  se  correspondent  point  par  point,  à  un  élément  ds 

de  l'une  des  figures  correspond  un  élément  ds'  de  l'autre. 

ds' 
En  augmentant  ds  dans  le  rapport  -.-  et  en  le  faisant  tourner  de  l'angle  entre 

ds'  et  dSy  on  obtiendrait  un  élément  égal  et  parallèle  à  ds'. 

M.  Cayley  cherche  dans  quel  cas  l'extension  et  la  rotation  à  faire  subir  à  l'élé- 
ment ds  seront  les  mêmes  pour  tous  les  éléments  ayant  leur  origine  en  un  point 
et  il  trouve  que  cela  a  lieu  dans  le  cas  où  la  relation  entre  les  deux  points  équi- 
vaut à  une  équation 

/(r,  r')  =  o, 

entre  deux  variables  imaginaires 

z  =  x->ryi^    z'=x'-\-y'i, 

Routh  {E.'J,),  —  D'une  méthode  pour  construire,  par  Tanalyse, 
des  fonctions  X,  Y, . . .  qui  possèdent  la  propriété  exprimée  par 
Téquation  yXYrfo-  =  o,  et  qui  sont  telles  qu'une  fonction  don- 
née peut  être  développée  en  une  série  de  la  forme 

aX-f-?Y-4-YZ-f-.... 
(146-167). 

L'auteur  étudie  un  problème  d'Algèbre  qui  peut  être  considéré  comme  la  gé- 
néralisation de  celui  que  l'on  rencontre  dans  l'étude  des  surfaces  du  second  de- 
gré, quand  on  cherche  à  déterminer  le  système  de  diamètres  conjugués  commun 
à  deux  surfaces  du  second  degré  de  même  centre. 

Soient 

V  =  AfXÎ -{-... -f-A,î\«, 

V  =  €i,XÎ-f-...-f-^(\,-X,)'-i-6,(X3-X,)«-h...H-6,_,(X,-X,_,)', 
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deux  formes  quadratiques;  le  système  d'équations 

âV  d\ 

détermine  conjointement  avec  Téquation 

V  =  H«, 

où  H  désigne  une  constante,  n  systèmes  de  valeurs  pourXp...,\.  Soieoi 
Xp...,\^;  \|,...,  Y,  deux  tels  systèmes  de  valeurs.  On  aura 

(2)  AjX,Y,-|-..,-hAÎX,Y.=  o. 

Cela  posé,  Téquation  (i)  peut  s'écrire 

Si  l'on  considère  maintenant  X.  comme  la  valeur  d'une  fonction  X  de  x  cor- 

Ht 

respondant  à  x  =  m,  l'équation  précédente  devient  une  équation  aux  difEé- 
rences  qu'il  est  aisé  de  transformer  en  une  équation  différentielle  du  secood 
ordre,  et  l'équation  (a)  donne  alors  la  propriété  exprimée  par  l'équation 


f. 


I 
o 


L  auteur  donne  plusieurs  autres  propositions  de  même  nature. 

Tanner  {H.-W.-L.).  —  Sur  les  déterminants  à  n  dimensions. 
(167-180). 

L'auteur  fait  remarquer  que  la  notation  topographique  n'est  plus  applicable 
ici,  et  il  emploie  une  notation  qui  peut  être  considérée  comme  la  généralisation 
de  la  notation  ombrale  de  M.  Sylvestcr.  Il  fait  voir  comment  un  terme  peut 
être  représenté  par  un  diagramme  et  comment  on  peut  déterminer  son  signe. 
Puis  il  développe  les  propositions  relatives  à  l'échange  de  deux  séries  d'indices 
dans  chaque  élément,  propositions  pour  lesquelles  il  y  a  lieu  de  faire  une  dis- 
tinction suivant  que  le  degré  du  déterminant  est  pair  ou  impair,  .\in5i  undéler 
minant  de  degré  pair  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  échange  dpuï  s«rries 
({uelronqucs  d'indices  dans  tous  les  éléments.  Au  contraire,  un  délerminani 
d'ordre  impair  acquiert  alors  n  valeurs  différentes. 

Wnlker  {J.-J,).  —  Note  sur  les  courbes  planes.  (  i8o-i85). 

L'auteur  traite  successivement  de  la  réduction  de  réquatiori  d'une  cubique  i 

la  forme 

aûc^-\-  by^-k-cz^-^r  d%v^=  o, 

de  certaines  courbes  dérivées  et  de  l'enveloppe  des  diamètres  d'une  cubique. 

Spottisivoode  (ff.).  —  Sur  les  vingt  et  une  coordonnées  dune 
conique  dans  l'espace.  (185-196). 

De  même  qu'une  droite  peut  être  représentée  par  six  coordonnées  homogène» 
entre  lesquelles  existe  une  relation  quadratique,  d«'  même  une  conique  dan^ 
l'espace  peut  èlrc  définie  par  vingt  cl  un  nombres  entre  Icsquel."^  existent  dail- 
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leurs  de  nombreuses  identités  qui  laissent  indépendantes  seulement  huit  d'entre 
elles.  L'auteur  développe  la  condition  pour  que  deux  coniques  se  coupent  et  il 
montre  que  les  coordonnées  sont  les  mineurs  d'un  certain  déterminant  du  cin- 
quième ordre.  Dans  une  Note  à  la  suite  du  Mémoire,  M.  Cayley  montre  comment 
on  peut  écrire  la  condition  pour  qu'une  droite  rencontre  la  conique  en  fonction 
linéaire  des  vingt  et  une  coordonnées. 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Déduction  de  différents  théorèmes  géomé- 
triques d'un  seul  principe  algébrique.  (196-204). 

Le  principe  algébrique  employé  par  l'auteur  est  le  suivant  :  soit/=  a^  a^  une 
forme  quadratique  en  j;,,  x^  et^p  y^,  les  deux  discriminants  par  rapport  aux  x 
et  par  rapport  aux  y  sont  deux  formes  du  quatrième  degré  qui  ont  les  mêmes 
invariants. 

M.  Zeuthen  en  déduit  un  grand  nombre  de  conséquences  en  considérant  les 
correspondances  (a,  a)  qui  se  présentent  dans  plusieurs  questions  de  Géométrie. 
Par  exemple,  si  l'on  considère  les  droites  se  coupant  en  un  point  variable  d'une 
cubique  et  passant  Tune  et  l'autre  par  un  point  fixe  de  la  cubique,  on  a  le  théo- 
rème sur  le  rapport  anharmonique  des  tangentes  menées  d'un  point  à  une  cu- 
bique. Le  travail  contient  des  applications  plus  nouvelles  aux  surfaces  du  second 
ordre  d'un  faisceau  et  aux  courbes  gauches. 

Spottiswoode  {W.).  — Sur  la  représentation  graphique  employée 
par  Clifford.  (204-214)- 

Il  s'agit  ici  de  la  représentation  graphique  des  invariants  donnée  par  Clifford 
pour  les  invariants,  représentation  qui  est  en  rapport  étroit  avec  celle  qu*adop- 
tent  les  chimistes  pour  représenter  les  combinaisons  dans  la  théorie  atomique. 
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Tome  XCIV;  1882. 

NM4;  5  ifril. 
Hermite.  —  Sur  l'intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  (901). 

La  formule  de  Jacobi 

Je  ^  Ar'snacnadng  sn'jr        _      8'(a)        i.       %'  {x  —  a) 
^  i-A:»sn«asn»ar     ^^-^  ëTô)"  "^  ï  ^^  e(ar  — a) 

renferme  un  logarithme  dont  les  déterminations  multiples  répondent  aux  di- 
verses valeurs  que  prend  l'intégrale  suivant  le  chemin  décrit  par  la  variable. 

(•)  Voir  Bulletin,  VI,,  73. 
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M.  Hermite,  dans  le  cas  des  fonctions  complètes 

A'sn«  ma  dna  sn*;r 


_,    .         /•     A'sn«rnadnas 
"(^^=7,  ,-ifsn'asn' 

m'{a)=J 


dXy 


K-h  iK'  f.^  J.JJ  ^  ^^^  a  an  a  sn*d? 


g  I  —  Ar'sn'asn'o; 


dx. 


cherche  comment  on  doit  lever  Tindétermination,  quand  on  suppose  les  deax 
intégrales  rectilignes. 

La  formule  de  Jacobi  donne 

(1  étant  un  entier  qui  est  nul  si  a  est  réel,  et  si,  en  posant 

a  =  /?  H-  iq^ 

q  est  compris  entre  —  K'  et  K'.  Enfin  II (a)  est  une  fonction  doublement  pério- 
dique de  la  variable  a  continue  entre  les  parallèles  au-dessus  et  au-dessous  de 
Taxe  des  abscisses,  aux  distances 

K',    3K',     ...,    (am-i)K' 

de  l'origine  et  qui  change  brusquement  de  valeur,  en  s'augmentant  de  la  con- 
stante {ir,  lorsque,  en  franchissant  une  de  ces  droites,  on  s'élève  an-dessus  del'aie 
des  X  réels. 
Pour  la  seconde  fonction  complète  de  seconde  espèce,  on  a 

Si  le  point  a  est  compris  entre  les  deux  parallèles  à  l'axe  des  x  purement  ima- 
ginaires situées  à  la  distance  K  de  cet  axe,  on  a 

{1=0, 

et  pour  tout  point  représenté  par  l'expression  a  -h  amK,  a  étant  toujours  com- 
pris entre  les  deux  parallèles,  on  aura 

{X  =  m. 

Saint-Venant  {de).  —  Des  mouvements  que  prennent  les  diverses 
parties  d'un  liquide  dans  Tintérieur  d'un  vase  ou  réservoir  d'où 
il  s'écoule  par  un  orifice.  (904). 

Darboux.  —  Sur  une  classe  de  courbes  unicursales.  (gSo). 

Les  propositions  dont  il  s'agit  ont  été  données  par  M.  Darboux  dans  son  cours 
à  la  Sorbonne  en  janvier  1880  :  elles  ont  un  rapport  intime  avec  quelques-unes 
des  intéressantes  propriétés  communiquées  par  M.  Laguerre  et  relatives  aux  hy- 
percycles. 

Soient  n  droites  rf,,  ...,  d^.  Si  Ton  marque  sur  ces  droites  des  points  0,, ....  0,, 
destinés  à  servir   d'origine  aux  segments   comptés  sur  ces   droites,  une  droite 
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variable  S  interceptera  sar  ces  droites  fixes  des  segments  0|  Ap  . . .,  O.A^.  Si  Ton 
assujettit  ces  n  segments  à  satisfaire  à  la  relation  linéaire 


2\0,A,=  Ar, 


la  droite  6  enveloppera  une  courbe  de  n'**"*  classe  au  plus,  admettant  la  droite 
de  l'infini  pour  tangente  n  —  ipK 

Si  /i  + 1  droites  fixes  interceptent  sur  une  droite  variable  n  segments  entre 
lesquels  a  lieu  une  relation  linéaire  et  homogène,  la  droite  mobile  enveloppe 
une  courbe  de  la  même  nature. 

On  énoncera  facilement  les  propositions  réciproques. 

On  aperçoit  là  des  généralisations  immédiates  de  propriétés  bien  connues  de 
la  parabole.  En  faisant  la  perspective,  on  obtient  des  propositions  qui  sont  les 
généralisations  analogues  des  propriétés  anharmoniques  des  tangentes  à  une  co- 
nique quelconque. 

Laguerre.  —  Sur  les  hypercycles.  (gSS). 

AppelL  —  Sur  les  fonctions  uniformes  doublement  périodiques  à 
points  singuliers  essentiels.  (936). 

Soit  un  parallélogramme  élémentaire  formé  avec  les  périodes  u,  u>';  soit  G  un 
cercle  intérieur  à  ce  parallélogramme  et  de  centre  O;  soit  £  la  position  du  pa- 
rallélogramme extérieur  à  C;  soit /(j;)  une  fonction  aux  périodes  u,  (o'  holo- 
morphes  dans  E;  soient  x  un  point  de  E,  C  une  circonférence  de  cercle  de 
centre  a,  extérieure  à  G  et  assez  voisine  de  G  pour  que  x  soit  extérieur  à  G'  ; 

soit  enfin 

rflog9.(u)^ 

au 

la  considération  de  l'intégrale 

f{u)Z{u  —  x)du, 


f 


prise  le  long  du  parallélogramme,  conduit  aux  formules 

R  =  M 


^'^"^=^1^  2*"^'"' <"-*)• 


n  =  1 

I 
2 


le  coefficient  dtZ{a  —  x)  est  nul. 

Soient  ai,  oc,,. . .,  a^  des  points  tous  différents  situés  dans  un  parallélogramme 
des  périodes  et  tels  que,  pour  v  =  oo ,  lim  a^  =  a,  a^  =  oo  ;  soient,  en  outre, 
/, (iF,  a,),  /,(^,  flj),  •••  des  fonctions  méromorphes  doublement  périodiques 
ayant  respectivement  pour  pôles  les  seuls  points  a,,  a,,...,  il  existe  une  fonc- 
tion uniforme  doublement  périodique  F  (x)  admettant  le  point  a  pour  point 
singulier  essentiel  et  les  points  a^  pour  pôles,  de  telle  façon  que  la  différence 
F(jr)— /^(jT,  aj  soit  régulière  au  pointa^.  G'est  une  généralisation  du  théo- 
rème de  M.  Mittag-Leffler  sur  les  fonctions  uniformes;  M.  Appell  en  déduit  une 
généralisation  analogue  du  théorème  de  M.  Weierstrass  sur  la  décomposition 
en  facteurs  primaires. 
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Miîtag-Leffler.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (938). 

Tarry.  —  Relation  générale  entre  sept  points  quelconques  d'une 
section  conique.  Conique  d'homologîe.  Propriétés  communes  à 
trois  figures  homographiques.  (940- 

Conséqucnccs  de  la  proposition  suiTantc  : 

KUnt  donnés  deux  triangles  ABC  et  A'B'C  inscrits  dans  une  conique,  si  par 
un  pi>int  P  de  cette  conique  on  mène  nne  droite  quelconque  la  coupant  en  un 
second  point  H  et  qpe  sur  cette  droite  PH  on  prenne  un  autre  point  quelconqncD, 
les  deux  coniques  I11>ABC  et  HDA'B'C  qui  passent  par  les  deux  points  H  et  D 
se  coupent  en  deux  autres  points  situés  sur  une  droite  6xe. 

Cette  droite  fi\e  est  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  la  conique  qai  a  pour 
triangles  conjugués  les  deux  triangles  ABC  et  A'B'C 

V  15;  !•  ifii. 

Tisserand.  —  Sur  les  déplacements  séculaires  des  plans  des  or- 
bites de  trois  planèles.  ToQ*  >. 


l>ans  une  Noie  ins^ré^  dans  les  Comptes  remdms.  t.  \CIII,  p.  S^^  Yninr 
s*est  occupé  d'u»e  qvestion  traitée  par  Laçrange.  coaceraant  les  déphccneits 
s«\"«laKr»  de»  or^tes  de  trots  pla»etes:  il  indique  avjovnTkni  un  cas  particn* 
lier  qui  conduit  à  «ne  q«e»ùo«  c«riett«ir  exaHin««  par  Le  Verrier. 

«  Il  exkste  entre  htpiter  eC  i^  SoJetl  «»e  positi*:>o  telle  que.  si  Ton  t  pb^it 
une  p^Kite  masse  daa>  ua-f  cr^cte  d~aba.H>i  peu  inclinée  à  celle  de  Jupiter,  ctUt 
petite  «uà'jije  p«?«rTait  sertir  ie  ««mk  «rb«Ce  prt^tÎTe  et  atteindre  de  grandfs  ie- 
cUaKfti?«o«>  'Mtr  le  plaa  «le  Tor^c&e  de  J«pc:er  pi&r  ra«ti<)«  de  cette  ptanète  et  de 
Sttitr«e.  Il  est  re«uir»^»AbtV  .çrae  «rettr?  p«*-5iti»*o  <e  tn^are  à  tré<  peu  près  à  une 
viîstxav-^  ioabfc»f  ît  *a  iL>tjaof  ie  la.  r*rr-  aa  >:?ttrLÎ.  ••  >s4L-a-dire  à  la  limite  infé- 
rteurr  if  "a  r."**  .'a  !%?tt  a  rM^^Joi^r*,'  rxs;pï,  .-ri  I»s*  petite*  piaa<fle5...  » 

Ls'>  r-'-'aerries  ic  ML  T'-^ygena»!  rMtîîjm'm  «  pc^is^nt  •-«lie  ."^-vorlasi^n:  en 
ie>;.^9a3;  par  ^  *.:  :eitti~>c— i.-i»i  *x>*  ie  *:cbt':.;  faa-î  pUaete  de  petite  masse  w. 
î"A«Ce«tr  Moucr^  .çue  L'jaol'aaii^Jtt  peic  *" -îe^rr  jn^nç^'a  ;}*.  mai^que.  pooranoo 
x»«^:s  vjair^  :.  kstj:  fC    i^jvvj^:.    >  3ijv:.ii<xiii   ie    T.a'^liaaLSoa  deTienl  épi 

S.«:.tr-ïV'ï.:.i:  :V  .  —  tV<  3iouv»fai«5iit5qu^  prennent  les  diverse!^ 
i\fcrite<  vi  îtat  !.:»|TtT«i^  îaa>  1 :3:£r?ri«?îir  Srm  Ta>e  ou  réservoir  d  où 
U  >  ecv-'^tile  par  ïl3:  criiof .    :   •:  i  . 

l.  aticeur  i.  ia<is  lue  0.nnm(ini«nc:tia  anûrrreorrr  ?  a^nl  ,  traite  ce  problè«e 
iH  3c-na»tc  .Kmr  :>\*tac  iv  nroar».  es  rr-ràerràes  i?  M-  Bo<z<siBes|  Savants 
/frrfcfiwc*'-^»  -  WUI  -•*.  ."n  <^op*>>aiii.  "a  njsse  ioàie  indedaie  Jan5  toas  les 
'<«s  *«' jt>^a>  iu  jiaa  le  '<»«  "uau.  J  i  ntù*{iiK  *«  3*rt-»niîker  un  procédé  srt- 
:KiA«|iie  jcor  .»iî\»fmr  t^^  iÇTe>  vrtosrt'mees  «s  !i;çae«  ioides  formées  par  le» 
atxneoAit."^  iuu>  rtitT»eur  lu  '•r»*r^:i»r  U  "«rmint^te  ses  rçdlier'-hes  dans  éevi 
,\«itrtiaiii».  ■i«:«^«t>    T*    -î"  '^   *^.  ?«i»s  "in.   i  ■saihmcne  4  -rr  rFnvrtfe  inpàique.  l' 
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eoDtinuation  des  courbes  d'après  leur  équation  en  coordonnées  polaires  et  fait 
des  diverses  formes  qu'elles  peuvent  affecter,  soit  dans  le  passé,  soit  dans  l'ave- 
nir, une  discussion  approfondie.  Dans  l'autre,  il  montre  comment  les  résultats 
obtenus  s'étendent  avec  une  grande  approximation  au  cas  d'un  large  vase  entre- 
tenu plein,  pourvu  que  l'on  ne  considère  que  les  parties  du  fluide  éloignées  des 
parois  latérales.  Enfin  on  peut  obtenir  la  loi  des  vitesses  dans  des  vases  ou  réser- 
voirs des  dimensions  horizontales  finies;  il  suffit  pour  cela  de  prolonger  leurs 
fonds  en  les  supposant  percés,  comme  un  crible,  d'une  infinité  d'ouvertures  dis- 
posées périodiquement,  ou  en  multipliant  à  l'infini  les  orifices  fictifs  extérieurs 
au  vase  et  de  calculer  au  moyen  de  séries  doubles  les  effets  composés  des  appels 
que  tous  ces  orifices  exerceront  sur  les  éléments  du  fluide  donné. 

Villarceau  {Y.).  —  Essai  philosophique  sur  la  méthode  nommée 
par  son  auteur  Science  de  V ordre.  (1008). 

A  propos  du  Mémoire  inséré  dans  le  tome  II  des  Annales  du  Bureau  des 
Longitudes,  où  il  a  vérifié  l'exactitude  des  formules  de  Wronski,  M.  Yvon  Vil- 
larceau montre  comment  les  réflexions  les  plus  simples  conduisent  naturellement 
au  choix  des  axes  convenables  pour  l'étude  du  mouvement  d'une  masse  solli- 
citée par  une  force  prépondérante  venue  du  Soleil  et  par  des  forces  perturba- 
trices, comment  on  peut  obtenir  d'une  façon  rigoureuse  l'équation  différentielle 
de  la  trajectoire  et  deux  intégrales  premières  du  mouvement,  en  sorte  qu'on 
n'a  besoin  de  recourir  à  la  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires 
que  pour  effectuer  les  intégrations  restantes  (deux  intégrations  du  premier 
ordre). 

jonnessiat. —  Observations  de  la  comète  a  1882,  faites  à  l'Obser- 
vatoire de  Lyon.  (io3o). 

Facchini.  —  Observations  des  éruptions  solaires  en  1881.  Spectre 
de  la  comète  Wells.  (io3i). 

Laguerre.  —  Sur  les  hypercycles.  (io33). 

Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  tangentes  communes  à  un  hypercycle  et  à  un  cycle 
donné,  soient  G'  et  D'  les  tangentes  conjuguées  de  deux  quelconques  d'entre 
elles,  G  et  D;  les  quatre  semi-droites  A,  B,  G'  et  D'  sont  également  tangentes  à 
un  même  cycle.  L'auteur  examine  diverses  conséquences  de  cette  proposition  et 
donne  en  particulier  la  construction  du  cercle  osculateur  en  un  point  quelconque 
de  la  courbe;  le  cas  où  les  semi-droites  A,  B  sont  opposées  est  l'objet  d'une  étude 
spéciale.  Il  montre  enfin  que  tout  hypercycle  (sauf  un  cas  particulier)  est  la 
transformée  par  semi-droites  réciproques  d'une  parabole.  Le  cas  exceptionnel, 
examiné  par  M.  Laguerre  dans  une  Gommunication  postérieure  (n*  17),  où  il 
est  impossible  de  transformer  un  hypercycle  en  une  parabole,  est  celui  où  son  pa- 
ramétre p  est  nul.  La  courbe  est  alors  de  la  troisième  classe  et  est  désignée  par 
l'auteur  sous  le  nom  A'hypercycle  cubique;  elle  peut  être  définie  comme  une 
courbe  de  troisième  classe  ayant  une  tangente  double,  touchant  la  droite  de 
l'infini  et  passant  par  les  ombilics  du  plan.  M.  Laguerre  indique  diverses  pro- 
priétés intéressantes  de  ces  courbes. 

Picard  (E.).  —  Sur  l'intégration  par  les  fonctions  abéliennes  de 

Bull,  des  Sciences  mathe'm.,  2«  série,  t.  VI.  (Octobre  188a.)  R.16 
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cerlaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(io36). 

L'auteur  s'occupe  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 


.[      du      àu\ 


OÙ  /  est  un  pol ynômCy  et  qui  admettent  comme  intégrales  des  fonctions  abé- 
tiennes  des  deux  variables  .r  et^  :  il  montre  comment  on  peut,  de  cette  ëqoj- 
tion,  déduire  un  système  de  deux  équatioms  différentielles  totales,  donnant,  s'il 
est  possible,  les  solutions  cherchées. 

Poincare.  —  Sur  les  fonctions  fuchsiennes.  (io38). 

Soit  une  équation  différentielle  linéaire  quelconque 

Dans  cette  équation  P,,  P,,...,  P„-,  sont  des  fonctions  rationnelles  enxeteo 
y  y  et  y  est  lié  à  x  par  une  relation  algébrique 

(a)  /(^,r)=o- 

Une  ou  plusieurs  des  fonctions  P  deviendront  infinies  pour  certaines  positions 
du  point  analytique  {Xjy)\  ce  seront  les  points  singuliers  de  Téquation  diffé- 
rentielle; à  chacun  d'eux  correspondra  une  équation  déterminante  dont  les  ra- 
cines pourront  être  imaginaires  ou  incommensurables  ou  bien  être  toutes  des 

multiples  de  -  v  /i  étant  un  entier  positif. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  point  singulier  est  de  la  première  catégorie;  dans  le 
cas  contraire,  il  est  de  la  seconde  catégorie. 

Il  existera  en  général  deux  fonctions  fuchsiennes  F(^)  et  F,  (z),  jouissant  de* 
propriétés  suivantes  : 

I*  Elles  n'existent  qu'à  Tintcrieur  du  cercle  fondamental; 

2*  Si  Ton  fait 

x=¥{z).    y  =  F.(5), 

la  relation  (a)  est  vérifiée. 

3"  Quand  z  reste  intérieur  au  cercle  fondamental,  le  point  analytique  (x.^) 
ne  peut  passer  par  aucun  point  singulier  de  la  seconde  catégorie; 

4*  Si  {Xy  y)  passe  par  un  point  singulier  de  la  première  catégorie,  F(2)  f^ 
F,  (a)  ont  leurs  n  —  i  premières  dérivées  nulles. 

Alors  les  intégrales  de  Téquation  (i)  sont  fonctions  zêta  fuchsiennes  àtz. 

L'auteur  examine  ensuite,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  de  points  singuliers  delà 
première  ou  de  la  seconde  catégorie,  les  diverses  formes  auxquelles  on  peuiame- 
ner  le  polygone  qui  correspond  à  ses  fonctions  fuchsiennes. 

Dans  le  cas  de  /?  =  i,  les  fonctions  F,  F,  se  réduisent  à  des  fonctions  double- 
ment périodiques,  et  l'on  retrouve  ainsi  les  résultats  obtenus  par  M.  Picard. 

La  même  marche  permet  de  retrouver  aussi  les  résultats  connus  relativement 
à  l'intégration  algébrique  des  équations  linéaires. 

Enfin  il  y  a  d'autres  manières  d'exprimer  j:,  y,  v  par  des  fonctions  uniformes 
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t  z;  on  peut  en  particulier  exprimer  x  eiy  par  des  fonctions  fuchsiennes  F(z)» 
\{z)  existant  dans  tout  le  plan. 

Dans  une  Communication  postérieure  (n**  17),  M.  Poincaré  expose  le  mode  de 
ormation  d'une  infinité  de  fonctions  fuchsiennes  qui  sont  toutes  fonctions  ra- 
ionnelles  de  Tune  d'entre  elles  F{z)j  qui  existent  dans  tout  le  plan,  dont  les 
•oints  singuliers,  isolés  et  en  nombre  infini,  sont  tous  situés  sur  Taxe  des  quan- 
ités  réelles,  deviennent  infiniment  rapprochés  dans  le  voisinage  de  certains 
loints  singuliers  du  deuxième  ordre,  lesquels  sont  eux-mêmes  infiniment  rap- 
•rochés  dans  le  voisinage  de  certains  points  singuliers  du  troisième  ordre,  etc. 

Itiag'Leffler,  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
seule  variable.  (io4o). 

Dans  trois  Communications  successives  (n**  15,  16,  17),  M.  Mittag-Leffler 
omplète  les  beaux  résultats  concernant  la  forme  des  fonctions  uniformes,  d'a- 
res la  nature  de  leurs  singularités,  dont  on  a  rendu  compte  précédemment. 

Soient  données  : 

I*  Une  suite  infinie  de  valeurs  a,,  a,,  a„. . . ,  toutes  intégrables  et  assujetties  à 
1  condition  lim  modav=  R,  où  R  est  une  quantité  positive  quelconque; 


V=OB 


3*  Une  suite  de  fonctions  entières  de  la  variable  y^  s'annulant  toutes  pour 
'=0, 

Gv(r)  =  C<;'r  4-  Cï"^'»-}-  cyj^>4-...  ; 

I  est  toujours  possible  de  former  une  fonction  analytique  F(âr)  ayant  le  carac- 
ère  d'une  fonction  uniforme  de  Xy  tant  que  Ton  a 

modiF<  R, 

l'ayant  dans  ce  domaine  d'autres  points  singuliers  que  a,,  a,,  a„  ...,  et  telle 
lUe,  dans  le  voisinage  de  jr=  Ov,  F(^)  puisse  s'exprimer  sous  la  forme 


\X  —  flv/ 


-{-P(J7  — Ov), 


>ù  V  {x  —  CL,')  désigne,  selon  l'habitude,  une  série  procédant  suivant  les  puis- 
ances  entières  et  positives  de  2:  —  a».  C'est  toujours  par  le  même  procédé  que 
'on  parvient  à  la  formation  de  la  fonction  F (x);  cette  fonction  formée,  on 
rouve  de  suite  l'expression  générale  des  fonctions  qui  jouissent  de  la  même 
propriété  en  ajoutant  une  fonction  arbitraire  développabic  en  série  de  Taylor 
lans  le  cercle  modj;  <  R. 

Voici  maintenant  d'autres  généralisations  qui  concernent  le  cas  où  l'ensemble 
P)  des  valeurs  singulières  fournit  un  ensemble  fini  (P')  de  points  limites. 

Supposons  d'abord  que  (P')  se  réduise  à  la  seule  valeur  a  et  soient  a^,  a,,  a^, ... 
ensemble  (P  — P'). 

Soit  donnée  une  suite  infinie  de  fonctions  entières  de  la  variable  y 

1  est  toujours  possible  de  former  une  fonction  analytique 

F(x;  a-,'^  V  =  I,  2,   .. .  ) 
l'ayant  d'autres  points  singuliers  que  les  points  (P)  et  telle  que,  pour  chaque 
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▼alear  déterminée  de  v,  la  fonction  F{x)  ait,  dans  le  Yoisinage  dea^  la  forme 


<^'(f:^)+P(— '^>- 


Supposons  maintenant  que  (P')  comprenne  m  valeurs  a;  v  =  i,  a,...,m,  el 
que  Ton  ait  décomposé  les  valeurs  (P  — P')  en  m  groupes  a;i«;  jj.  =  f,  î,...; 
V  =  ly  a,. . .,  m,  telles  que  le  groupe  Oy,^,  où  }ji  =  i,  a, . . .  et  où  v  est  fixe,  ait  la 
seule  valeur  limite  a^. 

Soit  donnée  une  suite  de  fonctions  entières 

(ji  =  i,  a,  ...;  v  =  i,  a,  ...,  m). 

Si  Ton  forme  les  m  fonctions 

h\{x;  a|i,v;  Ji  =  i,  a,  ...),  v  =  i,  a,  ...,  m, 

telles  que  Fv  n'admette  pas  d'autres  points  singuliers  que  Oy  ti€if»;^  =  i,7..., 
et  que  la  différence 

Fv —  Guiv  ( ) 

ait,  pour  x  =  a^v^  une  valeur  finie  et  déterminée,  la  somme 

V   =   1 

sera  une  fonction  uniforme  et  homogène  n'ayant  d'autres  points  singuliers  qoe 
les  valeurs  (P)  et  telle  que,  pour  chaque  valeur  déterminée  de  (iv,  on  puisse, 
dans  le  voisinage  de  or  =  Oyiv,  la  mettre  sous  la  forme 


^^^  (f3^)-^  P^^^^^  -^*)- 


On  en  déduit  immédiatement  la  forme  la  plus  générale  des  fonctions  qui  oDt 
ce  même  caractère. 

Enfin  M.  Mittag-Leffler  étend  le  même  mode  de  formation  à  tous  les  cas  où 
de  l'ensemble  des  valeurs  singulières  (P)  on  peut  déduire  une  suite  limitée  (F)» 
(P"),...,  (P*),  (P')  étant  l'ensemble  des  points  limites  de  (P),  (P')  l'ensemble 
des  points  limites  de  (P'),. . .,  el  (P')  étant  nul. 

Vanecek.  —  Sur  Tinversion  générale.  (1042). 

Voici  la  définition  du  mode  d'inversion  qu'étudie  M.  Vanecek.  (ioJî). 

Soient  C  une  conique  (fondamentale) y  D  une  droite  (directrice)  dans  le  plw 
de  la  conique  et  L  une  figure  contenue  dans  le  même  plan;  la  polaire  A  d'un 
point  a  de  L  rencontrera  D  en  un  point  a^  dont  la  polaire  A,  passe  par  lep^leti 
de  la  droite  D  et  par  a. 

Le  point  d'intersection  «,  de  ces  deux  polaires  est  le  transformé  du  pointa. 

Enfin  on  peut  généraliser  encore  ce  mode  d'inversion  en  substituant  une  courbe 
quelconque  à  la  directrice  D. 


Boussinesq.   —  Résistance  d'une  barre  prismatique  el  homogèn 


c. 
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(le  longueur  supposée  infinie,  au  choc  transversal  et  au  choc 

longitudinal.  (io44)- 

L'auteur  montre  que  ce  problème  est  compris  dans  celui  du  mouvement  d'une 
>arre  qui,  s'étendant  le  long"  de  Taxe  des  x^  depuis  x  =  o  jusqu'à  a;  =ao ,  por- 
erait  à  Torigine  x  —  o  une  certaine  masse  étrangère,  et  y  recevrait,  après  s'être 
rouvée  primitivement  en  repos,  des  impulsions  successives  capables  d'imprimer 
t  cette  masse  étrangère,  pour  le  cas  où  elle  serait  seule,  des  accélérations  données 
•"(O  :  il  résout  ce  dernier  problème. 

N«  16;  n  ifril. 

Igourdan,  —  Observation  des  planètes  (S),  i^)     (§,,  (S) 
et  de  la  comète  a  1882  (Wells),  faites  à  l'Observatoire  de  Paris. 

(iioi). 

Igourdan,   —  Éléments   et  éphémérides  de  la  comète  a  1882 
(Wells)  (iio4). 

yggia.  —    Observations  faites  à  l'Observatoire  de  Marseille. 
(iio5). 

ittag-LefJler.  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  uniformes  d'une 
variable.  (iio5). 

Voir  plus  haut. 

irboux.  —  Sur  une  propriété  du  cercle,  (i  108). 

On  sait  que,  si  l'on  considère  deux  tangentes  fixes  d'un  cercle  et  une  tangente 
'ariable  et  si  l'on  attribue  des  sens  convenables  à  ces  trois  droites,  le  périmètre 
lu  triangle  qu'elles  forment  est  constant.  On  peut  énoncer  cette  proposition 
ous  la  forme  suivante  : 

Si  une  courbe  est  telle  que  sa  tangente  forme  avec  deux  droites  fixes  un 
riangle  de  périmètre  constant,  elle  jouit  de  la  même  propriété  quand  on  sub- 
titue  aux  deux  droites  une  infinité  d'autres  systèmes  de  deux  droites  fixes. 

Cette  proposition  admet  la  généralisation  suivante  : 

Si  Ton  considère  n  couples  de  droites  et  une  droite  variable  qui  forme,  avec 
es  n  couples  des  triangles  dont  les  périmètres  ont  une  somme  constante,  cette 
Iroite  variable  enveloppera  une  courbe  unicursale  qui  conservera  la  même  défi- 
lition  quand  on  substituera  aux  couples  primitifs  n  autres  couples  dépendant 
le  deux  paramètres  arbitraires. 

Les  courbes  auxquelles  on  est  ainsi  conduit  peuvent  être  caractérisées  de  la 
nanière  suivante  :  elles  sont  d'une  classe  quelconque  m,  elles  admettent  la 
[roite  de  l'infini  pour  tangente  multiple  d'ordre  m  —  3  et  de  plus  elles  coupent 
ette  droite  aux  points  à  l'infini  sur  le  cercle.  Exceptionnellement  elles  peuvent 
idmettre  la  droite  de  l'infini  comme  tangente  multiple  d'ordre  m  —  i  et  se  ré- 
luire à  des  courbes  considérées  par  l'auteur  dans  une  Communication  précédente. 
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ficients  entiers  (positifs,  nuls  ou  négatifs)  entre  les  /i(>  m)  inconnues âr,^',  Zf... 

ia^x  -f-  6,  ^^  H-  c,  ^  4-. . . -f-  ^,  1  -+-  A,  /  -t- . . . -f- 1,  a  -+-y,  i»  -4-  Ar,  =  o, 
'"• 

assigner,  quand  ils  existent,  tous  ses  systèmes  de  solutions  entières. 

On  suppose  que  les  déterminants  d'ordre  m  tirés  du  tableau  des  coefficients  ne 

soient  pas  tous  nuls. 

n\ 

Nommons  indéfiniment  ik)  les  — rr — '■ -,  déterminants  formés  par  Tasso- 

^  m\{n  —  m)\  ^ 

ciation  de  m  quelconques  des  n  premières  lignes  du  tableau  des  coefficients  et  A: 

les  — TT^ 77  déterminants  de  même  ordre  formés  par  l'association  de  la* 

/n!(/i  —  m  —  i)l 

dernière  colonne  de  ce  tableau  avec  m  —  i  quelconques  des  n  premières. 

Pour  que  le  système  (i)  admette  quelques  systèmes  de  solutions  entières,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  le  plus  grand  entier  positifs/  qui  divise  tous  les  dé- 
terminants {h)  divise  aussi  tous  les  déterminants  (Ar).  Cette  condition  étant  rem- 
plie, tous  les  systèmes  de  solutions  sont  donnés,  chacun  une  seule  fois,  par  des 
formules 


i;  =  ç  +  i;,e,  -f-i>,e,+. .  .4-  i»,-^e,_^. 


dans  lesquelles  toutes  les  lettres  désignent  des  entiers  précisant  les  propriétés 
suivantes  :  i**  les  n —  m  nombres  6  sont  absolument  indéterminés;  a* 4e  déter- 
minant de  /i  —  m  colonnes  quelconques  du  tableau 

X,      y,      z,      ...p„ 


a^^-mX^-m^m    «•••^«-m» 


est  égal  au  quotient  par  d  de  celui  des  déterminants  {k)  dont  les  éléments  ne 
servent  pas  de  coefficients  aux  inconnues  désignées  par  les  lettres  qui  figurent 
dans  les  /t  —  m  colonnes  en  question  ;  par  suite,  tous  les  déterminants  d'ordre 
n  —  m  ont  i  pour  plus  grand  commun  diviseur. 


N°  18-,  I"  mai. 

Jordan.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Stephanos  intitulé  : 
Mémoire  sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  une 
même  jacobienne.  (i23o). 

Nous  extrayons  ce  qui  suit  de  ce  Rapport  : 

«  ....  Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire,  M.  Stephanos  prend  pour  point 
de  départ  la  définition  suivante,  introduite  par  M.  Rosanes  : 

Deux  formes  /  et  /,,  d'ordre  m  -4- 1,  sont  dites  conjuguées  si  l'invariant  simul- 
tané linéaire  par  rapport  aux  coefficients  des  deux  formes  est  égal  &  zéro. 
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f^s  formes  conjuguées  à  une  même  forme/  constituent  un  réseau  &  m  pin- 
métres 

dont  l'auteur  donne  Tex pression  générale  en  fonction  des  racines,  égales  oaioé- 
gales,  de  l'équation /=  o. 
Soit  plus  généralement 

(0  a/H-  «,/,-+-. .  .4-  a*/* 

un  réseau  de  formes  à  k  paramétres. 

Les  formes  conjuguées  à  toutes  celles  de  ce  réseau  constituent  un  second  ré- 
seau à  m  —  k  paramétres 

(a)  ait-M/*-MH-...-+-am-M/*+i. 

Ces  deux  réseaux  ont  les  mêmes  covariants.  Cette  proposition  importante,  qoe 
M.  Stephanos  établit  d'une  manière  aussi  simple  qu'ingénieuse,  doit  être  consi- 
dérée comme  la  clef  de  son  analyse. 

M.  Gordan  avait  en  effet  montré  que  les  covariants  du  faisceau  (i)  (combinani 
des  formes  /  /»  •  •  m /*)  coTncident  avec  les  covariants  d'une  forme  unique  ik+i 
séries  de  variables.  M.  Stephanos  substitua  à  cette  forme  la  forme  éqniTaleote 
relative  au  réseau  conjugué.  Cette  expression  contient  encore  un  facteur  super- 
flu qu'il  supprime.  Il  remplace  enfin,  à  l'exemple  de  M.  Gordan,  cette  forme 
unique  à  plusieurs  séries  de  variables  par  un  système  équivalent  de  eoyariiots 
élémentaires  à  une  seule  série  de  variables. 

Appliquant  ces  considérations  générales  au  cas  particulier  d'un  faisceau  de 

formes 

a/-+-a./, 

M.  Stephanos  en  tire  une  série  de  relations  entre  les  covariants  élémentaires 
de  M.  Gordan  relatifs  à  ce  faisceau,  ainsi  que  entre  ces  covariants  et  une  forme 
quelconque  du  faisceau  ;  il  en  déduit  en  particulier  : 

1"  L'expression  générale  des  jacobiennes  des  faisceaux  qui  contiennent  ose 
forme  donnée; 

3"  La  condition  pour  qu'une  forme  /  divise  la  jacobienne  d'un  faisceau  coo- 
tenant  une  autre  forme  «p.  Il  est  remarquable  que  cette  condition  soit  symé- 
trique par  rapport  aux  deux  formes /et  9. 

Nous  citerons  encore  la  proposition  suivante  : 

Si  deux  faisceaux 

a/+«i/t    et    aJ.-^-aJj 

ont  la  même  jacobienne,  à  tout  faisceau  contenu  dans  le  réseau 

«/-+-«./,-+- a,/, +  03/3 

correspondra  un  faisceau  complémentaire  ayant  la  même  jacobienne. 

Dans  la  seconde  partie  de  son  Mémoire,  M.  Stephanos  résout  dans  tous  ses 
détails  le  problème  suivant  : 

<(  Déterminer  les  faisceaux  de  formes  biquadratiques  qui  ont  pour  jacobienne 
une  forme  donnée  du  sixième  ordre.  » 

Ces  faisceaux  ont,  en  outre  de  a,  un  second  covariant  élémentaire  6  du  second 
ordre;  ils  seraient  complètement  déterminés  si  0  était  connu. 

Mais  0  peut  lui-même  être  déterminé  au  moyen  de  la  relation  qui  le  lie  à  2  et 
qui  a  été  donnée  dans  la  première  Partie  du  Mémoire.  En  discutant  cette  condi- 
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tion,  on  trouve  que  la  fonction  inconnue  6  s'exprime  au  moyen  des  covariants 
de  a  et  d'un  invariant  irrationnel  I,  dépendant  d'une  équation  du  cinquième 
degré.  Le  problème  comporte  donc  cinq  solutions. 

Soient  I,,  ...,  I»  les  racines  de  l'équation  en  I,  0,,  ...»  O4  les  valeurs  corres- 
pondantes de  0.  Si  nous  posons,  pour  abréger, 

i  =  (a,a)4,    A  =  (a,a)g, 

i5X 


er.=  (Ôr»ÔJî»       Gk=- 


2A  -hi5Ii 
^  désignant  une  constante,  on  aura 

l  EG»=  o,    £0*=  o,    20484=  o,    SG»eî  =  0, 
(a)  <  ,  , 


I  .-luBî,   «  =  3^i:g*03 


Réciproquement,  si  l'on  a  cinq  formes  quadratiques  0^  et  cinq  constantes  G^^ 
différentes  de  zéro  liées  par  des  relations  telles  que  (3),  les  formes  0^  seront  les 
covariants  quadratiques  de  cinq  faisceaux  ayant  pour  jacobienne  la  fonction 


I 


Deux  des   formes  B  deviennent  égales  si  l'équation  en  I  admet   la  racine 

aA 

r>  ;  elles  restent  distinctes,  bien  que  l'équation  en  I  admette  des  racines 

égales,  lorsque  l'invariant  gauche  de  a  est  nul. 

M.  Stephanos  cherche  ensuite  à  déterminer  des  formes  quadratiques^  et  n  dé- 
finies par  la  relation 

(a,  /i),-+-^/i  =  o. 

Ce  problème  comporte  une  infinité  de  solutions  si  a  est  un  cube  parfait.  Dans 
le  cas  contraire,  il  n'en  existe  que  dix,  qu'on  obtient  généralement  en  posant 

X  désignant  un  facteur  constant. 

La  forme  n^^  jouit  de  cette  propriété  remarquable,  que  son  carré  est  conjugué 
aux  formes  des  faisceaux  correspondants  à  0^  et  à  6^. 

M.  Stephanos  déduit  de  cette  proposition  une  construction  géométrique  très 
élégante  des  cinq  faisceaux  cherchés. . . 

Barnaud  et  Leygne,  —  Détermination  de  la  différence  de  longi- 
tude entre  Paris  et  Besançon.  (ia34)* 

Appell.  —  Développements  en  série  d'une  fonction  holomorphe 
dans  une  aire  limitée  par  des  arcs  de  cercle.  (i238). 

Les  cercles  qui  limitent  l'aire  S  considérée  par  l'auteur  tournent  tous  leur 
convexité  vers  l'intérieur  de  S  :  si  «j^  est  le  centre  du  cercle  C^,  on  aura 

Nord  I  l^lll 


J7-«, 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  a"  série,  t.  VL  (Novembre  188a.)        R.17 
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s  ètaat  «»  poiBt  *îu  coBtoor.  x  «s  poûit  de  S^,  on  aara  donc 


•1  «a^!«ticiEuc  oettie  xnt  a  b  pUce  de  ^ dans  la  portion  de  rintégrale 


im  >rr*r«Quati  ait  .-^prii;  C  «c  9r?«r«ii»:  d*  néaie  ponr  les  autres  arcs  de  cerele, 
•a  iitîi=^  /  X  io«*  âjniK  'f  «Oif  f«r»e  de  fractions  rationnelles;  celle  série 
^pr.s<a(un  acr»»  isut:^  /air-  «xiir«mre  à  t'>«s  les  cercles  auxquels  appartieooeot 
es  *r^  :«*>  lue  ♦I^. 

îa  ^omiMsaBC  a  nmK  air-  sc»k  a  rnlêrienr  d'un  parallélo^amme  de 
>*lrs  «w  •  :»  mpwn9at  «  lafir-  ç«f  fc»  aires  S'.  S',  ...,  homologues i S daai 
rs  3dnulck»cruiuiiis>  m  reseu»  ànfau   fu-  le  premier  parallélogramme  nm- 

in:LVKis  »9fmtMcmmcmi  les  arcs  C„  en  prenant  enfin 
iMMC  ae  iirpu*  "^'nn^yiie 

/    -  -   I  --X  dLr, 

de  fonctions  doublemoii 


quadratiques  ternaires. 


>iie«"ui'.'W  !.«  jHUDif  ie  suKiCirxcjifi»  Ir^-faires  considérées  parM.  Pi- 
mm  .«ai»-  t?^  r  MsavsK^ux^"^  «tw  ■eurt!;-  ^'vtkt  et  mars  1882)  le  conduit  à 
-*.••;•'  i»f^  •  r*»iî^  .»Aiurai:^:r»r^  ■t--Tair'5' iK^tîrxje*  •nerlaines  formes  particolicres 

'r-.;-»  -      -   Sar    i\>  iauiui;noiL«r!ï    i-i:   spectre  de   la  nébuleuse 
'.. -i  ,.  Str     1    -^•jf^î^sencicua    >phériqiie    des  surface?. 

.-     «M.        mÊtPmv.zj^ia    ji.-.rrn:Hn?.   ^.   Iufàc«x  a  établi   la  proposili'^n 


>^*%*>-.     "^       »v 


>•<   .wài-p-  -i.*»iu:uKi>  iiarticalières  de  celte  équatK-o. 
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^es  par  une  relation  homogène  du  second  degré.  On  pourra  toujours,  en  confi- 
nant linéairement  ces  solutions,  ramener  cette  relation  à  la  forme 

:1a  posé,  les  équations 

u  V  w 

37  =  —»     y  =  — ,     -S  = — 

P  P  P 

finissent  toujours  un  système  orthogonal  (A),  formé  des  lignes 

p  =  C,     p,  =  C,. 

De  plus,  si  0  désigne  une  solution  nouvelle  quelconque  de  Téquation  aux  do- 
rées partielles,  le  plan 

mX  -h  i>Y  -f-(vZ  -h6  =  o 

veloppera,  quand  p  et  p,  prendront  toutes  les  valeurs  possibles,  une  surface 

>nt  les  lignes  de  courbure  auront  pour  image  sphérique  les  courbes  du  système 

thogonal  (A). 

Voici  maintenant  des  conséquences  de  ce  théorème  : 

Supposons  que  l'équation  aux  dérivées  partielles  appartiennent  à  la  classe  de 

lies  qui  admettent  quatre  solutions  particulières  de  la  forme 

«,  =  A,B„    rj=A,Bj,    -33=AjB,,    z^=  Pl^B^, 

i  A|,  A,  sont  des  fonctions  d'une  seule  variable,  solutions  particulières  d'une 
ftme  équation  linéaire  du  second  ordre,  et  B,,  B^des  fonctions  d'une  autre  va- 
ible,  définies  également  par  une  équation  linéaire  du  second  ordre;  il  est  clair 
:e  les  quatre  solutions  particulières  précédentes  sont  liées  par  la  relation  du 
cond  degré 

Ton  pourra  appliquer  le  théorème  fondamental.  * 

En  particulier,  l'équation 

>  ^  =  '[/(«+'p)-?(»-'p)]- 

[met  comme  solution  particulière  le  produit  d'une  fonction  P  de  ot -h  ip  par 
te  fonction  Q  de  a— t^,  et  si  Ton  prend  par  P,,  P,  les  intégrales  de 
quation 

)  P''=P[/(a-f-eP)-i-m] 

1  m  est  une  constante  et  pour  Q,,  Q,  celles  de  l'équation 

Q''=Q[9(a-iÔ)-f-m] 

verra  facilement  que  les  quatre  solutions  de  l'équation  aux  dérivées  par- 

'lles  (3) 

a  =  P,Q,-l-P,Q„  iv-P.Q,-^P,Q„ 

i'=«(P.Q.-+-P|Qi),    />=P,Q,4-P,Q„ 

rifient  la  relation  (2),  et,  par  suite,  définissent  un  système  sphérique  ortho- 
•nal.  Si  les  fonctions  /  et  9  sont  imaginaires  conjuguées,  et  si  Q,  et  Q,  sont 
\  solutions  respectivement  conjuguées  à  P,,  P,,  ce  système  sera  réel,  et  il  est 
se  de  voir  qu'il  sera  isotherme.  Ce  système  et  ceux  qui  s'en  déduisent  en  rem- 
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plaçant  P,  et  P,  par  d'autres  solutions  de  Téqnation  (4)  sont  dits  CMrespoih 
dants  &  l'équation 

On  peut  ramener  à  la  forme  (3)  Téquation 

à*z    _      m  {m -ht) 
àpiàpi  ~"  (P-P.)*  *' 

étudiée  par  Euler  et  par  Poisson  ;  en  cherchant  &  ramener  &  la  même  fonne 

l'équation 

à^z   _      m(m -f-i)VB' 

3ï3?""  (A  — B)»      ' 

où  A  est  une  fonction  de  s,  B  une  fonction  de  p,  équation  qui  se  déduit  d'aO- 
leurs  de  la  précédente,  M.  Darboux  parvient  à  la  conclusion  suivante  : 

On  saura  trouver  toutes  les  sur/aces  ayant  pour  représentation  spk&iqae 
les  systèmes  isothermes  correspondant  aux  trois  équations 

Les  formules  d'intégration  définissant  la  surface  ne  contiendront  Us  fost- 
tions  arbitraires  sous  aucun  signe  d'intégration  définie,  tant  que  nom 
entier. 

Cette  proposition  comprend  tout  ce  que  l'on  sait  relativement  aux  sor&ces  à 
lignes  de  courbures  planes*  à  celles  dont  la  représentation  est  formée  d'ellipses 
sphériques  orthogonales,  etc.  On  trouve  une  infinité  de  surfaces  algébriqies 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  algébriques. 

Dans  une  autre  Communication  sur  le  même  sujet,  M.  Darboux  montre  com- 
ment on  peut  étendre  les  résultats  précédents  à  des  systèmes  isothermes,  conte- 
nant des  constantes  dont  le  nombre  croîtra  indéfiniment. 

On  doit  à  M.  Moutard  la  proposition  suivante  :  Toutes  les  fois  que  l'on  sait 
intégrer  Téquation 

on  sait  aussi  trouver  l'intégrale  de  Téquation 


i — rx  =  h>  -r-~r-  Z. 


où  w  désigne  une  solution  particulière  de  Téquation  (4). 

En  appliquant  ce  résultat  aux  équations  de  la  forme  (3)  et  en  choisissaot 
pour  w  une  solution  de  la  forme  •»  =  6(a  -:-  i3)a(a  —  i?),  on  sen  conduit i 
l'équation 

qui  est  de  même  forme  que  l'équation  (3);  donc  : 
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Toutes  les /ois  que  l'on  saura  résoudre  le  problème  de  la  représentation 
sphérique  pour  les  systèmes  orthogonaux  correspondant  à  V équation 

(6)  y'-=yn<^), 

on  saura  aussi  la  résoudre  pour  les  systèmes  correspondant  à  Véquation 

où  8  désigne  une  solution  de  l'équation  (6).  Plus  généralement,  chaque  solu- 
tion particulière  du  premier  problème  donnera^  par  une  quadrature^  une 
solution  du  second. 

Cette  proposition  se  trouve,  en  quelque  sorte,  complétée  par  le  curieux  théo- 
rème que  voici  : 

Toutes  les  fois  que  Von  saura  intégrer,  pour  toutes  les  valeurs  de  la  con- 
stante m,  l'équation  linéaire 

(8)  y  =  yU(<x)-^m], 
on  pourra  aussi  intégrer  l'équation 

(9)  >'''  =  >' Kf)'-*-'^]' 

6  désignant  une  intégrale  particulière  de  l'équation  {%),où  l'on  a  fait 
m  =  v;  l'intégrale  de  l'équation  précédente  sera 

•>'  =  "      "ô' 
u  désignant  l'intégrale  générale  de  l'équation  (8). 

iouquet  de  la  Grye,  —  Sur  les  marées  de  l'île  Campbell. 
(1293). 

]N°  20-,  15  lai. 

louchez.  —  Observations  des  petites  planètes,  faites  au  grand 
instrument  méridien  de  l'Observatoire  de  Paris,  pendant  le 
premier  trimestre  de  Tannée  1882.  (1827). 

iaton  de  la  Goupillière,  —  Tambours  spiraloVdes  pour  les  câbles 
d'égale  résistance.  (i338). 

^arboux.  —  Sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces. 
(i343). 

Voir  plus  haut. 

fesal.  —  Note  sur  l'application  d'un  théorème  de  Poncelel  au 
calcul  approximatif  des  arcs  des  courbes  planes. 


A3a 
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1^  thfort^me  diuit  il  $*agit  concerne  lapproûanlMMi  avec  la^ncUe  oa  peut 
«ttb>tîtacr  une  expression  linéaire  de  la  forme  as  -^  ^  à  «a  Tadical  4e  la  kmt 

\  •é^TT*.  M.  Re**l  $ah5titue  d'après  cette  rê^le  rexpreasâo* 

rff  =  JdLr  —  adPr 

A  l>\jHre5*HVi  e\arte 


JtiHjisr'n.    —    Oh$er\'*«lîoii$  faîtes    pendant  Fêdipse  «la  17  nai. 

Crmls.  —  Sur  Ws  oksermtiotts  de  Li  co^Kte  têlescopâqne  â  TOb- 
$er\aloînr  impênal  de  Rio  de  lasein^.    C4*?o  ^ 


in^irY    C'A.  .  —  Nu  nn  noaireaa  cis  de  {■zvTBiitiijn  d«  Enaot 
KKÙr  et  de  <oci  utilité  pour  Tofetsiffrf^tÂHt  da  parSKse  de  Vais. 

#^.'%.^>Arr.  —  S«r  une  ciieç^e  dlimnaBCs  re^idJS  jki  cyHinn'i 


—  ?*=!. 


1^ 


_       3- 


■:^   I, 


rjcjtSlt  ■*  -  *^ 


-f. 


•  f"»»       ■» 


:      •!''. 


i.i-^'"      •      * 


"i-J  r*"      7*-     Z"Zrà^J»^  * 


.•  '»       ".'•■liiir     '        r     -~    -*  TX*:*"!^**' 


I 

i 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ïi^ 

Picard  {E.).  —  Sur  les  fonctions  uniformes  affectées  de  cou- 
pures. (i4o5). 

Eo  supposant  que,  pour  une  telle  fonction,  les  coupures  soient  rectilignes  et 
en  nombre  fini  n,  M.  Picard  montre  que  la  fonction  considérée /(^)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

k-n 
k  =  i 

OÙ  la  fonction  (fk{z)  est  continue  et  uniforme,  sauf  pour  la  /r'*""  coupure. 

Il  établit  aussi,  pour  les  fonctions  de  cette  nature,  un  théorème  sur  la  possi- 
bilité de  leur  décomposition  en  facteurs  primaires. 

N«  22^  29  mai. 

t^edieu.  —  Du  cycle  de  raisonnement.  Son  emploi  pour  valider 
les  hypothèses  et  les  propositions  fondamentales  de  toute 
science.  Application  à  la  Mécanique.  (i440' 

tyAhhadie  et  Tisserand.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de 
M.  Bouquet  de  la  Grye  intitulé  «  Etude  sur  les  ondes  à  longues 
périodes  dans  les  phénomènes  des  marées  ».  (i446)- 

JDarboux,  —  Sur  une  proposition  relative  aux  équations  linéaires. 
(i456). 

Cette  proposition  a  été  énoncée  à  la  fîn  de  l'analyse  des  Communications  de 
M.  Darboux  sur  la  représentation  sphérique  des  surfaces.  L'auteur  en  donne  la 
démonstration. 

Jiouniakowski.  —  Démonstration  d'un  théorème  relatif  à  la  fonc- 
tion E(j?).  (1459). 

Soit /?  un  nombre  premier  de  la  forme  4/1  +  1,  on  a 

JBarbier  {£.).  —  Deux  moyens  d'avoir  7:  au  jeu  de  pile  ou  face. 

(1461). 

Vanecek,  —  Sur  un  mode  de  transformation    des  figures  dans 
l'espace.  (i463). 

Voici  en  quoi  consiste  ce  mode  de  transformation. 
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l'.on5id<^ron$  une  surface  F  du  secoud  ordre»  pob  use  courbe  L  du  f*^  ordre, 
une  (Hturbe  .M  de  Tordre  ut  et  une  surface  P  de  Tordre^. 

l4i  ct^urbe  L  doit  tHre  transformée  par  rapport  à  la  surface  fondameoule,  à 
la  ctmrbe  M  et  à  la  surface  P. 

In  piunt  / de  la  courbe  L  a  un  plan  polaire  X  par  rapport  à  la  sutCmx foi- 
dauientale  F.  Ce  plan  1  coupe  la  courbe  311  es  difers  potuts,  le  plaa  polaire  p 
de  Tun  d'eux  m  détermine  avec  À  nue  droite  àji  qui  perce  la  sur&cc  P  a 
/»  p^^înts.  Cousîdèfv^us  entre  eux  un  seul  poîut  p^  dout  le  plau  polaire  :  ooape  h 
«lix^ite  X;a  eu  un  p^HUt  r:  le  point  r  est  le  trausIiorBê  du  point  /. 

Houssines^j.  —  Sur  un  potentiel  i  quatre  TariaMes,  <pii  rend 
pn^sque  inluitiTe  Fintépalion  de  Téquation  dn  son  et  h  démon- 
sIralioQ  de  la  formule  de  I\>îsson  concernant  le  potentiel  inTose 
à  Irvns  \anable$«  •.i4^  • 

S^^eul  «I  une  «uftssïe  4|«ekv*i{«e  àxc.  dass  um  espace  rappoctê  à  tnêaiesde 
\-v«MNJk.'«ucrs  rectan^W  x«  v ,  2  <c  :«  <?«  3  x..  r..  x  )  la  éemiàlê  et  h  Hftie 
Uim  -  zjhf  éc  cette  Hkirs»  ^«à  n«f ht  rcfc'i'ui'  et  voèii^  de  'inuifiif  b 
>ttiMitiiMi  .'«.*  >^  -  lma.CT^f«>  1^^-ftt  «feerÎTie.  dTmm.  poûnt  Ai«nê  x.r.11 
\vuune  cemtre  et  1^^"  ua  nj'?m  Stmmè  r.  uae  ipfctre  4tMC  r  =  ^rr*  déaoBai 
U  :Mtf«K*e.  p«uei>  ^%Nt  e^a^ne.  f«Mnr  ctucam  Aes  -ght^gute  ds  et  cène  smiax. 

4yj«^  krs  c>i«»r£tj«M«s>  x. .  .*  ^  x,  reajeejow.  — ^*  et  ^~^im  âsae  h  itmmt  éB 


%4iciirs  ^NnLe  srnti  <ur  bMus  les   Ti  l'nf '•  -in  s.  Om  * 


c  «»t  oiKticr  :imcc*ia   pk  :  4'iûfur  anoieuir  >iOsnC3ei  a 


Xr  - 

A   a    uu.ic  '    -  -,   a   «m»'.:»  a  c  >  àOitiiKf.  si  ac:T"^m  jat  "liiîX'r-.  i  -  ^tatf» 

^iâjx^-^jK'ï**-     '-'^    2» «4.x  H.iuv:«'a>    'n    •*    -jtnvjuat    es-    arc:.    lOiino^  aniCTir? 

«.av<u«i>  ii'-îiiriài'^rï'  ir  « .    -     •   4ai.iur'Jta>  jii   '.«un    rat    ^c   ^^mjaau  ^^r 


%.~     .  •     .-^    .•.•4v    ■*•:  "^"^    -         r.*^..-.^.    \r^    *     rr     .    escroc». j^j*   ^      wir  <'' 
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16  ventôse  an  VIII,  date  de  lenr  échelonnage  définitif  par  Lefèvre-Gineau, 
Coulomb,  Delambre  et  Méchain.  Une  facture  de  Lenoir,  faisant  partie  des 
Archives  de  l'Académie,  permet  à  M.  Wolf  de  remonter  un  peu  plus  haut  et 
d'ajouter  quelques  détails  intéressants  à  ceux  que  nous  a  laissés  Delambre  sur 
la  fabrication  du  métré  définitif. 

Boussinesq  (•/.).  —  Sur  les  ondes  produites  par  l'émersion  d'un 
solide  à  la  surface  d'une  eau  tranquille,  quand  il  y  a  lieu  de 
tenir  compte  des  deux  coordonnées  horizontales.  (i5o5). 

N»  24;  12  jiii. 

Resal  {H.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  mathématique  du  jeu 
debillard.  (i548). 

L'auteur  traite  du  choc  d'une  bille  assujettie  à  se  mouvoir  sur  un  plan  (S) 
contre  un  autre  plan  (S')  perpendiculaire  au  précédent.  Il  montre  comment  on 
peut  tenir  compte  du  frottement  et  déterminer  le  mouvement  de  la  bille  à  la  fin 
du  choc. 

t 

Lœwy  {M.).  —  Programme  des  travaux  astronomiques  à  effecluer 
par  l'expédition  scientifique  envoyée  au  pôle  sud.  (i56i). 

Mouchez.  —  Observation  du  passage  de  Vénus  au  cap  Horn. 
(i563). 

Vanecèk  [J,-S,).  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures 
dans  l'espace.  (583). 

L'auteur  étend  aux  surfaces  le  mode  de  transformation  qu'il  a  déjà  appliqué 
aux  courbes  dans  sa  précédente  Communication. 

Deprez  [M.),  —  Sur  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  force  électro- 
motrice d'une  machine  magnéto-électrique  en  fonction  de  la 
résistance  du  circuit  extérieur.  (i586). 

N°  25^  19  JBiB. 

Thollon.  —  Éclipse  totale  du  Soleil  observée  à  Souhag  (haute 
Egypte)  le  17  mai  (temps  civil)  1882.  (iGSo). 

Trépied.  —  Observation  de  l'éclipsé  totale  du  17  mai.  (i636). 

Puiseux  [A.).  —  Sur  l'éclipsé  du  17  mai.  (i643). 

Darhoux  {G.).  —  Sur  une  équation  linéaire.  (i645). 
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donneront  pour  u,,  ...,  u^  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs;  imaginons  ces 
systèmes  partagés  en  groupes  de  telle  façon  que  deux  systèmes  de  valeurs 

II,,  ...,  Up    et    W|  — Wp 

se  trouvent  dans  des  groupes  différents  ou  dans  le  môme  groupe  suivant  que 
les  diflîérences 

t  1  tu 

forment  ou  non  un  système  de  périodes.  M.  Appell  démontre  les  deux  théorèmes 
suivants  : 
i<>  Le  nombre  des  systèmes  appartenant  à  un  même  groupe  est  m'',  quels  que 

a**  Les  m!^  systèmes  de  valeurs  formant  un  même  groupe  se  partagent  de  plu- 
sieurs façons  en  mf-^  sous-groupes  formés  chacun  de  m  systèmes  tels  que,  si 
Ton  désigne  par 


I/l,               •  •  •» 

«„ 

")" 

••••                        •••y 

•  •  > 

„(m-n 

P 

les  m  systèmes  de  Tun  de  ces  sous-groupes,  on  ait  les  relations 

WjH-M^  -t-...-f-Mi'"~*'=  Ci, 
dans  lesquelles  les  C^  sont  des  constantes  indépendantes  des  valeurs  attribuées 

Picard  {E.),  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  abéliennes  aux 
intégrales  elliptiques.  (1704). 

Complément  à  une  Communication  du  9  mars  1881,  où  l'auteur  a  examiné 
des  cas  de  réduction  des  intégrales  hyperelliptiqucs  du  premier  genre  aux  fonc- 
tions elliptiques.  Après  avoir  rappelé  ses  premiers  résultats,  M.  Picard  s'attache 
à  montrer  comment  on  obtiendra  la  substitution  analytique  qui  transforme 
l'intégrale  abélienne  en  une  intégrale  elliptique. 


MONATSBERICHTE  dbr  Koniglich   Predssischen  Akadbmie  der  Wissen- 

SCnAFTEN  ZU  BeRLIN  (  >  ). 

Année  1878. 

Kummer.  —  Sur  les  surfaces  qui  sont  de  même  ordre  et  ont 
les  mêmes  singularités  que  leurs  surfaces  polaires  réciproques. 
(25-36). 

(«)  \o\r  Bulletin,  IIj,  184. 
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née  et  de  la  congruence  polaire  réciproque  ne  difTérent  que  par  les  valeurs  des 
constantes. 

La  courbe  d'inflexion  de  la  surface  F,  obtenue  en  écrivant  que  les  trois  racines 
de  réquation  en  X  sont  égales,  est  du  douzième  ordre., 

La  surface  F  a  douze  plans  tangents  singuliers  qui  la  touchent  suivant  des 
courbes  courbées  du  second  degré. 

Elle  a  douze  points  singuliers  pour  lesquels  les  cônes  des  tangentes  sont  du 
second  degré. 

Les  douze  points  singuliers  se  rangent  en  six  couples,  dont  chacun  est  situé 
sur  Tune  des  six  droites  suivant  lesquelles  se  coupent  les  plans  tangents  singu- 
liers correspondants. 

Chaque  plan  tangent  singulier  est  quatre  fois  osculateur  de  la  courbe  d'in- 
flexion. Les  quatre  points  d'osculation  appartiennent  à  la  conique  suivant  la- 
quelle le  plan  touche  la  surface  F. 

Les  génératrices  rectilignes  d'un  même  système  d'une  des  surfaces  du  second 
degré  qui  correspond  à  une  valeur  particulière  de  \  sont  toutes  des  rayons  de 
la  congruence  considérée;  en  faisant  varier  \,  ces  génératrices  engendrent  tous 
les  rayons  de  la  congruence  considérée;  en  prenant  les  génératrices  de  l'autre 
système,  on  obtient  une  autre  congruence  ayant  la  même  surface /oca/e,  qui, 
ainsi,  peut  être  engendrée  de  deux  manières  distinctes. 

Kronecker.  —  Sur  les  séries  de  puissances.  (53-58). 

L'intégrale 

-^.  I  e*d  log-8, 

où  z  =  x-\-yiy  est  égale  à  -{- 1  ou  à  zéro  suivant  que  x  est  positif  ou  négatif, 
lorsqu'on  prend  l'axe  des^  pour  chemin  d'intégration  depuis^  =  —  00  jusqu'à 

Ceci  posé,  soit  la  série  régulièrement  (gleichmàssig)  convergente 


n  =  «o 


/(!:)  =  2'^-*"*"^' 


rt  =0 


où  Ç  =  ^  -^  ir\j  et  où  les  quantités  réelles  X  croissent  avec  l'indice  n  ;  la  remarque 

précédente  fournit  le  résultat  suivant  : 

k  =n 


1-Jf{z)e^»  d  log5  =  2  Cfc, 


k  =  0 

où  l'on  suppose  que  x  est  positif,  que  le  chemin  d'intégration  va  sur  l'axe  des^', 
de  —  «  à  -f-  00  et  où  tv  est  une  quantité  comprise  entre  \  et  \+,.  Cette  éga- 
lité donne,  non  seulement  la  détermination  des  coefficients  e„,  mais  encore  des 
quantités  \  qui  sont  les  valeurs  qui  rendent  discontinue  la  fonction  de  (v  défi- 
nie par  l'intégrale 

y   /(5)eH'5rfl0g-5, 

laquelle  reste  constante  entre  deux  valeurs  consécutives  de  ^.  En  multipliant 
cette  équation  par 

4»(w)  dWy 


f 
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faisant  une  sommation  depuis  /i  =  o  jusqu'à  n  =  r,  et  posant  enGn 


on  obtient 

ii  =  r  — 1 


■^  I  I  F{z)^{w)e^sdwdz=:^^c^  j^{w)dw\ 


11  =  0 


dans  le  premier  membre,  l'intégration  par  rapport  à  w  doit  être  effectuée  de- 
puis une  valeur  égale  ou  inférieure  à  \f  jusqu'à  \, 
En  prenant 

et  en  supposant  r  inCni,  on  obtient  la  formule  remarquable 

^.   rr¥{z)e^i^-^)divdz=:F{ti). 

En  effectuant  d'abord  l'intégration  par  rapport  à  Wy  on  tombe  sur  la  formnle 

de  Cauchy;  en  effectuant  l'intégration  par  rapport  à  z,  on  retrouve  ledéfelop- 

pement  en  série  de 

n  =  • 


fi  =  0 


L'intégrale  dont  on  est  parti  est  égale  à  i  pour  x=  o;  ainsi 

^  -    /         sin^rflog^  =  i, 

et,  par  suite,  la  valeur  de 

I     /^* 

—    /         sinoifcos^pc/ logi^ 

est  égale  à  i  ou  zéro,  selon  que  la  valeur  absolue  de  a  est  égale  ou  inférieure  à  ^. 
Cette  remarque  permet  de  déterminer,  dans  les  séries  supposées  uniformé- 
ment convergentes, 


W  =  00 


?iv)  =  2a„cos|i,p, 


n  =  0 

n  =  co 


^(^)  ==  ^^,sinv,i>, 


n-O 


OÙ  les  quantités  positives  ji,  et  v^  vont  en  croissant  avec  l'indice  n,  d'une  part, 
les  coefficients  a,  b  de  l'autre,  les  quantités  |x,  v  elles-mêmes,  ainsi  qu'il  résulte 
des  égalités 

'- J        9{v)sinvivd\ogv=^a,     |A«<iv<|i^„ 

*  =  o 

A    =    OB 


—    /         ^{v)cosvw  d  \ogv=  ^^  b  , 


v,_,  <  iV  <  V,. 


k  =  n 


r:r. 
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Enfin   un  calcul  tout  semblable  à  celui  qui  a  été  décrit  précédemment  con- 
duit aux  équations  suivantes,  où<t»(p)et^(p)  sont  mis  à  la  place  de  -  9(p), 

r  n  =  r 

dv  I     ^iv)^i(w)  sin  çw  dw  =\^a^  j     ^^{w)dw^ 

rt  =  0        '^ 

ree  n  =  r 

dv  1    V(v)V,(w)cosvtvrfw=  Vi>,  j     W^{w)dw. 

Et  en  particulier,  on  a 

•0 
^{v)  sinuw  s'm vwdvdw  =  aie  (!»(</ ), 

/        W{v)  cosuwcosvîv  dvdw  =  2 T:W{u)f 
égalités  qui  conduisent  immédiatement  à  la  série  de  Fourier. 

Kronecker.  —  Sur  les  fonctions  de  Sturm  (gS-iai). 

Kronecker.  —  Sur  la  caractéristique  d'un  système  de  fonctions 
(i45-i52). 

Ces  Communications  de  Tillustre  algébriste  se  rapportent  à  un  ordre  d'idées 
dont  Torigine  se  trouve  dans  les  Mémoires  de  l'auteur,  insérés  dans  les  Monats- 
berichte  de  Tannée  1869.  L'ensemble  des  publications  de  M.  Kronecker  sur  ce 
sujet  sera  analysé  ultérieurement. 

Wangerin,  —  Sur  la  réduction  de  Téquation 

d«V      a«v      d«V 

1 _4_ =  o 

dx'^        dy^         dz^ 
à  des  équations  différentielles  ordinaires,  (i Sa- 166). 

Étant  donné  un  corps  à  l'intérieur  ou  à  l'extérieur  duquel  cette  équation  doit 
être  vérifiée,  le  procédé  que  l'on  suit  ordinairement  consiste  à  trouver  un  sys- 
tème triple  orthogonal  p,  p',  p",  tel  que  la  surface  qui  limite  le  corps  soit  con- 
tenue dans  l'un  des  faisceaux,  le  faisceau  p  par  exemple  :  on  cherche  ensuite  à 
satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées  partielles,  où  les  variables  p,  p',  p'  remplacent 
les  variables  x^yy  z  par  des  expressions  de  la  forme 

V=XRR'R% 

où  R  est  fonction  de  p  seulement,  etc.,  et  où  chacune  des  fonctions  R,  R',  R' 
contient,  outre  la  coordonnée  qui  y  figure,  deux  paramétres  arbitraires.  La  solu- 
tion générale  est  donnée  par  la  somme  de  toutes  les  solutions  particulières.  Les 
corps  pour  lesquels  cette  méthode  réussit  sont  :  la  sphère,  l'ellipsoïde,  le  volume 
compris  entre  deux  sphères  excentriques,  le  tore  circulaire,  enfin  les  corps  limi- 
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tés  par  une  surface  dont  l'équation  est  de  la  forme 

(X*  H-^»  4-  z*)  -h  Aa?»  -f-  By^  h-  C«»  =  ±  D». 

M.  Wangerin  traite  le  cas  des  corps  de  révolution  et  montre'  que  le  nombre 
des  corps  pour  lesquels  la  méthode  précédente  réussit  est  limité.  Elle  ne  s'ap- 
plique qu'aux  corps  précédemment  cités  et  à  celui  dont  la  courbe  méridienoe  se 
déduit  de  la  courbe 

par  la  substitution 

X->riy—    ^7-^ r-^- 

Chwohon.  —  Sur  le  magnétisme  induit  dans  deux  sphères  par  des 
forces  qui  agissent  symétriquement  par  rapport  à  la  ligne  des 
centres.  (269-276). 

Cayley.  —  Sur  une  surface  réciproque  à  elle-même.  (3o9-3i3). 

M.  Caylcy  s'était  déjà  occupé  en  1868  de  la  recherche  des  surfaces  qui  sont 
de  même  ordre  et  présentent  les  mômes  singularités  que  leurs  polaires  réci- 
proques. (Proc.  London  Math,  Soc.f  t.  Il,  p.  6i-63)^ 

Il  avait  remarqué  que,  si  une  surface  est  regardée  comme  l'enyeloppe  d'ooe 
surface  quadrique  satisfaisant  à  certaines  conditions,  la  surface  polaire  réci- 
proque est  donnée  comme  l'enveloppe  d'une  quadrique  satisfaisant  aux  condi- 
tions réciproques;  or,  si  les  conditions  sont  réciproques  à  elles-mêmes,  il  en 
résulte  que  la  surface  est  réciproque  à  elle-même. 

La  surface  du  huitième  ordre  signalée  par  M.  Kummer  rentre  dans  la  théorie. 
Voici  comment  M.  Cayley  parvient  à  cette  surface  :  considérant  une  droite  L 
dont  les  six  coordonnées 

a»  ày  Cy  /,  g,  h 

vérifient  les  trois  relations  linéaires 

/iŒ  4-  gib  4-  h^c  4-  aj-i-  big  4-  Cih  =  0,     (1  =  1,  2,  3), 

le  lieu  de  cette  droite  sera  une  surface  T  du  second  degré  dont  les  coefficients 
sont  des  déterminants  du  troisième  ordre  formés  au  moyen  des  quantités 
a„  ...yhi',  l'équation  en  coordonnées-plan  de  la  surface  polaire  réciproque  par 
rapport  à  la  quadrique 

\'  4-  Y»  4-  Z»  4-  W»  =  o 

se  déduira  de  Téquation  de  la  surface  T  par  l'échange  des  quantités  ai,b^,c,\ 
fij  So  ^i  '  si  maintenant  on  regarde  a^,  . . .,  /t,- comme  des  fonctions  linéaires  «lu 
paramètre  X,  la  surface  T  aura  pour  enveloppe  la  surface  du  huitième  ordre  de 
M.  Kummer. 

Helmholtz,  —  Sur  le  téléphone  (488-5oo). 

Oppolzer.  —  Nouvelle  méthode  pour  la  détermination  des  élé- 
ments de  Torbite  d'une  petite  planète  au  moyen  des  observa- 
tions d'une  seule  apparition.  (583-6o2). 
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Kummer,  —  Nouvelle  preuve  élémentaire  de  ce  théorème  :  la 
suite  des  nombres  premiers  est  illimitée.  (777-778). 

Si  cette  suite  était  limitée,  en  désignant  par  P  le  produit  de  tons  les  nombres 
premiers,  le  nombre  9(P)  des  nombres  premiers  et  inférieurs  à  P  serait  égal 
à  I,  ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  règle  connue  pour  la  formation  de  ce 
nombre. 

Oppolzer.  —  Développement  des  dérivées  par  rapport  à  Texcen- 
tricité  de  Fanomalie  vraie  et  du  rayon  vecteur  dans  les  orbites 
presque  p'araboliques.  (SSa-SSg). 

Année  1879. 
Kronecker.  —  Sur  la  théorie  des  équations  algébriques.  (205-239). 

I.  Simplificatfon  de  la  démonstration  d'Abel  touchant  l'impossibilité  de  ré- 
soudre algébriquement  les  équations  de  degré  supérieur  à  4* 

II.  Sur  la  résolution  des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  premier. 

III.  Sur  la  classe  des  équations  dont  dépend  la  division  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Kirchhoff.  —  Sur  les  oscillations  permanentes  d'un  liquide  pe- 
sant. (393-410). 

Weierstrass.  —  Addition  au  Mémoire  inséré  dans  les  Monatsbe" 
richte  de  i858  (p.  207-220).  «  Sur  un  théorème  concernant  les 
formes  homogènes  du  second  degré,  w  (43o-445). 

La  Communication  de  M.  Weierstrass  contient  d'abord  une  démonstration  re- 
marquablement simple  de  cette  proposition  bien  connue  :  Si  ^{x^yX^f  ...,f^), 
'^{Xy<,  x^y  ...,  x^)  sont  deux  formes  quadratiques  à  coefficients  réels  et  si  la 
forme  4»(ar,,a:,,  ...,a:J  est  positive  pour  tout  système  de  valeurs  de  a:,, x,,  ...,j:^, 
pourvu  que  ces  valeurs  ne  soient  pas  toutes  nulles,  Téquation  obtenue  en  élimi- 
nant x^,  .'",x^  entre  les  équations 

S<p(j:„  ...,a:^)i  — «K^.,  .-.iar,),  =  o, 


S9{x^y...,X„)„  —  ^iX,y  ..,yXj^=:0 

a  toutes  ses  racines  réelles;  le  symbole 

9(Xp  .  ..f  x^)i, 
a  le  sens  -  -r-^  • 

L'existence  d'une  racine  K  -f-  li  entraînerait  en  effet  l'existence  d'un  système 
de  valeurs  Ç|  -I-  tt;, i,  . . .,  Ç,  4-  r^^i  non  nulles  à  la  fois  qui  vérifieraient  les  équa- 
tions précédentes. 

Bull,  des  Sciences  mathém.y  1*  série,  t.  VI.  (Novembre  1882.)        R.18 
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I  aura  pour  la  solution  la  plus  générale  des  équations  proposées 

n 
a  =  1 

symbole  x^  désignant  la  valeur  de  x^  pour  t  =  t^. 

^chhoff, —  Sur  les  oscillations  transversales  d'une  barre  de  sec- 
ion  quelconque.  (SiS-SaS). 

tteler,  —  Théorie  des  milieux  absorbants  non  isotropeâ.  (879- 
j2o). 


^RNAL  DE  Mathématiques  élémentaires,  publié  sous  la  direction  de 
.    Bourget. 

Tome  I;  1877. 

*c  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  y  dont  la  publica- 
i  remonte  déjà  à  cinq  années,  a  été  créé  par  M.  Bourget,  di- 
eur  des  études  à  Sainte-Barbe,  dans  le  but  de  combler  une 
île  qu*avait  jusqu'à  ce  jour  présentée  la  série  française  des  pu- 
blions périodiques  destinées  aux  étudiants  en  Mathématiques 
<iivers  degrés,  ainsi  qu'aux  professeurs  chargés  de  la  délicate 
ion  de  les  instruire. 

"ï  agi  né  sur  un  plan  analogue  à  celui  des  Nouvelles  Annales 
I  -  Gerono,  dont  les  preuves  étaient  faites  depuis  longtemps, 
^viveau  Journal  s'est  proposé  de  rendre  aux  Cours  élémentaires 
I  ^  me  service  que  celles-ci  aux  Cours  de  Mathématiques  spé- 
s,  qui  ont  certainement  dû  à  ce  recueil,  aussi  intéressant 
^structif,  une  bonne  part  de  leurs  perfectionnements  suc- 
fs. 

-s  matières  qui  trouvent  place  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
^^  élémentaires  peuvent  se  ranger  dans  les  cinq  catégories 
Prîtes  : 

£xposés  didactiques  de  théories  classiques  ; 

Critiques  et  discussions  de  questions  d'enseignement; 

Mélanges  historiques  ; 

Comptes  rendus  d'examens  français  ou  étrangers; 

Questions  diverses  et  solutions  des  questions  proposées. 
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Chapitre  II.  —  L'Astronomie  fut  la  première  Science.  Division  du  temps;  cycle; 
périodes  lunisolaires;  Saros  des  Chaldéens;  Q23  lunaisons  après  lesquelles  le  So- 
leil et  la  Lune  reprennent  leur  même  position  relative.  Observation  des  éclipses 
par  les  Égyptiens.  Zodiaque.  Période  de  Sothis,  ou  caniculaire.  i46o  ans.  Astro- 
nomie des  Chinois,  et  année  de  365J5''49*'i3**  L'Astronomie  reste  sans  faire  de 
progrès  jusqu'à  la  chute  de  la  dynastie  de  Dschengiskhan.  Astronomie  indienne 
peu  connue;  cycle  chinois  de  19  ans  =  335  mois  lunaires. 

lourget  (/.).  —  Notions  sur  les  méthodes  de  démonstration  usi- 
tées en  Mathématiques.  (3^-4o). 

Extraites       la  Géométrie  de  Vincent. 

Jellac  (//.)•  —  Problème  du  Myosotis.  (4o-45). 

Nous  nous  permettrons,  à  ce  sujet,  une  légère  critique.  La  question  est  déve^ 
loppée  par  l'auteur,  ainsi  qu'elle  pourrait  l'être  au  tableauy  en  conférence,  à  une 
classe  d'élèves  de  toutes  forces.  Les  détails  par  trop  développés,  et  un  peu  terre 
à  terre,  parfois  nécessaires  dans  un  cours  oral,  deviennent  des  longueurs  dans 
un  article  écrit,  que  les  élèves  à  conception  lente  pourront  travailler  à  loisir.  Lm 
concision  et  l'élégance  sont  deux  qualités  qu'il  ne  faut  jamais  perdre  de  vue 
dans  un  article  de  Revue  scientifique  de  la  nature  du  journal,  qui  doit  toujours 
être  conçu  comme  s'il  avait  pour  but  de  servir  de  modèle  à  l'étudiant. 

ïforeL  —  Détermination  de  la  sensibilité  d^une  balance  ordi« 
naire.  (45-49). 

Déduite  de  la  composition  des  forces  parallèles.  Voir  (107)  une  note  dfi 
M.  Colot  sur  la  démonstration  de  la  formule  générale. 

loûeL  ' —  Correspondance.  (63-64). 

Démonstration,  d'après  Héron,  de  la  vingtième  proposition  du  premier  Livre 
d'Euclide. 

3ourget  (/.).  —  Réflexions  sur  les  calculs  numériques  imposés 
aux  candidats  dans  les  concours.  Dispositions  à  donner  aux 
calculs  par  logarithmes.  (68-72). 

On  oublie  trop  fréquemment  que  l'approximation  d'un  résultat  ne  spurait  être 
supérieure  à  celle  des  données. 

Rebout  {Eugène),  —  Des  cubes  égaux  4  la  somme  de  trois  ou 
quatre  cubes  entiers.  (73-74)' 

"Pochez,  —  Etudes  de  maxima  et  minima.  (74-79 î  232-238;  261T 
a65;  296-300). 

Méthode  de  Fermât;  applications  géométriques.  Problème  de  Frenet  :  quel 
est,  entre  deux  sphères,  le  point  de  la  ligne  des  centres  d'où  la  somme  des  surfaces 
des  xones  aperçues  est  maximum.  Problème  de  Haddon.  Point  an^ilogue  sur  l{i 
circonférence  décrite  sur  la  ligne  des  centres. 

R.  18. 
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UuèYfs    -  lhi|iliciiliciUiKi  cube.  Problème  de  P^ppns.  (80-81). 

I WAo.  •  --  IV\44%Hno  des  ct^arses  «lecbevsQiL.  \i lo-i la). 

Hh^^^Hs  ^—  \ulre  $^4iAlioadii  pn>UèiBe  des  courses,  (iia-ii^). 

WsM*^'/  v^.  V  —  Du  i\^le  de  IVvpèfinKe  duis  les  scîesccs  euctes. 
y^ii^Mi;  l'^i-iSi:  iS^-i^;  ni-^iSv 
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convexes.  Expressions  diverses  du  volume.  (i34-i38;  167-170; 
229-232). 

André  (Désiré)»  —  Nombre  des  arrangements  avec  répétition  de 
trois  lettres  distinctes,  />  à/?,  commençant  par  une  même  lettre, 
et  contenant  les  trois  lettres,  (i  65- 166). 

Laudi,  —  Inscription  du  triangle  de  périmètre  minimum  dans 
un  triangle  acutangle.  (170). 

Bourget  (/.).  —  Extraction  abrégée  de  la  racine  carrée.  (194- 
>99)- 

Bezier.  —  Construction  du  centre  de  gravité  du  trapèze.  (204). 

Cochez,  —  Théorie  de  l'inversion.  (225-229;  257-261;  321-323; 
353-357. 

Le  système  articulé  de  Peaucellier,  transformant  rigoureusement  l'un  dans 
l'autre  un  mouvement  rectilignc  et  un  mouvement  circulaire,  en  est  une  appli- 
cation industrielle  pratique.  Principes  généraux  ;  transformation  des  droites  en 
cercles  passant  au  pôle,  des  plans  en  sphères  passant  au  pôle.  Le  changement  de 
module  produit  des  figures  homothétiques.  Des  figures  anallagmatiques,  ou  leur 
propre  réciproque. 

Inversion  d'une  circonférence.  Inverseur  Peaucellier  :  deux  angles  d'articula- 
tion d'un  losange  articulé  sont  également  angles  d'articulation  d'un  triangle 
isoscéle  articulé  dont  le  sommet  est  fixe.  Les  deux  angles  libres  du  losange  dé- 
crivent des  figures  inverses.  Parallélogramme  de  Watt- Peaucellier.  Inverseur  de 
Hart,  quadrilatère  articulé  à  côtés  opposés  égaux.  Si  un  point  est  fixe,  les 
points  divisant  les  deux  autres  côtés  égaux  proportionnellement  au  côté  tour- 
nant décrivent  des  figures  inverses. 

Du  cercle  d'inversion  ;  identité  de  la  polaire  réciproque  par  rapport  au  cercle 
d'inversion  et  de  l'inverse  de  la  podaire.  Les  figures  à  axes  de  symétrie  sont 
des  anallagmatiques. 

Quelques  théorèmes.  Valeur  du  rayon  R  d'une  circonférence  tangente  à  trois 
circonférences  tangentes  entre  elles,  de  rayons  respectifs  a,  p,  7  : 


Dostor  {Georges).  —  Évaluation   des  surfaces    des    polygones 
égrédients  et  étoiles.  (289-290  ;  324-33 1  ). 

Le  polygone  égrédient  est  un  polygone  plan  dont  les  côtés  sont  deux  à  deux 
en  ligne  droite;  on  ne  considère  que  les  sommets  saillants  et  les  côtés  sont  for- 
més des  deux  parties  en  ligne  droite.  Soient  n  le  nombre  des  côtes,  p  celui  des 
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cours  des  Facultés  et  aux  Concours  académiques  (4*  catégorie). 
(20-27,  49-5i,  5i-53,  53-56,  81-84,  114-118,  i38-i48,  i48- 
i5i,  171-186,  199-204,205-213,  238-a49>  266-284,  3io-3ii, 
3i5-3i9,  337-346,  361-368). 

Examens  anglais  :  (121-123).  Belges  (i83). 

)uESTioNs  proposées.  —  (3o-3a,  69-62,  96-96,  126-127,  223-224, 
255-256,  288,  319-320,  352,  382-384). 

OLUTiONS  de  questions  proposées.  —  ($9-62,  88-96,  122-126, 
i54-i58). 

lergeron,  —  Le  plus  grand  quadrilatère  inscrit  dans  la  demi-cir- 
conférence est  la  moitié  de  l'hexagone  régulier  inscrit.  (190- 
192,  2i5-223,  249-255,  284-287,  3ii-3i5,  349-362,  ;i72-382). 

Le  cadre  d'un  compte  rendu  ne  saurait  se  prêter  à  Tanalyse,  même  la  plus  suc- 
cincte de  ces  questions;  nous  nous  bornerons  à  exposer,  très  brièvement, 
quelques  réflexions  que  nous  a  suggérées  leur  examen.  Les  rédacteurs,  dans  le 
choix  de  la  solution  publiée  au  milieu  du  grand  nombre  des  similaires,  simple- 
ment signalées,  ne  semblent  pas  s'être  toujours  suffisamment  préoccupés  de  n'ad- 
mettre à  l'impression  que  les  travaux  d'élèves  présentant  un  caractère  particu- 
lier de  correction  et  d'élégance,  d'esprit  de  méthode  qui  permette  de  les  présen- 
ter en  quelque  sorte  comme  modèle  aux  jeunes  intelligences  dont  le  style  scien- 
tiflque  est  à  former.  Il  est  tout  à  fait  important,  pour  rendre  la  publication  réel- 
lement utile,  à  notre  point  de  vue  absolument  pratique,  de  ne  jamais  oublier 
que  la  concision  est  l'un  des  premiers  caractères  de  l'élégance;  que  les  déduc- 
tions doivent  être  serrées  et  précises;  que  l'on  doit  éliminer  de  la  solution  impri- 
mée, sous  peine  de  la  rendre  diffuse,  toute  digression  superflue  qui  trouvera  sou- 
vent sa  place  dans  une  discussion  détaillée,  difficile  à  admettre  dans  le  journal, 
mais  qu'il  y  aurait  tout  au  moins  lieu  de  rejeter  à  la  fin  de  la  rédaction. 

Dans  les  questions  de  Géométrie,  les  solutions  dites  géométriques  sont  à  juste 
titre  considérées  comme  les  plus  élégantes,  et  comme  supérieures  à  celles  qui  ont 
le  calcul  pour  base.  Mais  la  méthode  de  déduction  analytique,  ou  d'invention, 
doit  être  recherchée  préféra blement  à  la  méthode  synthétique  ou  d'exposition  ; 
cette  dernière  a  toujours  un  certain  cachet  de  pédantisme  impuissant,  alors  que 
la  virilité  féconde  est  l'apanage  de  la  méthode  analytique. 

On  ne  saurait  trop  se  pénétrer  d'autre  part  de  ce  sentiment,  que  la  qualité  géo- 
métrique de  la  solution  ne  consiste  pas  dans  la  forme  même  des  expressions 
écrites,  mais  dans  la  conduite  du  raisonnement.  Ainsi,  par  exemple,  l'expres- 
sion a^sinCdu  double  de  la  surface  du  triangle  est  tout  aussi  géométrique  que 
AB  X  CH;  elle  devra  fréquemment  lui  être  préférée  dans  les  solutions  de  pro- 
blèmes où  l'angle  c  se  présente  naturellement,  s'il  doit  en  résulter  une  simplifi- 
cation des  lignes  de  construction.  11  ne  faut  pas  oublier  en  même  temps  que  le 
nombre  moindre  de  lignes  géométriques  entrant  dans  la  démonstration,  ou  la 
construction  définitive,  est  une  des  qualités  de  l'élégance,  ainsi  que  celui,  égale- 
ment le  plus  restreint,  de  connaissances  auxquelles  il  est  fait  appel. 

Il  nous  paraîtrait  également  utile  que  les  rédacteurs,  tout  en  choisissant  parmi 
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définies  par  les  égalités 

:  d  —p  -\-  r{n  —  i), 
:-:  d  —  pr^-\ 

y.\d-p^'    et    n  =  i-\- 1- 

Propriétés  de  l'exponentiation  ou  des  rapports  algébriques.  Théorèmes  divers. 

On  ne  change  pas  la  raison  d'un  rapport  algébrique  en  élevant  ses  deux  termes 

à  la  même  puissance.  Le  rapport  algébrique  des  puissances  d'un  nombre  est  le 

rapport  géométrique  de  leurs  exposants.  La  raison  d'un  rapport  algébrique  est 

inverse  de  celle  du  rapport  renversé.  La  somme  des  deux  rapports  algébriques 

de  conséquent  commun  est  égale  au  produit  des  antécédents  exponentié  par  le 

conséquent 

a       b       ah 


Dans  une  proportion  algébrique  on  peut  permuter,  soit  les  moyens,  soit  les 
extrêmes  entre  eux,  soit  changer  les  moyens  en  extrêmes  et  les  extrêmes  en 
moyens,  d'où  huit  aspects  équivalents  d'une  même  proportion  algébrique.  Dans 
une  suite  de  rapports  algébriques  égaux,  on  peut  élever  à  la  même  puissance  : 
1'  tous  les  termes;  3<*  les  deux  termes  d'un  rapport;  S"  tous  les  antécédents; 
4'  tous  les  conséquents  :  on  peut  multiplier,  ou  diviser  tous  les  antécédents  par 
leurs  conséquents  ou  réciproquement.  Le  produit  des  antécédents  et  celui  des 
conséquents  forment  un  rapport  algébrique  égal  aux  premiers 

ace       ace 

6  "  "d^y^W/ 

Résolution  de  l'exponentielle  a*-=by  et  calcul  élémentaire  des  logarithmes. 
Développement  en  fraction  continue  de  l'exposant  x  par  une  méthode  analogue 
à  celle  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur. 

L'auteur  conclut  à  la  possibilité,  par  l'emploi  du  signe  de  l'exponentiation,  de 
ranger  la  fonction  exponentielle  parmi  les  fonctions  élémentaires  (non  transcen- 
dantes). L'exponentiation  dérive  de  la  division  de  deux  logarithmes,  et  peut  ser- 
vir au  calcul  de  ceux-ci. 

Morel  {A.).  —  Note  sur  le  trinôme  et  la  fraction  du  second  degré. 
(17-21). 

Discussion  graphique  par  le  théorème  des  sécantes  du  cercle. 

Questions  d'examens  et  de  Concours.  Écoles  du  Gouvernement. 
Concours  académiques.  Baccalauréat.  —  (21-25,  43-46,  79-82» 
107-109,  142-147,  171-178,  2o6-2i3,  243-25i,  273-281,  3o3- 
3ii,  373-382). 

Questions  proposées.  —  (3i-32,  63-64,  94»  160,  191-192,  224, 
819-320,  352,  383-384)- 

Suter.  —  Histoire  des  Mathématiques.  (Suite),  (20-29,  46-5o, 
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8a-85,   137-141,    i9g-2o5,  uSi-aSS,  28:-a84j  3ii-3i6,  336- 

339). 

La  Science  chez  les  Grecs.  —  Son  importation  d'Egypte.  —  Ses  progrès  jus- 
qu'à la  fondation  de  THcole  d'Alexandrie.  —  Thaïes  et  l'École  Ionienne,  Anaxi- 
mandre,  Anaximène.  —  Pythagore  et  l'École  Italique,  division  de  rArithmétiqae 
en  àpt6piT)Ttxin,  correspondant  à  notre  théorie  des  nombres,  et  Xo^torixi^,  science 
pratique  du  calcul.  —  La  Géométrie  naissante  est  la  représentation  de  connais- 
sances arithmétiques.  —  Proportions  et  similitude  ;  nombres  poljgoDaax  et 
théorie  des  polygones  et  polyèdres  réguliers.  —  La  musique  à  l'École  pythago- 
ricienne. —  La  trisection  de  l'angle  par  la  quadratrice,  dite  de  Dinostrate,  in- 
ventée par  Hippias  d'Elis. —  HippocratedeChios  découvre  de  nombreux  théorèmes 
sur  les  segments  en  recherchant  la  quadrature  du  cercle.  —  Sa  lunule  qntmble 
(piT)v(axoc)  surmontant  le  cùté  du  carré. 

Le  manque  de  méthode  et  de  liaison  analytique  dans  les  vérités  est  le  défaut 
de  la  Géométrie  de  cette  époque.  —  Antiphon  et  la  longueur  de  la  circooféreoce, 
que  les  philosophes  de  l'époque  considèrent  faussement  comme  moyeone  arith- 
métique des  limites  de  deux  polygones  inscrits  et  circonscrits  du  même  nombre 
de  côtés. 

Astronomie  pythagoricienne  admettant  un  feu  central  autour  duquel  tournent 
la  Lune,  la  Terre,  le  Soleil,  les  planètes  et  les  étoiles  dans  des  sphères  harmo- 
niques et  concentriques.  —  Philolaos  de  Crotone.  —  Archytas  de  Tarcntc.— 
Aristarque  de  Samos  enseigne  que  chaque  étoile  est  un  Soleil  éclairant  an 
monde.  —  Héraclide  de  Pont  et  Hikétos  de  Syracuse  défendent  l'idée  de  la  rota- 
tion de  la  Terre  sur  un  axe. 

Malheureusement,  les  progrès  de  l'Astronomie  sont  arrêtés  parles  vaines  spé- 
culations philosophiques  pour  lesquelles  on  abandonne  les  études  pratiques, 
Jugement  qui  nous  parait  un  peu  sévère;  car  nous  ne  croyons  guère  aux 
progrès  de  la  Science  pratique  que  le  jugement  et  la  discussion  théoriqM  ne 
viennent  pas  guider  dans  ses  investigations  et  surtout  dans  le  choix  dei 
résultats  entremêlés  d'erreurs  (*). 

Les  Grecs  règlent  le  temps  sur  le  cours  de  la  Lune.  —  Année  de  Selon,  su 
mois  pleins  de  3o  jours,  alternant  avec  6  vides  de  3 1,  et  3  mois  pleins  de  plûS 
tous  les  huit  ans.  —  Correction  par  les  cycles  de  Melon  et  de  Calippe. 

Au  v*  siècle,  Eiiipédoclc  a  des  rudiments  d'idées  sur  ratlraclion.  —  Lcucippc 
professe  l'indestructibilité  de  Tatorne  en  lequel  se  résolvent  les  corps.  —  démo- 
critc  d'Abdèrc  admet  l'égalilé  de  chute  dans  le  vide,  et  invente  la  théorie  opli<l"f 
de  rémission.  Avec  son  instinct  de  l'immutabilité  des  lois  naturelles,  il  cs^'^ 
précurseur  de  la  méthode  expérimentale  d'invention. 

Platon  (Athènes,  '430)  considère  les  Mathématiques  comme  la  base  de  la  ph»' 
losophic  et  la  science  d'éducation  par  excellence,  fait  des  idées  de  Socratc  un 
corps  de  doctrine;  mais  alors  qu'en  Mathématiques  Socratc  ne  goûte  que  ce  qui 
est  immédiatement  utile  cl  applicable,  Platon  au  contraire  dédaigne  le  côté  pra- 
tique et  assigne  aux  Sciences  un  but  purement  idéal  et  spéculatif.  Platon,  ren- 
trant d'Egypte  et  de  Sicile,  fonde  TAcadémie  où  ses  disciples  donnent  le  p'n* 
grand  éclat  à  la  Science  jusqu'à  Euclide.  Malheureusement  on  n'a  pu  retrouver 


(•)  Si  toutefois  les  spéculations  dont  il  est  question  ont  quelque  rapport  avec  la 
logique  scientifique.  J«  ^' 


REVUE   DES  PUBLICATIONS.  161 

que  de  rares  fragments  de  leurs  iravaux.  La  conception  la  plus  féconde  de  Fia. 
ton  est  Tinvention  de  la  méthode  analytique;  on  lui  doit  aussi  la  démonstration 
]>ar  Tabsurde. 

Ménechme,  frère  de  Dinostratc,  découvre  les  sections  coniques  qu^étudient 
Eratosthène  et  Géminus.  Le  plan  sécant,  pris  perpendiculaire  à  l'arête,  n'eut  une 
inclinaison  variable  que  sous  Arcliimèdc,  qui  le  premier  découvrit  les  trois  sec-^ 
tiens  dans  le  même  cône.  Ménechme  fait  la  duplication  du  cube  par  l'intersection 
des  sections  coniques;  Archytas  l'obtient  par  l'intersection  d'un  cylindre,  d'un 
cône  et  d'un  tore;  il  fait  faire  les  premiers  pas  à  la  Stéréotomie.  Eudoxe  de 
Cnide  étudie  les  proportions  et  les  corps  réguliers.  —  Enfin  Aristée  fait  un  traité 
des  sections  coniques  qui  fournit  à  Euclide,  au  dire  de  Pappus,  les  éléments  de 
son  œuvre. 


)OLUTiows.  —  (3o-3i,  5o-63,  80-94,  ioi-io5,  109-128,  i47-i5^ 
179-190,  21 3-223,  253-256,  284-288,  3i6-3i9,  34<^-35i,  382- 
383). 

Nous  croyons  devoir,  comme  dans  le  compte  rendu  du  tome  I,  appeler  l'attention 
toute  spéciale  des  rédacteurs  sur  le  choix  des  solutions  insérées  et  l'utilité  que 
présenterait  parfois  l'addition  de  quelques  conseils  ou  observations  critiques, 
destinés  à  redresser  le  jugement  et  à  former  le  goût  artistique  des  jeunes  colla- 
borateurs, dont  les  travaux  ne  sont  le  plus  souvent  que  de  bonnes  copies.  Pre- 
nons pour  exemple,  entre  cent,  la  question  92  (p.  i56). 

On  donne  un  point  A,  situé  en  dehors  de  la  bande  déterminée  sur  le  plan  par 
deux  parallèles.  On  demande  la  position  que  doit  prendre  la  perpendiculaire  com^ 
mane  pour  être  vue  du  point  A  sous  l'angle  maximum. 

La  solution  insérée  est  correcte,  assurément,  au  point  de  vue  de  l'exactitude, 
mais  telle  que  tout  élève  ayant  convenablement  suivi  le  cours  doit  pouvoir  la  pré- 
senter dans  un  examen  au   tableau  ou  une  composition.  Point  d'imagination,  ni 
surtout  de  sentiment  géométrique  de  la  question.  Comme  presque  toujours  on  se 
dispense  de  penser,  le  choc  des  équations  étant  chargé  de  remplacer  celui  des 
idées.  C'est  ce  que  l'on  peut  appeler  de  la  Science  à  Torgue  de  Barbarie.  Elle 
permet  quelquefois  de  faire  son  chemin,  et  des  professeurs  qui   n'ont  pas  trop 
mal  réussi  n'en  ont  jamais  eu  d'autre;  mais  elle  déprave  le  sentiment  artistique 
sans  lequel  on  peut,  si  l'on  veut,  brasser  des  Mathématiques,  mais  qui  seul  permet 
d'être  mathématicien.   Il  y  avait  cependant  ici  (et  l'observation  est  du  genre  de 
celles  dont  nous  aimerions  à  voir  la  rédaction  émailler  fréquemment  cette  partie 
de  la   publication);  il  y  avait,  disons-nous,   à   faire   une  application   des   plus 
simples  de  la  méthode  des  maxima  et  niinima  de  Roberval,  enseignée  au  cours, 
et  qui  s'impose  en  quelque  sorte  ici. 

a  et  b  étant  les  distances  du  point  A  aux  deux  parallèles,  ET  la  position  cher- 
chée de  la  perpendiculaire,  ABD  la  perpendiculaire  menée  du  point  A  sur  le» 
deux  parallèles,  la  variation  de  l'angle  DAE  doit  être  égale  à  celle  de  l'angle  D.\F, 
^t  par  suite 

rt      _       b       _  I 
(ÊÂ)^  "  (FAp  "  7' 

Les  perpendiculaires  KG  à  FA,  et  EG  à  EA  ont  donc  leur  point  G  de  rencontre 
sur  ABD  à  une  distance  AG  =  l  =  a  -{-  b  (par  symétrie).  Donc,  si  du  point  O, 

BuU,  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série,  t.  VI.  (Décembre  1881.)         B.19 
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milieu  de  Bl>.  on  décrit  un  cercle  passant  en  A,   il  coopéra  les  deux  parallèles 
aux    pieds  cherchés  de  la  perpendiculaire  conunane  sous-tendant  Tangie  maii- 
muni.  vue  du  point  A. 
JT  étant   la  distance  du  point  A  à  cette  perpendiculaire  commnne,  on  a  en- 

ce  qui  donne  la  5i>lution  de  l'auteur. 

Nous  avons,  à  dessein,  conservé  les  notations  de  la  solation  ;  cela  nous  four- 
nira Toccasion  d*ajoater  qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  faire  remarquer  aaxélèTes 
que.  bien  que  le  choix  des  lettres  d'une  figure  soit  arbitraire,  un  bon  choix,  ré- 
>ttltant  d'une  certaine  harmonie  de  correspondance  entre  les  lettres  similaires  et 
les  parties  de  la  ficure  en  relations  analogues,  est  loin  de  rester  indifférent  à  la 
£ictlité  de  lecture  et  au  lK>n  aspect  de  la  rédaction. 

Hoîif^l  »  y.\  —  Remarques  sur  l*en$eij?Demeiit  de  la  Trigonométrie. 

*   *    '      rf  •  «  » 

M.  Ho4el  nrnMrque  combien  il  serait  avantasenx.  an  point  de  vue  de  la  ^- 
neraltte  et  de  U  clarté,  de  dednir  les  lisnes  triçonométriques  au  poiat  de  me 
de»  c\H>cdkMtnee:s  pK.4aLresv  Les  restes  de»  signes  découlent  immédiatemeat  de  b 
n«.»iKHiL  du  rav*.Mt  tiNumant  dans  le  sens  direct,  on  rétrograde,  sur  lequel  oa  point 
iiiv*b4le  e<<  nrferv  par  sii  disLftnctf  à  Torizine.  comptée  elle-même  dans  le  sens 
poei4tiK  v*u  ^  sen>  nefacif.  L'auteur  s'eWve  aussi,  arec  raison,  contre  le  déf^ 
ruMe  emfrlMi  ciks^tk^wr  des  anxies  auxiliaires  qui.  dans  le  but  illusoire  de  rendre 
tîft  lorutuÀtf  caZcuLable  piir  k^janthmes,  compliquent  en  réulité  les  caknls. 

IV  setlies  «d9«rr«aci*Mb^  ne  sïàurueaC  èCre  trop  multipiiees  et  trop  divul^aées  : 
eilo  H>ttC  vru«r*f  Xa;s<sAutjcs««mesC. 


/i  V>c.— e'    —  V^e  >ar  U  droite  de  Simson.  \^68-^i^. 

6*«  .1  ~:j-  '  -  —  >iir  le  a*:aLbnf  de  cfeuLriBres  certains  dans  la  racine  car- 

-.  IX  aiorr  »v  'Uiifi'f^'  rrr'-ijLXts  l»r  "a  r*«m«f  «f^.  ea  ;;*?nrTaL  »fi:al  a  celai  de> 
-ti.h-^  îv  a  ~i« 'm-  iiai>  rctt  i  ^••"«i:-:i  iisniairt  -iaQ»?  unité  si.  ce  nombiv 
^...1.    '.i.r    a   M-TMin  »*.'    ~ni«  ae   ;>«.    aS:r:t'«Lr^  4  2?. 

X.'it  '9,t  *'    —  N  »  .^  <ir  .  e\tri»:c:oa  Arr*c*:^e  de  la  racine  carrée.  (q>- 

^u.  .rt.    -xt    •  un».:    t     -L-îr-^  z' iJi»'    ~j«*ij»?    'Arrt^.  eu    iiTisaot  I«?  r?>ti?  par  I^ 

'|.        .  vr  /u    •  «- 't    :»"^  T»'«i    r«  «Ils      •j*-'i9   - 
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tforel  (A,).  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  de 
révolution.  (loS-ioy). 

Longchamps  {de).  —  Conslruire,  avec  le  compas  seul,  le  centre 
d'un  cercle  tracé.  (Note.)  (i36-i37). 

L'auteur  de  la  Note  et  les  rédacteurs  déclarent  ignorer  le  nom  de  l'auteur  de 
la  solution.  C'est,  croyons-nous,  Mascheroni. 

Longchamps  {de),  —  Note  d'Algèbre.  (197-199). 

Le  minimum  de 
est  égal  à 

Pillet,  —  Des  projections  en  Géométrie  descriptive.    (281 -236, 
265-269). 

Projections  obliques.  —  Droite,  plan.  —  Section  plane  d'un  polyèdre.  —  In- 
tersection d'un  tronc  de  pyramide  quadrangulaire  à  bases  parallèles  et  d'un  cy- 
lindre. —  Application  aux  ombres. 

Projections  coniques.  —  Point,  droite,  plan.  —  Applications.  —  Intersection 
d'un  octaèdre  régulier  et  d'un  cône.  —  Ombres  au  flambleau. 

Dostor  {G.)>  —  Détermination  du  chiffre  terminant  les  puissances 
successives  des  nombres  entiers.  (236-238). 

Les  derniers  chiffres  se  reproduisent  par  période  de  puissances  dont  l'exposant 
augmente  de  quatre  unités,  et  ne  dépendent  que  du  dernier  chiffre  de  la  pre- 
mière puissance.  Tableau  des  derniers  chiffres. 

Ocagne  {M.  rf').  —  Note  sur  le  volume  du  tronc  de  pyramide. 
(238-240). 

Généralisé  du  tronc  triangulaire  pour  le  tronc  quelconque;  directement  pour 
le  quadrangulaire. 

Fajon.  —  Cas  de  constance  de  la  fonction 


y=  7. 


ax^-h  bx  -t-  c 


a'x^-h  b'x  -hc' 


(240-243). 


Morel{A,).  — Théorie  des  axes  radicaux.  (2J--265;    289-294; 
321-325;  353-357). 
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I.  Tuissancc  d'un  point.  —  Puissance  totale  d'un  point  par  rapporta  uo  sys- 
tème et  puissance  intérieure  du  système.  — Théorème  de  Steincr.  —  Le  lieu  des 
points  dont  les  projections  sur  un  système  de  droites  forment  un  polygone  de  sar- 
face  constante  est  un  cercle.  —  Puissance  d'un  point  par  rapport  au  cercle.  - 
Cercle  imaginaire. 

H.  Axes  radicaux  des  cercles  réels  ou  imaginaires.  —  Cercles  orthogonaux. - 
Le  cercle  orthogonal  de  trois  cercles  est  le  point  de  concours  des  systèmes  con- 
courants des  trois  polaires  du  même  point,  et  de  leur  pôle  commun  par  rapport 
aux  trois  cercles. 

IIL  Distances  circulaires,  ou  rapport  de  la  puissance  au  diamètre.  —  Le  iieo 
des  points  à  distances  circulaires  proportionnelles  par  rapport  à  deux  cerclesest 
un  cercle  de  même  axe  radical  divisant  leur  angle  en  deux  autres  dont  les  sious 
ont  la  même  proportion  que  les  distances  circulaires  correspondantes.  —  Diverses 
expressions  des  rapports  de  deux  distances  circulaires  d'un  même  poinL  —  Angle 
«les  tangentes  communes  à  deux  cercles,  des  cercles  avec  l'axe  radical.  —  Lon- 
gueurs des  divers  segments  des  tangentes  communes. 

IV.  Système  des  cercles  passant  par  deux  points  réels.  —  Les  cercles  orlhoio- 
naux  à  ceux  du  système  forment  un  système  conjugué.  —  Points  limites.  —  Les 
polaires  d'un  même  point  par  rapporta  tous  les  cercles  du  système  sont  coocoo- 
rantes. 

V.  Svstème  de  trois  cercles.  —  Centre  et  cercle  radical. 

VL  De  l'inversion  des  systèmes  de  cercles.  —  Figures  anallagmatiques  et  cercle 
de  reproduction.  —  Inversion  des  cercles  d'axe  radical  commun.  —  Un  cercle 
mobile  qui  coupe  deux  cercles  du  système  sous  un  angle  constant  conserve  une 
inclinaison  constante  sur  tout  cercle  du  système.  —  Tout  cercle  également  incliné 
sur  deux  cercles  est  orthogonal  à  leur  cercle  bissecteur. 

Les  bifsertrices  circulaires  d'un  triangle  formé  d'arcs  de  cercle  sont  concon- 
ranle»;. 

Doslor  {(f-)'  —  Noie  d'Arilliméliquc.  (269-2-1). 

« 

L'erreur  commise  en  remplaçant  la  moyenne  géométrique  d'un  nombre  p«r  sa 
moyenne  arithmétique  est  inférieure  au  carré  de  la  différence  divisée  par  i'oc- 
tuplc  du  nombre  moiiulre. 

Fajon.  —  Démonstration  des  formules  fondamentales  de  la  Tri- 
gonométrie. [iL"^  \ -•>'?i  ]  . 

Lemonnier.  —  Note  sur  la  division  arithmétique.  (9.()3-296). 

En  multipliant  le  eompb'nient  du  diviseur  à  la  puissance  de  10  immédiatement 
supérieure  par  le  chiffre  du  quotient,  et  l'ajoutant  au  dividende,  on  obtient  d'a- 
bord le  reste:  puis,  à  sa  i:auclie,  le  chiffre  du  quotient,  ce  qui  sert  de  contrùl'* 

Cotillon.  —  Étude  sur  les  ligne^^  d'égale  teinte  et  le  lavis  A  tolnlf^ 
plates.  (9.9(ir:>98;  328-.^3o.  :  .'^fV'i-^ySV 
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Définitions  et  règles  générales.  —  Surfaces  à  poli  mat.  —  Loi  du  produit  des 
cosinus  de  Dupuis.  —  Lignes  d'intensité  nulle.  —  Point  brillant,  —  Lignes  d'é- 
gale teinte. 

La  loi  idéale  de  Dupuis  est  troublée  par  les  rugosités  dont  l'existence  rapproche 
le  point  brillant  de  la  partie  plus  éclairée.  —  Effets  de  la  lumière  diff'use.  — 
Sphère  étalon  du  modelé.  —  Règles  de  l'éclairage  apparent. 

Morel{ji,).  — Note  d'Arithmétique.  (298-303). 

Limite  de  l'approximation  admissible  de  certains  calculs  en  raison  de  celle  des 
données. 

Nous  ne  saurions  insister  trop  sérieusement  sur  l'excellence  des  études  de  cette 
nature  pour  former  le  jugement  des  élèves.  Combien  de  fois  n'a-t-il  pas  eu  l'oc- 
casion d'être  faussé  par  certains  calculs  insensés  demandés  à  des  candidats  dans 
divers  examens  ! 

Kœhler,  —  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone  en 
triangles  par  des  diagonales.  (325-327). 

p  _  6.10.14. •  .(4'>  —  ïo) 
*~     3.4*<j...(i  —  1) 

Ocagne  {M.  rf').  —  Note  sur  le  partage  des  polygones  quand  la 
ligne  de  partage  passe  par  un  point  donné  sur  le  périmètre. 
(332-335). 

Fajon.  —  Variations  de  la  fonction 

ax^-\-  bx  +  c 


r  = 


cC  x"^ -\- b  X  -\-  c' 

(358-36i). 

Ocagne  {M.  (T),  —  Nouvelle  construction  de  la  tangente  à  l'el- 
lipse. (363-365). 

Données  :  Les  sommets  du  grand  axe  et  le  point  de  contact. 

Laq. 
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ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  mute 

sous  LES  AUSPICES  DU  MiNISTRB  DE  l'InSTRUCTION  PUBUOVE)  PAR  Olf  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  C0NFÉREN(»8  DB  lÉoOIE('). 

là*  Série.  —  Tomo  X;  1881. 

Brillouin,  —  Intégration  des  équations  différentielles  auxquelles 
conduit  Tétude  des  phénomènes  d*induction  dans  les  circuits 
dérivés.  (9-48). 

Martin  {A.),  —  Sur  une  méthode  d'autocollimation  directe  des 
objectifs  astronomiques  et  son  application  à  la  mesure  des  in- 
dices de  réfraction  des  verres  qui  les  composent;  remarques 
sur  l'emploi  du  sphéromètre.  (49-66). 

Joubert  (./.).  —  Etude  sur   les  machines   magnéto-électriques. 

(i5i-i74). 

Bourguet.  —  Développement  en  séries  des  intégrales  eulériennes. 
(175-232). 

Le  travail  de  M.  Bourguet  a  été  analysé  dans  la  I"  Partie  du  Bulletin^  2'sér., 
t.  V,  I"  Partie,  p.  43. 

Damien,  —   Recherches  sur  le  pouvoir  réfringent  des  liquides. 

(23:^-3oi). 

Picard  [/^ .).  —  Sur  une  exleiision  aux  fonctions  de  deux  va- 
riables du  problème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  hyper- 
^^comélrlqucs.  (3o5-3ii2). 

Soil  V{x,y)  une  fonrlion  clos  deux  variables  illimitées  x,  y  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes. 

Tout  d'abord  il  existe  entre  quatre  déterminations  de  la  fonrlion  une  relalion 
linéaire  et  homoj;ène  à  roeflieienls  constants.  Dans  le  voisinage  de  loule  \alfuf 
a  de  X  et  ^i  dey,  dilîérentes  entre  elles  et  ne  coïncidant  avec  aucun  drs  points 
o,  I  et  X ,  la  fonction  est  holoinorphc  par  ra|)port  à  j?  et  à  >•;  a  étant  une  va- 
leur quelconque  différente  de  o,  i  et  x  ;  trois  des  branches  de  la  fonction  ont, 
dans  le  voisinage  de  x  —  o,  y  —  a,  les  formes  suivantes,  linéairement  indépen- 
dantes : 


(')  Vt)ir  Bulklin,  VI..  T». 
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X  et  *,  étant   deux  constantes,  et   P,,  P,,  P3  étant   des  fonctions  holomorphes 
dans  le  voisinage  de  j:  =  o,  ^  =  a. 
Pareillement,  daos  le  voisinage  dex  =  i,  on  aura  les  déterminations 

les  fonctions  Q  étant  holomorphes  pour  x  =  i,  ^  =  a. 
Enfin,  pour  x  =  —,  =  qo  ,  on  a  trois  déterminations, 

X 

x'-'*^-^i R,  ( j:',^),     x'-^-*->  Rj,    j:»-X-(/,,^-6,-hA,)  R^  (jc',^), 

les  fonctions  R  étant  holomorphes  pour  x'  =  o,  y  =  a. 

On  a  des  déterminations  analogues  quand,  x  ayant  une  valeur  différente 
de  o,  I,  00 ,  ^  prend  des  valeurs  voisines  de  ces  quantités;  les  lettres  qui  figurent 
en  exposants  doivent  être  accentuées.  Enfin,  pour  x  =  y  =  aiy  a  étant  différent 
de  0,1,  00,  on  a  les  déterminations  linéairement  indépendantes 

A,(x,^),     AjC^,^')»     (^  — r)"''"^^»-'Aj(x,^), 

les  fonctions  A  étant  holomorphes  dans  le  voisinage  de  x  =  a,  y  =  a. 

On  suppose  que  ^,  X  h-  ft,,  X  -h  63,  X  H-  b^,  ô,  -i-  6,  -4-  b^  ne  sont  pas  des  nom- 
bres entiers,  que  b^  est  différent  de  b^;  en  outre,  on  a  ' 

b\  =  b,y    b\  =  b^,    b'^  =  \    V  =  b^, 

La  fonction  ¥{Xfy)  est  entièrement  déterminée  par  les  conditions  précédentes, 
c'est-à-dire  que,  ¥{Xyy)  étant  une  première  fonction  qui  satisfasse  à  ces  condi- 
tions, toute  autre  fonction  jouissant  des  mêmes  propriétés  s'exprimera  linéaire- 
ment au  moyen  de  trois  déterminations  de  F,  linéairement  indépendantes.  Parmi 
ces  déterminations,  il  en  est  une  qui  est  holomorphe  par  rapport  à  j:  et^  dans 
l'intérieur  des  cercles  ayant  pour  centres  respectifs  j?  =  o,  ^  =  o  et  un  rayon 
égal  à  Tunité. 

F.jFjjFjétant  trois  branches  distinctes  de  la  fonction  F,  celle-ci  satisfera 
évidemment  aux  équations  linéaires  simultanées  suivantes  : 


r         p        q        z 
dx      dy        ' 
-        Oy      "^^ 


0 


dx* 

dx 

dy 

â^V, 

dv. 

di\ 

âx^ 

dx 

Oy 

à^F, 

<iv. 

àf. 

dx' 

dx 

ày 

s 

P 

1 

d'F, 

dV\ 

dV, 

dxdy 

dx 

ày 

f^'Fj 

dF, 

dF, 

ôx  dy 

dx 

,)y 

à'V, 

d?. 

dF. 

dx  dy 


dx      dy 


F, 


=  o. 


=  0. 
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Déveluppunt  ces  équations  et  étudiant  la  façon  dont  les  coefGcients  se  com- 
portent dans  le  voisinage  des  points  critiques,  l'auteur  arrive  à  montrer  qu'elles 
peuvent  s'écrire 

(i)    j:(x— i)(j7— ^)r-4-(Aj:*-f-Bx-+-C)/>  -4-a^(i— ^)y -h  (Dar -t- E)s  =  o, 
(a)  (x  —y)s  —  {a'x  +  a')p  -^  {b'y  -^  b')q  -^rez  =  o. 

La  détermination  des  coefficients  va  résulter  maintenant  de  la  comparaison  des 
recherches  de  M.  Picard  et  des  résultats  obtenus  par  M.  Pochhammer  [Vtber 
hyper geometrische  Functionen  hoheren  Ordnung  {Journal  de  Borchardt, 
t.  LWI)],  concernant  les  équations  analogues  à  l'équation  hyper  géométrique, 
mais  où  il  y  a  lieu  de  considérer  les  quatre  points  critiques  a,,  a^,  a,  et  oo  :  soit 
une  fonction  d'une  seule  variable  x  ayant  ces  quatre  points  critiques  telle  que. 
entre  quatre  branches  de  la  fonction,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène à  coefficients  constants,  que  dans  le  voisinage  d'un  point  critique  ff,  oo 
ait  trois  déterminations  de  la  fonction  linéairement  indépendantes 

P,(x),    P,(x),     (X  -«,)^^^-iP,(x), 

que  dans  le  voisinage  de  a:  —  — :  =  x  on  ait  les  trois  déterminations 

où  les  fonctions  R  sont  holomorphes  pour  x'  =  o,  comme  les  fonctions  P  pour 
X  =  «,;  une  telle  fonction  satisfera,  comme  l'a  montré  M.Pochhammer,à  l'éqni- 
tion  linéaire 


A  =.  0 


ou 


9(:r)-:(x       a^)  (x  -  -  a,)  (x  '    aj, 

\X  —  (t^  J7  —  rtj  X  —  a^  / 


et  (»ii  l'on  «'crit 

p(p       i) ...(/>       g  -1   i)  _ 
1 . 2 ...  y 


(/>),. 


Or,  hi  f(»rn  lion  I'  de  M.  Pirard,  rcpardéc  ronimo  fonction  de  x  seule,  admel  \^ 
points  rriliqiic«*  o,  i,  ),  oc,  satisfait  aux  conditions  qui  viennent  d'être  ènumé- 
rées  et  vérilie  donc  une  équation  linéaire  du  troisième  ordre  telle  que  la  précr- 
dente."  De  même  si  on  la  considère  comme  une  fonction  de  y. 

Maintenant,  des  é(]uations  (i)  et  (2)  on  peut  tirer  une  équation  différentielle 
<lu  troisième  ordre,  où  ne  flj,'urent  plus  que  les  dérivées  par  rapport  à  x.  équa- 
tion qui  doit  être  identique  avec  celle  dont  il  vient  d'être  question,  et  c'e^^l,  en 
clTet,  l'identifiration  des  coefficients  qui  permet  à  l'auteur  de  déterminer  le< 
constantes  inrrinnnes  (pii  fiirnrent  dans  le*  è(|nations  (1)  et  {?):  il  parvient  ain'i 
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aux  deux  équations 

{x-'y)s  =  (i-V)/?-f-(X-i)^, 
x{x  —  i)  {x—y)r 
-+-[(*  — aX -  6,  —  6,  —  ôj)^' 4- (2^-+-^,-f-6j—4)ar>'-f-(X— 3-4-6,4-63)^:4- O^-hfr,— 2)^]/? 
-^(i  — ^)r('— r)^  +  (^  — 0  (3— X  — 6.  —6^  — 63)  {x—y)z  =  o. 

Il  reste  à  établir  que  ces  deux  équations  ont  eiTectivement  trois  solutions  cpm- 
muneSy  linéairement  indépendantes. 

Or,  Téquation  linéaire  du  troisième  ordre,  où  figurent  les  dérivées  prises  par 
rapport  à  x  et  qui  se  déduit,  comme  il  a  été  expliqué,  de  Téquation  générale  de 
M.  Pochhammer,  admet,  ainsi  qu'il  résulte  des  recherches  de  ce  dernier,  pour 
intégrale  l'intégrale  définie,  analogue  à  celle  qui  vérifie  Téquation  hypergéomé- 
trique 

g  et  h  désignant  deux  quelconques  des  quantités  o,  i,y,  x  et  oc ,  en  supposant 
toutefois,  pour  que  toutes  ces  intégrales  aient  un  sens,  que  l'on  a 

^1  >o,     6j  >  o,    63  >  o,    \>  o, 
6,  +  6j  -h  6j  -+-  X  —  3  <  o. 

Cette  même  intégrale  vérifie  aussi  l'équation  du  troisième  ordre,  où  figurent 
les  dérivées  par  rapport  à  ^ ;  M.  Picard  montre,  par  la  substitution,  qu'elle  vé- 
rifie les  équations  (1)  et  (2). 

Le  système  d'équations  simultanées,  ainsi  obtenu  par  M.  Picard,  coïncide, 
par  le  changement  des  notations  avec  celles  qu'a  étudiées  M.  Appell  {Compte* 
rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences^  16  février  1880)  et  qui  ont 
servi  de  point  de  départ  à  ses  recherches  sur  les  séries  hyperRéométriqucs  à 
deux  variables;  la  détermination  de  la  fonction  de  M.  Picard,  qui  est  holo- 
morphe  par  rapport  k  x^y  dans  l'intérieur  des  cercles  ayant  pour  centres  res- 
pectifs X  =  o, ^  =:  o  et  un  rayon  égal  à  i,  n'est  autre  que  la  série  hypergéomé- 
trique  de  M.  Appell. 

André  (C)  et  Angot.  —  Origine  du  iigamcnl  noir  dans  les  pas- 
sages de  Vénus  et  de  Mercure  et  moven  de  l'éviter.  (323). 

Ilioux.  —  Racines  communes  â  deux  équations  algébriques  en- 
tières. (363-390). 

# 

Etude  du  déterminant  de  M.  Sylvester;  formation  At%  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  l'existence  Att  p  racines  communes  entre  deux  équations  algé- 
briques qui  n'ont  pas  de  racines  communes  infinies  ou  nulles;  formation  de 
l'équation  aux  racines  communes. 

Appell.  —  Mémoire   sur  les  équations   diflTérrfnlielles  linéaires. 
(391-424;. 
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L  objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Appell  est  Tétude  des  fonctions  des  inté- 
grales d*ane  équation  différentielle  linéaire,  qui  jouent  le  même  r6le  que  les 
fiHictioos  symétriques  des  racines  d'une  équation  algébrique  entière  :  raateor 
complète  ainsi  la  série  des  analogies  si  remarquables  qui  existent  entre  les  éqoa- 
tioBs  linéaires  et  les  équations  algébriques. 

L  Da  /onction»  invariante». 
Soient  np  Tariables 


^11»    ^11» 


•^«1»      ^w 


t^» 


>    ^?i»» 


^■1»    ^( 


mV 


•  •  »      ^M* 


M.  Appell  nomme  /onction  invariante  de  ces  np  Tariables  une  fonctioo  algé- 
brique entière  des  variables  qui  se  reproduit,  multipliée  par  une  puissance  du 
déterminant  de  la  substitution,  quand  on  fait  sur  les  variables  une  substilulioo 
linéaire,  telle  qae 


*i.  =  Cil^I.  -♦-  Cft^'î.  -t-.  .  .-4-  C;.r«.» 


oè  i  =  I.  3,  ....  /i,  et  désigne  une  telle  fonction  par  le  symbole 
Si  D  est  le  déterminant  de  la  substitution,  on  aura,  d'après  cela, 

m  e<t  le  degré  de  la  fonction  invariante. 

Ine  fonction  invariante  et  de  degré  m  est  homogène  et  de  degré  m  par  rap- 
port au\  variables  d'une  même  ligne. 

l'ne  fonction  invariante  \{xiA)np  dans  laquelle  p  est  moindre  que  n  e>l  une 
constante. 

l  ne  fonction  invariante  \{xik)np  dans  laquelle  n=  p  esl,  à  un  fadeur  prés, 
indépendant  des  variables  x.  est  une  puissance  du  déterminant 


1   'm 

j:,2 

•   •   • 

^i« 

■T:, 

^22 

•  t  • 

^M 

*    •      • 

•  •  • 

•  •  • 

•  •  • 

^-1 

^«2 

•   •  • 

^nn 

Si  dan$>nc  fonction  invariante  I(x'*)np,  on  remplace  les  variables  dune  co- 
lonne par  une  même  fonction  linéaire  des  autres  variables  de  la  même  ligne 
respectivement,  à  savoir,  par  exemple 


.r„      -   3t|vr,,   -:-  a.J!*-.^  -4-.  .  .-}-  3tj_,X,.^_ 


I* 
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où  ({*  =  1,  a,  •  •  «1  ^)  1^  fonction  devient  une  fonction  invariante  de  même  degré 
que  la  proposée  des  variables  restantes  jTii^  (    .~   '    »•••»/',        \. 

Les  théorèmes  précédents  permettent  de  trouver  la  forme  générale  d'une  fonc- 
tion invariante  du  degré  m  des  np  variables  Xy  en  supposant  p^  n. 

Soient  Au,  Aza,  ...»  Anjt  les  déterminants  obtenus,  en  remplaçant  dans  le  dé- 
terminant A  successivement  les  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la 
n>*^*  colonne  par  xik,  x\k,  . . . ,  Xnk  ;  on  aura 


X, 


A 
I 


\p^x  =  ^  (^,1  A,^^,  4-  Xn  Aj,p_,  -4-. .  .-t-  ^i«  A,^,), 


OÙ  i  —  \f2y,,.yn.  Si,  maintenant,  dans  une  fonction  invariante  quelconque 
^{xik)np  de  degré  m,  on  remplace  a:/^,  Xi,p-\y  . . .,  :ri>^i  par  les  expressions  pré- 
cédentes, cette  fonction  deviendra  une  fonction  invariante  du  même  degré  des 


variables  restantes 


^11»      *^W       •  •  •  J      *^\mf 


•^ai»      ^22»       •  •  •>      ^2ii» 


^«1»      ^«2»       •••»      '''im» 


c*est-à-dire  le  produit  de  A"*  par  une  constante  qui  ne  peut  être  qu'une  fonction 

entière  des  coefficients  -^  •  En  effectuant  ce  produit,  on  obtiendra  la  fonction 

l{xik)np  sous  forme  d'une  fonction  entière  homogène  de  degré  m  des 
/i(/?  —  n)  -t- 1  déterminants  A,  Aip,  Ai,p-i,  . . .,  Ai,/i-f.i  où  c  =  i,  a,  . . .,  /i. 

II.  Sur  les  équations  différentielles  linéaires. 
Soient 

une  équation  différentielle  linéaire  sans  second  membre  et  ^,,  j*2,  •>  -tym  **"  *y'' 
tème  fondamental  d'intégrales.  M.  Appell  établit  le  théorème  suivant  : 

«  Une  fonction  algébrique  entière  F  de  y^*y2>  '••*  Xn  ^^  ^^^  dérivées  de  ces 
fonctions  qui  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur  constant  différent  de  zéro 
quand  on  y  remplace^,,  y,,  ...,y„  par  les  éléments  d'un  autre  système  fonda- 
mental d'intégrales,  est  égale  à  une  fonction  algébrique  entière  des  coefficients 
de  l'équation  différentielle  et  de  leurs  dérivées  multipliée  par  une  puissance 
de  e~^*i  ***.  Ce  théorème  s'étend  à  un  système  d'équations  linéaires  simultanées 
du  premier  ordre,  et  même  à  des  systèmes  d'équations  différentielles  linéaires 
simultanées  aux  dérivées  partielles.  » 

Une  application  simple  de  ce  théorème  consiste  à  former  la  condition  néces- 


r— * 


.^^l-^  tK 


>«iii»^**^ 


^      ^ I^JI   =  u 


#,  - 


■ -  -*^^ 


:     ;'^ 


•  î*" 


o«C«l^ 


*    «*t -o^ut^  «•=   *^ 


ja*- 


•**«• 


^a,     M»^-i!SM».    ** 


•uni. 


^  - 


.».  *< 


jcr*  Jt- 


R*-    1 


1>- 


— -—  «*C 


ntt 


•..      ■  '■ 


m  .;   ■*--^ 


.  ar: 


.J*i'«^ 
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Dans  le  cas  de  Téquation  générale,  les  fonctions  connues  ne  sont  autres  que 
les  coefficients  eux-mêmes,  et  l'équation  est  nécessairement  irréductible. 
Soit 

une  fonction  algébrique  entière  des  intégrales^,,  .  ..^y^  de  Téqualion  proposée 
et  de  leurs  dérivées,  les  coefficients  qui  figurent  dans  cette  fonction  étant  des 
fonctions  données  de  ^;  le  problème  général  de  la  transformation  des  équations 
différentielles  linéaires  consiste  à  former  l'équation  différentielle  linéaire  qui 
admet  pour  intégrale  la  fonction  t^. 

En  remplaçant  par  r^  les  y  valeurs  dérivées  par  des  fonctions  linéaires  des 
éléments  z  d'un  autre  système  fondamental  d'intégrales  et  leurs  dérivées,  on  ob- 
tiendra p  termes  linéairement  indépendants 

?i»  ?»  •••»  V 

entiers  par  rapport  aux  quantités  2  et  leurs  dérivées;  le  nombre  p  sera  l'ordre 
de  l'équation  différentielle  linéaire  cherchée,  et  celle-ci  sera 

dxp     dxv     '"      dx» 

=  o. 

"n         ?i       •••       ?p 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  invariante  de  x,, 
-Sj,  . .  .j  Zp  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  un  certain  ordre.  On  pourra  donc  l'expri- 
mer en  fonction  des  seuls  coefficients  de  l'équation  proposée. 

M.  Appell  considère  en  particulier  les  transformations 

où  les  0  sont  des  fonctions  homogènes  entières  à  coefficients  constants  de 
Y\y  •••»>'«  ^'""  degré  marqué  par  l'indice. 

IV.  Sur  le  cas  où  il  existe  des  relations  algébriques  entre  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle  linéaire. 

Cherchons  la  condition  pour  qu'il  existe  entre  les  intégrales  ^,,  ...,y„  une 
relation  de  la  forme 

où  les  symboles  ont  la  même  signification  que  précédemment.  Cette  relation 
contient  un  nombre  N  de  coefficients  constants;  en  la  dilTérentiant  N  —  i  fois 
par  rapport  à  ar,  on  obtient  un  système  de  N  équations  homogènes  et  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux    N  coefficients  constants  :  l'élimination  do  ces  coef- 
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ficicDls  conduit  à  la  condition  cherchée 

<ï)  =  o. 
Ce  déterminant  (Q  est  une  fonction  invariante  de 


on  pourra  donc  Texprimer  en  fonction  des  coefficients  de  Téquation  différen- 
tielle et  de  leurs  dérivées. 

M.  Appell  montre  ensuite  comment,  cette  condition  (D  =  o  étant  supposée 
remplie,  on  peut  déterminer  les  coefficients  constants  qui  figurent  dans  la  rela- 
tion. Ainsi  la  condition  pour  que,  entre  deux  intégrales  distinctes^,,/,  de 
l'équation 

il  existe  une  relation  de  la  forme 

Ky\  -¥  aB  v,r«  +  C^î  -4-  D  =  o, 
où  A,  B,  G,  D  sont  des  constantes,  est 

-— -  =  ^ab. 
dx 

Si  celte  condition  est  remplie,  l'inlcgration  se  ramène  aux  quadratures. 
Plus  généralement,  s'il  existe  entre  les  intégrales  y^  et  y^  une  relation  algé- 
brique entière  de  la  forme 

r*.Or>*:)  -^  rAiO'i-rj)  +•  •  •+ ?*m(rt»r2)  =  o, 

Tintégration  so  ramènera  à  des  intégrales  abéliennes  dont  le  genre  est  précisé- 
ment le  genre  de  la  courbe  algébrique  définie  par  l'équation  précédente. 

Ooursat,  —  Sur  Inéquation  différentielle  linéaire  qui  admet  pour 
intégrale  la  série  hvpergéométrique.  (SuppL^  1-142). 

l^  travail  de  M.  Goursat  a  été  analysé  dans  la  I'*  Partie  du  Bulletin. 
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JOURNAL  DE  L^ËCOLE  POLYTECHNIQUE,  publié  par  le  Conseil  d'instruclion 
de  cet  établissemenl  (  >  ). 

48*  Cahier.  —  Tome  XXIX,  1880. 

Laussedat,  —  Discours  prononcé  aux  funérailles  de  M.  Chasles. 

(iv-viii). 

Lecornii.  —  Sur  Péquilibre  des    surfaces   flexibles  et  inexten- 
sibles. (1-109). 

Ce  travail,  qui  a  fait  Tobjet  d'une  thèse  soutenue  devant  la  Faculté  de  Paris, 
a  été  analysé  dans  la  première  Partie  du  Bulletin. 

Jordan,  —  Mémoire  sur  l'équivalence  des  formes.  (iio-i5i). 

Le  présent  Mémoire,  dit  Fauteur  en  débutant,  a  pour  objet  d^étendre  aux 
formes  de  degré  supérieur  au  second  et  à  coefficients  complexes  les  belles  mé- 
thodcsMntroduites  par  M.  Hermite  dans  l'étude  des  formes  quadratiques  (t.  40, 
41,  47  du  Journal  de  Crelle).  Il  est  divisé  en  trois  Sections  : 

Dans  la  première,  nous  nous  bornons  à  établir  quelques  propositions  prélimi- 
naires relatives  à  l'équivalence  algébrique  des  formes. 

La  deuxième  Section  est  consacrée  à  l'examen  des  formes  de  l'espèce  suivante, 
déjà  étudiée  par  M.  Hermite  : 

F  =  norme  {a^^x^-{-.  ..-\-  a^x^)  -k-.. . 
-h  norme  (a,,.r,  -h. .  .-f-  a^a:,), 

où  les  variables  x  et  les  coefficients  a  sont  des  quantités  complexes  de  la  forme 
8+  pi.  Nous  démontrons  les  propositions  suivantes  : 

I"  Toute  forme  F  du  déterminant  ^  o  est  équivalente  à  une  réduite  R  de  même 
espèce,  où  les  modules  des  coefficients  sont  limités  en  fonction  de  la  norme  A 
du  déterminant  de  F  et  du  minimum  \l  de  cette  forme. 

a*  Les  formes  F  à  coefficients  entiers  et  de  même  déterminant  se  répartissent 
en  un  nombre  limité  de  classes. 

3*  Les  substitutions  linéaires  à  coefficients  entiers  qui  transforment  une  réduite 
en  elle-même  ou  en  une  autre  réduite  ont  les  modules  de  leurs  coefficients  li- 
mités. La  limite  ne  dépend  que  du  nombre  des  variables. 

Dans  la  troisième  Section  nous  appliquons  ces  résultats  à  l'étude  des  formes  à 
coefficients  complexes  à  n  variables  et  de  degré  m  supérieur  à  a.  Nous  établis- 
sons les  théorèmes  suivants  : 

!•  Une  forme  quelconque  F  à  coefficients  entiers  est  équivalente  à  une  ré- 


(')  Voir  Bulletin,  V,,  iio. 
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</iii7<*  dottt  if  M  coefficients  ont  leurs  modules  limites  en  fonction  entière  da 
modules  des  ini*ariants  de  F. 

Dann  lo  i^ê%  particulier  où  F  aurait  des  covariants  identiquement  nuls,  la  limite 
dt^ponilrait  i^^alcinrnt  des  entiers  numériques  qui  figurent  dans  l'expression  des 
oocflloionU  de  ces  ct»variants. 

-i*  Les  formes  à  coefficients  entiers  algébriquement  équivalentes  à  une 
m^me  forme  se  distribuent  en  un  nombre  limité  de  classes. 

Ctn  dru\  pr\>|H>«ition5  sont  en  défaut  dans  quelques  cas  particuliers;  maisco 
r\\^e'pttoti>  lie  {Meuvent  se  présenter  que  pour  les  formes  dont  le  discriminaotest 

>  Xi  demjr  formes  F.  G.  à  m  raYia^es,  de  degré  m  >  2  et  à  coefficients 
tmtwrs  %Mtt  lenr  discrimiMont  dijferent  de  séro,  le  nombre  des  substitutions 
^«li  t^^M.%s'•'\*rm€mt  F  en  G  sfns  limite  en  fonction  de  m  et  de  n  et  les  modules 
^  Umrs  c>j»^if6cwmts  strvuU  limites  emfonctùm  entière  des  modules  descoejji- 

CtfHtS  ^  F  tC  dif  G, 

\%  |KMârr«  Jk.«ttc.  p*àr  m«  niv-^Abr^  Unité  d'estsaîs.  reconnaître  si  F  et  G  sont 
<>|«ix«ttf«(>^  <^  trv««\fr  ttf«ce5  Ic^  »«b(«Utmlio«ts  à  coiffEcienls  entiers  qui  les  traos- 


tôt  . 


sabslitutions   linéaires.  (i5i- 


t^^v  '^tdïajLi'ic»'»   lar^trr  >  t  »  «^r-j«i-s  ft  fe  ^fteminant  D  peot  Hrt  mis* 
«i  ^*r<«ic  STV    ï  K  5"  rCMC  it!^?a09C.c:xCii.>o:«^a<r«M-fiî*-i«iit5  entiers  et  de  dé- 
^i:r«tii*Mitv        .-x  r  uK  >ai)ï<ituiiii«    n»ac   r*  .-'jtîdifrîifafcs  .>oC  I<iirs  oormes  infé- 

■^\M»*^«  V.  1  X  A  .t-^iSiiu».   a   n-nii*  ic  r.   ^  k^  m*;  .-tja.suate  qui  ae  dépend 


.t    «. 


^ftff 


ti    • 


M»  •n»*ii^  -rur   If*    a-  -ir^ic-jo^  r>îiaùve>  é.  lêouilibre 


rtjl 


«  ■  »■ 


»  ^ 


'  -vv"  »..'•    •*     '  **'  ■' 


*    -"     »'"^'»   >  ar  m  pariv.ci-pif-rde  ref- 
it    4-1  *  I'.  aurr  3:r:ni.ija.  tfc  la  funclion 


■*         «•  "* 
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.1       * 


iw      *. 
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c/V 

issi  -i-!  >  s'annulent  sur  la  surface,  dn  étant  Télément  de  normale  à  la  surface 
an 

enée  intérieurement. 

Les  calculs  sont  développés  dans  le  cas  où  la  figure  est  plane  et  rectangu- 

ire. 

Connaissant  la  fonction  V,  pour  un  parallélépipède  rectangle  ou  pour  un  rec- 

ngle,  on  peut  résoudre  le  problème  suivant  : 

«(  Déterminer  une  fonction  u  des  coordonnées  d'un  point  {x^y^z)  qui  satisfasse 

Tintérieur  de  la  figure  à  l'équation  aux  différences  partielles  du  quatrième  ordre 

iu  =  o,  qui  y  soit  finie  et  continue  dans  cette  étendue  avec  ses  dérivées  des  trois 

du 
'emiers  ordres,  en  supposant  qu'on  connaisse  u  et  -v-  sur  la  surface  ou  le  con- 

•ur  de  la  figure.  » 

Ce  problème  permet,  en  particulier,  de  déterminer  la  forme  affectée  par  la 
irface  médiane  d'une  plaque  rectangulaire  dont  on  a  déformé  légèrement  les 
>rds,  connaissant  la  déformation  du  contour  et  l'inclinaison  de  la  normale  à  ce 
»ntour  sur  sa  position  primitive. 

mbert  (G.).  —  Sur  réquation  différentielle  linéaire  du  second 
>rdre.  (207-220). 

Soit  l'équation 

l{x)y''-h  G(jr)y-f-  F{x)y  =-.  o, 

j 

A(jr)  =  (ar  —  Xt){x  —  x^).,.{x  —  x^)j 

A(a7)         X  —  Xf         X  —  Xf  X  —  -F_ 

n  supposant  que  le  polynôme  V{x)  soit  déterminé  de  façon  que  l'équation  dif- 
rentielle  soit  vérifiée  par  un  polynôme  de  degré  n\  ^^{x)  et  que  toutes  les 
iantités  fi  soient  positives,  et  en  posant 

K{x)  =  {X  —  xS* {X  —  x^f* . .  .{x  —  x^fi\ 
_    /"^    K(^)      dz 

1  aura  la  relation 

P«(^)(î,-t- w,  1,4-. .  .-4- 6>^_,  i^)  =  n,_,(^) -+- (^j^), 

ï  n^_,  (ar)  représente  un  polynôme  de  degré  n  —t  et  l  — ;^)  une  série  procé- 
»nt  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  —  commençant  par  un  terme 

X 

1  -^p-»  et  où  enfin  co,,  to,,  . . .,  m^  ,  sont  des  constantes. 
On  en  conclut  l'équation 

''*    K(«) 


Si 


P«(^)n«^p-a(«)^^  =  0' 


A(^)  "  "^-'"«H-P 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a«  série,  t.  VI.  (Décembre  1882.)        R.ao 
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où  n,^p.,(z)  est  un  [Polynôme  quelconque,  de  degré  n-^p  —  2  au  plus,  et  l'on 
déduit  de  là  le  théorème  suivant  : 

Si  les  racines  x^  Xt,  ..,,  x^  sont  réeliet  et  rangées  eUms  cet  ordre  de  gran- 
deur, si  de  plus  {tf,  {t,,  . . .,  itp*o/i/  positifs,  tout  polynôme  P,(4?)  satit/aiiont 
à  l'équation 

^{x)y-hG{x)y-^  F{x)y  =  o 
aura  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  x^  et  x. 

Rouelle  {E.),  —  Noie  sur  les  équations  linéaires.  (aai-aaS). 


»•« 


BULLETTINO  DI  BIBLIOGRAFIA  e  di  Storia  dellk  Scibxze  matematiche 
B  PisicHE,  pubblicato  da  B.  Bongompagm  (M. 

Tome  XUI;  1880. 

B.  Boncompagni.  —  Intorno  ad  un  Trattalo  di  Arltmetica  del 
P.  D.  Smeraldo  Borghetti  Luccliese,  canonico  regolare  délia 
Congregazione  del  SS.  Salvatore.  (1-80,  121-200,  245-368). 

Le  Traité  d'Arithmétique  de  Borghetti  est  intitulé  :  Opéra  d'Abbaco  delBt- 
uerendo  Padre,  Don  Smeraldo  Borghetti  da  Lucca,  canonico  regolare  délia 
Congrégation  del  Saluatore,  e  ordine  di  Sant'Agostino  :  nella  quale  s'inse- 
gna  ogni  sorte  di  ragion  merchantile^  con  moite  inuentioni,  non  men  MU 
che  utili.  —  Con  priuilegio.  —  In  Venetia,  MDXCIIII.  Appresso  Francesco 
Barileti.  Celle  édition  très  rare  n'est  mentionnée,  ni  par  Mazzuchelli,  dans  soo 
grand  Ouvrage  :  Gli  Scrittori  d'Italiaj  ni  par  Hiccardi  dans  sa  BiNiotecama- 
tematica  italiana.  On  n'en  connaît  que  sept  exemplaires,  savoir  :  deux  à  U 
Bibliothèque  communale  de  Ravennc,  un  à  la  Bibliothèque  publique  àt 
Lacques,  un  à  la  Bibliothèque  capilulaire  de  Trévise,  un  à  la  Bibliothèque  du 
séminaire  épiscopal  de  Padoue,  un  à  la  Bibliothèque  ducale  de  (jotha,  un  à  la 
Bibli<)lhè(|ue  nationale  de  Paris.  A  propos  de  la  mention  de  ce  dernier  exem- 
plaire faite  au  Catalogue  manuscrit  des  Ouvrages  imprimés  de  la  Bibliothèque 
de  Paris,  le  prince  Ballhasar  Boncompagni  donne  des  renseignements  précieux 
sur  la  composition  de  ce  Catalogue,  sur  la  personne  de  Jean  Buvat,  copiste,  et 
sur  celle  de  l'abbé  Jourdain,  secrétaire  de  la  Bibliothèque  du  Roi,  dont  les  pré- 
noms, Jacques-Nicolas,  sont  ici  publiés  pour  la  première  fois.  La  simple  énu- 
mération  des  énormes  travaux  accomplis  par  Jean  Buvat  constitue  un  brevet 
d'honneur  justement  accordé  au  laborieux  et  modeste  copiste,  l'auteur  des  Mé- 
moires de  la  Hégence  et  le  révélateur  de  la  Conspiration  de  Cellamare. 


(•)  Voir  BiilUtin^  VI,,  195. 
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Selon  mention  faite  par  Carcavi,  feuillet  2^\  du  manuscrit  n"  17172  du  fond*» 
latin  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris^  Texemplaire  que  nous  avons  en 
France  faisait  partie  des  Livres  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  que  Jean- 
Dominique  Cassini  acheta  en  Italie  et  qu'il  donna  généreusement  à  la  Biblio- 
thèque du  roi  Louis  \IV. 

D.  Smeraldo  Borghetti,  ordonné  prêtre  dans  la  cathédrale  de  Vicence,  le  3 1  dé- 
cembre iSgGy  s'adonna  entièrement  aux  Mathématiques,  et  particulièrement 
à  r.\rithmétique  et  à  TAIgèbre.  Dans  son  Opéra  d'Aàbaco^  il  résout,  entre  autres 
problèmes,  celui  de  la  duplication  des  grains,  par  case  de  Téchiquier;  et  c'est 
Toccasion  pour  le  prince  Boncompagni  de  nous  montrer  ce  même  problème  fa- 
meux dans  Maçoudi  (9^3-9^8  de  l'ère  chrétienne),  Léonard  de  Pise  (laoi), 
Alsafadi  (xiv*  siècle),  Luca  Facioli  (1^9^),  Adam  Riesen  (i55o),  Buteo  (1569), 
Clavius  (i583).  Dans  ce  savant  et  consciencieux  Mémoire,  de  près  de  3oo  pages, 
on  rencontre  une  foule  de  renseignements  bio-bibliographiques  curieux  et  in- 
téressants, qu'il  nous  est  impossible  même  d'indiquer  ici,  et  qu'il  faut  lire  dans 
le  Bullettino. 

Narducci  (Enrico).  —  Notizie  di  Libri  relatîvî  aile  Materna- 
tiche,  posseduti  dalla  Biblioleca  Alessandrina  e  non  citali  dal 
conte  Giovanni  Maria  Mazzuchelli  nella  parle  s  tampata  délia 
sua  opéra  intitolala  :  Gii  Scrittori  d^Italia,  ecc.  (369-378). 

Le  comte  J.-M.  Mazzuchelli  s'était  proposé  de  donner  des  Notices  historiques 
et  critiques,  par  ordre  alphabétique  des  noms,  sur  tous  les  écrivains  nés  en 
Italie.  De  cette  œuvre  considérable  deux  volumes  in-folio  furent  publiés;  ils  ne 
contiennent  que  les  deux  premières  lettres  :  A  et  B.  Outre  ces  deux  volumes 
imprimés,  il  existe,  dans  quatre  manuscrits  conservés  au  Vatican,  i5i8  articles 
de  la  lettre  C,  tout  prêts  pour  l'impression. 

Dans  sa  Notice,  M.  Ennco  Narducci,  le  vaillant  bibliographe,  nous  apporte 
un  aille  supplément  à  l'œuvre,  malheureusement  inachevée,  de  Mazzuchelli,  en 
nous  indiquant  les  mathématiciens  et  philosophes  omis  dans  les  deux  volumes 
publiés,  et  dont  il  a  rencontré  les  ouvrages  dans  la  bibliothèque  Alessandrina 
qu'il  dirige  et  qu'il  connaît  à  fond. 

Steinschneider  {Maurice).  —  Notice  »ur  les  Tables  aslrono- 
miques  allribuées  à  Pierre  III  d'Arafçon.  (4 1 3-43^^  9  fr*)- 

M.  Maurice  Steinschneider,  savant  orientaliste  et  mathématicien  de  Berlin,  a 
écrit  sa  Notice  en  français.  .Son  bot,  dit^il  modestement,  est  «  d'attirer  l'atten- 
tion de  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  Sciences  mathématiques  sur  un 
ooTrage  qui  est  presque  échappé  aux  bibliographes,  et  de  les  inviter  k  izirt  les 
recherches  spéciales  qui  pourront  rési^Midre  une  question  d'authenticité  littéraire 
de  quelque  importance.  »  M.  Rico  y  Sinobas,  dans  le  tome  V,  1**  Partie,  de  sr>n 
magnifique  ouvrage,  intitulé  :  Ubro»  (Ul  êaber  de  Aêlronomia  del  Hey  D,  Al- 
phoruo  X  de  CoMtiUa,  compiUuIo$,  arutUido»  y  coment€uio9  par  Don  Manuel 
Rico  y  Sinoifas^  Madrid,  1867,  in-f*,  revendique,  pour  le  roi  Alphonse  X,  un  ma- 
nuscrit astronomique  qni  apparti#rnt«  wlon  Umte  vraisemblance,  ii  Vïerrc  III 
d'Aragon. 

Le  oMinnscrit   n*  lO^O.?  du   fonds  latin  de  la  Bibliolh/'que  nationale  de  Paris 
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renferme,  parmi  les  différentes  pièces  qui  s'y  trouvent,  les  Canonet  »up9t  tabu- 
las. . .  Peiri  tertii.  Ces  canons  ont  dû  être  écrits  primitivement  en  catalan,  ils 
ont  été  traduits  en  hébreu  et  il  en  existe  trois  versions  manuscrites  en  cette 
langue.   Cette   pièce  est   précédée  d'une   Préface   ou    Prologue,   en   latin,  de 
Pierre  III  dWragon.  M.  Rico  y  Sinobas  a  commis  de  singulières  méprises  relatif 
vement  à  ce  Prologue  et  au  manuscrit  précité  de  la   Bibliothèque  nationale  de 
Paris.  M.  Steinschneider  les  a  mises  en  évidence  en  donnant  une  copie  très 
exacte  de  ce  prologue,  faite  par  M.  Marre,  une  transcription  du  texte  latin  faite 
(>ar  lui,  et  la  version  hébraïque  de  ce  même  prologue,  d'après  un  fac-similé  tiré 
du  manuscrit  n"  879  du   Vatican  par   les  soins  du   prince  Balthasar  Boncon- 
pagni. 

Henry  (Ch,).  —  Supplément  au  Travail  intitulé  :  Recherches 
sur  les  manuscrits  de  Pierre  de  Fermai,  suivies  de  fragments 
inédits  de  Bacliet  et  de  Malebranche.  (437-470). 

O  supplément  renferme  un  grand  nombre  de  corrections,  typographiques  et 
autres,  au  Mémoire  publié  précédemment  dans  le  Bullettino,  Il  ajoute  aai 
pièces  déjà  produites,  et  relatives  à  Fermât,  trois  documents  officiels  dont  \t% 
originaux  sont  conservés  aux  archives  de  l'ancien  Parlement  de  Toaloose: 
I*  «  Lettres  de  provision  de  Testât  et  office  de  conseiller  aux  requesteseo  fareur 
de  Pierre  Fermât,  avocat  (du  aa  janvier  i63i)  •;  a*  «  Lettre  de  don  etoclroy  de 
l'office  de  conseiller  lay  en  la  cour  du  Parlement  de  Toulouse,  du  3o  décembre 
ie\i7  »;  3*  Trois  arrêts  dont  Fermât  a  été  le  rapporteur  en  1641  et  16^5. 

Quant  aux  additions  concernant  Malebranche  et  ses  prétendus  essais  sur  U 
théorie  des  nombres,  elles  ne  sont  pas  de  nature  à  modifier  l'opinion  de  ceoi 
qui  nient  formellement  que  ces  fragments  de  correspondance  sur  la  théorie  de» 
nombres  soient  de  Malebranche;  elles  ne  sauraient  justifier,  4  notre  avis,  lescoD- 
clusions  de  .M.  Ch.  Henry,  à  savoir  que  «  les  assertions  du  rédacteur  de  rioren- 
taire  (des  mss.  de  l'Oratoire)  ont  une  autorité  considérable,  et  quil  faut  attri- 
buer à  Malebranche  toutes  les  pièces  qui  n'ont  pas  une  origine  certaine  et 
indiscutable.  »  Nous  n'avons,  là-dessus,  qu'un  mot  à  dire  :  c'est  que  l'inveolaire 
sur  lequel  M.  Ch.  Henry  s'csl  appuyé  n'a  ni  la  force  ni  la  valeur  qu'il  loi  attri- 
bue, et,  selon  les  paroles  de  l'éminent  Directeur  de  la  Bibliothèque  nationale, 
rautorilé  de  ce  Catalogue,  dont  l'auteur  est  inconnu,  ne  saurait  être  acceptée 
que  sous  bénéfice  d'inventaire. 

GoK'i  [Gilberto).  —  Nuovo  docuinento  relativo  alla  inveniione 
dei  cannochiali  binocoli,  con  illustrazioni.  (471-480). 

Presque  tous  les  écrivains  de  l'histoire  des  Sciences  attribuent  au  P.  Schjri, 
capucin  de  Bohème,  né  vers  1597,  mort  à  Ravenne  en  1660,  l'invention  des  lu- 
nettes d'approche  binoculaires.  C'est  dans  la  I'*  Partie  de  l'Ouvrage  publié  à 
Anvers,  en  i645,  sous  le  titre  bizarre  d'Oculus  Enoch  et  Eliœ  sive  radius  si- 
dereomvsticus,  qu'il  traite,  p.  336-356,  de  la  lunette  d'approche  binoculaire. 
Cette  invention  n'appartient  pas  au  capucin  Schyrl,  mais  bien  à  un  opticien  de 
Paris,  du  nom  de  Chorez,  qui  en  1625  vendait  des  binocles  dans  l'tle  Notr^ 
Dame,  à  l'enseigne  du  Compas.  C'est  ce  qui  résulte  d'une  lettre  imprimée,  tro»- 
vêe  en  seplrnibre  18S0  par  M.  Gilberto  Govi.  le  savant   physicien  italien,  di»> 
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le  manuscrit  11°  9^3 1  du  fonds  français,  correspondance  de  Peiresc.  La  pièce  est 
iatituléè  :  Les  admirables  Lunettes  d'approche  réduites  en  petit  volume  auec 
leur  vray  usage  et  leur  utilitez  préférable  aux  grandes,  et  le  moyen  de  les 
gicomoder  à  Vendroit  des  deux  yeux,  le  tout  mis  en  pratique,  ainsi  qu'elles 
sont  représentées  par  ces  figures  suiuantes,  et  dédié  au  roy,  l'an  1625,  par 
D.  Chorez.  »  Cette  lettre  est  adressée  au  roi  ;  elle  commence  ainsi  :  h  Sire,  il  y  a 
près  de  cinq  ans  que  je  reçeu  l'honneur  de  présenter  à  vostre  Maiesté  les  pré- 
mices de  mon  tra%'ail,  en  ce  qui  est  communément  appelé  Lunettes  d'ap- 
proche, etc.  »  Les  avis  et  directions  prîitiques  fonnulés  par  Chorez  dans  cette 
sorte  de  lettre-manifesle  sont  très  utiles,  selon  M.  Gilberlo  Govi  qui  a  rendu 
justice  à  l'habile  opticien  et  Ta  retiré  de  l'injuste  oubli  dans  lequel  il  était 
tombé. 

rhe  Edinburgh  Review  (n**  3H,  July  1880).  —  I  Precursori 
inglesi  del  Newton.  —  Tradtizîone  dall^inglese  del  Prof.  Anto- 
nio Favaro. 

Le  XVII*  siècle  doit  être  considéré  comme  le  plus  mémorable  dans  l'histoire  de 
la  Science  en  Angleterre;  en  effet,  selon  l'observation  faite  par  l'auteur  ano- 
nyme de  cet  article  de  V Edinburgh  Beview,  les  Anglais  n'étaient  encore,  au  com- 
mencement de  ce  siècle,  que  des  disciples,  et  vers  la  fin  de  ce  même  siècle  ils 
étaient  reconnus  comme  les  maîtres  de  l'Europe  savante,  et  Isaac  Newton  comme 
l'arbitre  de  la  Science.  Parmi  les  personnages  les  plus  marquants  dont  on  retrace 
la  vie  et  les  travaux  dans  ce  Mémoire,  traduit  par  le  D'  Favaro,  il  faut  citer  Ro- 
bert Recorde,  Jérémie  Horrocks  et  surtout  Robert  Hooke. 

Robert  Recorde,  mort  en  i588,  fut,  paralt-il  le  premier  Anglais  qui  ait  écrit 
sur  l'Algèbre  ou  la  Cossike  practice^  comme  il  l'appelait.  Ce  serait  lui  qui  au- 
rait introduit  cette  science  en  Angleterre  avec  son  Livre  intitulé  :  The  whet- 
stone  of  witte,  c'est-à-dire  «  la  pierre  à  aiguiser  du  jugement  ».  Jérémie  Hor- 
rocks fut  un  astronome  distingué,  mais  il  passa  comme  un  météore  et  mourut 
dans  sa  vingt-deuxième  année. 

Robert  Hooke,  né  dans  l'Ile  de  Wight  le  18  juillet  i635,  mort  le  3  mai  1708, 
fut  l'un  des  premiers  membres  de  la  Société  Royale  de  Londres  et  l'un  des  plus 
féconds  inventeurs  de  machines  mécaniques.  Il  inventa  un  ressort  qui  régularise 
le  mouvement  du  balancier  dans  les  horloges,  et  perfectionna  les  instruments 
astronomiques.  Il  fut  peut-être  le  premier  à  entrevoir  la  merveilleuse  découverte 
du  téléphone.  Toute  sa  vie  peut  être  résumée  en  ces  deux  mots  :  expériences  et 
controverses.  On  lui  reproche  d'avoir  contesté  à  Newton  ses  plus  belles  décou- 
vertes. Les  principaux  Ouvrages  qu'il  ait  laissés  sont  les  suivants  :  Méthode 
pour  mesurer  la  Terre.  —  Mycographie.  —  Traduction  des  hélioscopes.  — 
t^ctiones  Cutterianœ.  —  Cette  Notice  contient  un  tableau  saisissant  du  carac- 
tère inquiet,  jaloux,  égoïste  et  personnel,  de  l'esprit  étroit,  des  sentiments  sor- 
dides d'un  homme  qui  ne  mérita  pas  le  titre  de  vrai  savant,  car  il  n'aima  pas 
la  Science  pour  elle,  mais  seulement  pour  lui-même.  Robert  Hooke  voulut  appo- 
ser sa  a  marque  de  fabrique  »  sur  toute  pensée  scientifique;  mais  il  fut  puni  par 
où  il  avait  péché  :  de  toutes  ses  inventions,  à  peine  y  en  a-t-il  une  qui  porte  au- 
jourd'hui son  nom,  et  ses  travaux,  repris,  poursuivis,  améliorés,  terminés  par 
ses  héritiers  intellectuels,  devinrent  autant  de  titres  d'honneur  pour  ceux-ci  de- 
vant la  postérité,  tandis  que  toutes  ses  réclamations  de  priorité  restèrent  vaines 
ou  mêmes  ignorées. 
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f /écrivain  anonyme  de  VEdinburgh  Beview  attribtie  à  deux  hommes  d'un 
ffénie  singulier,  à  deux  Ilaliens,  Alberli  et  Léonard  de  Vinci,  l'honneor  iosigne 
d'avoir  ouvert  la  voie  de  Tétudc  et  du  culte  de  la  nature,  entraînant  à  learsaite 
astronomes,  anatomiste;»,  uiêdcrin;»  et  botanistes  de  l'Europe  moderne. 

Marre  {Aristide).  —  Notice  sur  Nicolas  Chiiquel  et  son  Triparlv 
en  la  science  des  Nombres.  (555-592). 

Nicolas  Chuquet,  Parisien,  bachelier  en  médecine  à  Lyon,  composa  en  Tannée 
1^84  son  Triparty  en  la  science  des  nombres.  Cet  Ouvrage  renferme  le  plus 
ancien  Traité  d'Algèbre,  écrit  en  français,  que  Ton  connaisse  aujourd'hui,  il  y  a 
plus  de  quarante  ans  que  Michel  Chasles,  dans  une  Communication  à  FlDstilul 
de  France,  faisait  ressortir  l'importance,   au    point  de   vue   de  i*histoire  de$ 
Sciences  mathématiques,  d'un  Ouvrage  in-)"  publié  à    Lyon,  en    Tannée  iSio. 
sous  le  titre  de  :  Larismetique  nouuellement  composée  par  niaistre  Estienne 
de  la  Boche,  dict  VUlefranche,  natif  de  Lyon.  Pour  la  première  fois,  il  faisait 
à  l'occasion  de  ce  Livre  la  remarque  singulière  que  voici,  et  qui  plus  tard  devait 
porter  ses  fruits  :  «  L'auteur  y  cite  le  travail  d'Algèbre  de  maître  Nicolas  Chu- 
quet, Parisien,  autre  Ouvrage  d'un   auteur  français,  antérieur  à  iSio.  Peut-être 
la  notation  des  exposants  s'y  trouvait-elle  déjà.  Il  est   à  désirer,  dans  Tintérèi 
de  l'histoire,  que  cet  Ouvrage  ne  soit  pas  entièrement  perdu.  »  (  Comptes  ren- 
dus hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  Xli,  p.  "/hf 
séance  du  mercredi  5  mai  iS^i  ). 

L'ouvrage  de  Nicolas  Chuquet  existe  sous  le  n"  i346  du  fonds  français  de» 
manuscrits  de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris;  il  contient  en  effet,  comme 
Tavait  supposé  l'illustre  géomètre,  la  notation  des  exposants  longtemps  attri- 
buée à  Descartes,  et  bien  d'autres  points  encore  qui  intéressent  Thistoire  de 
TArilhmétique  et  de  l'Algèbre.  S'il  est  resté  manuscrit  pendant  qaatre  cents 
ans,  c'est  vraisemblablement  à  Estienne  de  la  Roche  lui-même  qu'il  faut  en 
faire  remonter  la  première  cause,  ainsi  que  le  montre  la  IP  Partie  de  la  Notice 
de  M.  Aristide  Marre,  intitulée  :  Estienne  de  la  Boche  et  son  Œuvre  par  rap- 
port au  Triparty  de  \icolas  Chuquet  {voyez  pages  569-580  du  Bullettino). 

Chuquet  {Xicolas)  Parisien.  —  Le  Triparty  en  la  science  des 
nombres,  par  niaislre  Nicolas  Chuqtiel  Parisien,  d'après  le  ma- 
ntiscril,  fonds  l'ranrais,  n^  i34^>  de  la  Bihiiotlièqne  nalionalo  de 
i^aris.  (jc)3-<)j()  et  ()()3-8i4)' 

Ainsi  que  l'indique  son  nom,  l'OuvrafîC  de  Nii-ola-^  r.liu(|U(*t  comprend  iroi^ 
Parties  distinctes.  La  preiriicrc  Partie  traite  des  nombres  rnliers,  des  nombre!^ 
routz  (fractions),  des  progressions,  des  nombres  parfaitz,  des  nombres  proporcio- 
nalz,  et  de  leurs  proprietez,  des  rigles  de  troys,  de  une  posicion,  de  deux  po^i- 
cions,  de  apposicion  et  remocion,  de  la  rigle  des  nombres  moyens.  La  serondc 
Partie  traite  des  racines,  racines  simples,  racines  composées,  racines  lyêcs.  EU»' 
donne  la  règle  des  signes  en  ces  termes  :  «  qui  multiplie  plus  par  plus  et  nioin> 
par  moins  il  en  vient  plus.  Et  qui  multiplie  plus  par  moins  Vel  e  conlr.y  il  en 
vient  toujours  moins.  »  La  «  tierce  et  derreniere  Partie  »  est  exclusivement  fon- 
sarrée  à  l'Algèbre  que  Nicolas  Chuquet  dénomme  :  la  Bigle  des  Premiers. 

II  HP   nous  appartient   pas  de  nous   glorifier  de  la  publication  de  TŒu^rc  dr 


URVUE  DES  PUBLICATIONS.  «83 

Nicolas  Chaqueti  que  Ton  doit  au  prinre  Balthasar  Boncoiiipagiii;  mais  il  nous 
s«ra  permis  d'insérer  ici  comme  témoignage  irrécusable  de  l'intérêt  qu'elle  peut 
offrir  la  Lettre  écrite  le  4  novembre  1881  par  le  savant  professeur  d'Astronomie 
et  directeur  de  l'Observatoire  de  Zarich  au  prince  Balthasar  Boncompagai, 
Lettre  dont  une  copie  nous  fut  immédiatement  et  courtoisement  transmise  par 
ordre  du  prince  : 

t 

«  Mon  cher  Monsieur, 

»  La  Notice  de  M.  Aristide  Marre  sur  le  Triparty  de  Chuquct,  que  vous  avei 
insérée  dans  les  Cahiers  de  septembre  à  décembre  1880  de  votre  Bulletin,  est 
de  la  dernière  importance  pour  l'histoire  des  Mathématiques. 

»  Si  vous  en  avez  fait  faire  un  tirage  à  part,  je  serais  très  heureux  si  vous  en 
vouliez  doter  ma  Bibliothèque  d'un  exemplaire.  » 

Votre  très  dévoué. 

H.    WoLF. 
Zurich,  1881,  \l,  4. 

Boncompagni  (D.  Balthasar).  —  Michel  Chastes. 

• 

Michel  Ghasles  professait  une  haute  estime  |Miur  le  prince  Buncom)Uigni,  il 
lui  était  reconnaissant  des  services  qu'il  no  tresse  de  rendre  à  la  Science;  de  sc»n 
côté  le  prince  Boncompagni  avait  une  soite  d'admiration  respectueuse  p4»ur  son 
ami,  l'illustre  géomètre  que  la  France  a  perdu  le  iH  déi^mbi^e  i8Hu.  MM.  Ber- 
trand (Joseph),  Bouquet,  J.-B.  Dumas  et  Itollund,  mentbres  de  l'Académie  des 
Sciences,  et  M.  le  colonel  Laussedat,  directeur  des  Éludes  à  l'École  Polytech- 
nique, ont  prononcé  sur  la  tombe  de  Mirhd  («hasles  des  discours  qui  ont  fait 
connaître  l'homme  et  le  savant.  Le  prince  Boncompagni  u  voulu  accomplir  son 
devoir  en  consacrant  dans  son  Dulhltiiko  une  Notice  nécrologique,  encadrée  de 
noir,  à  la  mémoire  de  Michel  Charles.  Ce  stont  les  seules  pages  qu'on  trouve 
ornées  de  ce  signe  de  deuil  dans  les  treize  Tomes,  déjà  publiés,  de  cet  impor- 
tant Recueil  périodique.  Cette  Notice,  après  celles  qu'on  a  déjà  publiées  tant  en 
France  que  dans  les  pays  étrangers,  renferme  sur  les  travaux  du  célèbre  mathé- 
maticien un  ensemble  de  rcnscigneinenls  bibliographiques  du  plus  grand  intérêt 
et  de  la  plus  parfaite  exactitude.  On  noble  hommage  y  est  rendu  à  cette  École 
Polytechnique  de  Paris,  qui,  dans  les  vingt  premières  années  de  son  existence, 
donna  aux  Sciences  mathématiques,  astronomiques  et  physiques,  Arago,  Bec- 
querel, Binct,  Biot,  Brianchon,  Cuuchy,  Chasles,  Fresnel,  Gay-Lussac,  Malus, 
Plana,  Poinsot,  Poisson,  etc. 

Indépendamment  des  travaux.  Mémoires  et  Notices  indiqués  ci-dessus,  le 
tome  XI II  du  Ballet tino  di  bibliograjia  e  di  storia  délie  Scienze  matema- 
tiche  e  fiiiche  pubblicato  da  B.  Boncompagni  renferme,  sous  le  titre  :  An- 
nunzi  di  recenti  pubblicazioni,  un  précieux  répertoire  des  travaux  mathéma- 
tiques et  physiques  publiés  récemnienl,  un  Catalogue  analytique  consciencieux 
et  détaillé,  qui  occupe  les  pages  8i-iao,  aoi-a'i^,  3-9-412,  5i5-554,  660-692, 
828-S68,  du  Tome  XIII,  auquel  il  ne  manque  plus,  pour  être  entièrement  complet, 
que  V Index  par  ordre  alphabétique  des  noms  d'auteurs. 

A.  M. 
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ZEITSCHRIFT  fur  mathbmatisghen  und  naturwissensghaftlichen  Urtu- 

RICHT  (1). 

m 

Tome  XI;  1880. 

Gilles.  —  Directions  dangereuses  en  Mathématiques.  (5-24)- 

La  plupart  des  objections  que  présente  Tautear  contre  certaines  conceptions 
modernes  seraient  immédiatement  éclaircies,  si  Ton  se  plaçait  au  yrai  point  de 
vue  d'après  lequel  les  Mathématiques  n'ont  pas  pour  objet  l'étude  des  êtres 
réels,  mais  seulement  les  opérations  qui  servent  à  la  transformation  de  ces  êtres. 
Un  être  peut  ne  pas  exister,  sans  pour  cela  être  absurde;  une  opération  peut 
toujours  être  conçue,  tant  qu'elle  n'implique  pas  contradiction.  Si  cette  dis- 
tinction était  mieux  observée,  on  ne  verrait  plus  ces  polémiques  acharnées 
contre  la  «  Géométrie  non  euclidienne  »,  qui  rappellent  involontairement  les 
combats  du  chevalier  de  la  Manche  contre  les  moulins  à  vent.  La  réalité  des 
conceptions  mathématiques  est  tout  à  fait  étrangère  à  leur  étude,  et,  d'ailleurs, 
ce  qui  était  hier  imaginaire  peut  devenir  réel  aujourd'hui  ;  exemple  :  la  racine 
carrée  de  —  t,  qui  désigne  une  opération  très  réelle,  comme  on  le  reconnaît 
universellement  maintenant. 

• 

Gunther  (S.),  —  Compte  rendu  de  la  section  des  Sciences  mathé- 
matiques et  physiques  du  34*  Congrès  des  philologues  et  des 
professeurs  allemands  à  Trêves.  (66-73). 

Beuschle.  —  Développement  génétique  des  théorèmes  relatifs  aux  racines  cl 
*    aux  logarithmes,  déduits  des  propriétés  des  puissances,  et   leur  appréciation  au 
point  de  vue  de  renseignement. 

Gunther  {S.).  —  Résolution  importante  au  point  de  vue  didactique  des  équa- 
tions trinômes. 

Heilermann.  —  Sur  le  troisième  arc-en-cicl. 

Baucr  [K.-L.),  —  Sur  la  manière  de  traiter  la  théorie  du  mou- 
vement uniformément  accéléré.  (85- 100). 

Stolzenburs^.  —  Une  erreur  dans  les  Traités  de  Physique.  (101- 

C  étant  la  vitesse  de  la  lumière  d'un  astre  cl  c  la  vitesse  de  la  Terre  dans  «^on 
orbite  autour  du  Soleil,  si  l'on  désigne  par  a  Vangle  d'aberration^  c'esl-à-din^ 


(•)  Voir  Bulletin,  III,,  ^33. 
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la  différence  entre  la  position  réelle  et  la  position  apparente  de  l'étoile  vue  de 
la  Terre,  le  maximum  de  a,  d'après  les  observations  de  Bradiey,  est  donné  par 
Téquation 


d'où  résulte  C 


c 
sina  =  —  » 


i.  —    — : » 

sina 


et  non  C  = >  comme  l'indiquent  à  tort  les  Traités  de  Cosmographie. 

Reidt  (F.)  et  Weinmeister  (/.).  —  Sur  la  définition  des  paral- 
lèles, (i  I  i-i  i4)« 

M.  Reidt  défînit  deux  parallèles  comme  étant  des  droites  qui  n'ont  aucun 
point  commun,  même  à  l'infini.  M.  Weinmeister  leur  attribue  un  point  commun 
4  l'infini.  Nous  avouons  ignorer  ce  qui  se  passe  à  de  pareilles  distances  et 
nous  croyons  que  les  deux  géomètres  feraient  mieux  de  se  mettre  d'accord, 
en  admettant  que  les  choses  se  passent,  à  distance  finie,  comme  si  les  parallèles 
ne  devaient  jamais  se  rencontrer,  et  que  cette  situation  mutuelle  est  la  limite 
vers  laquelle,  la  situation  de  deux  droites,  l'une  fixe,  l'autre  mobile  autour  d'un 
point  fixe  et  rencontrant  la  première  en  un  point  de  plus  en  plus  éloigné. 

Programmes  scolaires  des  établissements  d'enseignement  secon- 
daire du  royaume  de  Bavière  pour  Tannée  1879.  (i  48-1 53). 

BôUinger  {G.)y  Augsbourg.  —  Distribution  de  la  chaleur  solaire  à  la  surface 
de  la  Terre.  (66  p.). 

JVàgelsbach  (//.),  Erlangen.  —  Problème   de   la    théorie   des  combinaisons. 

Eilles  {Jos.)y  Landsliut.  —  Deux  et  trois  courbes  du  second  ordre  dans  unr 
situation  générale.  (92  p.). 

Maurer  (C),  MUnncrstadt.  —  Théorèmes  sur  les  séries.  (77  p.). 

Nachreiner  (K.),  Spire.  —  Représentation  l'une  sur  Tautre  de  deux  surfaces 
courbes.  (33  p.). 

Waller  (A*.),  Ratisbonne.  —  Le  choc  direct  et  central  des  corps  élastiques 
ou  non  élastiques.  (10  p.). 

Ritz  (/.),  Munich.  —  Observations  et  calculs  sur  la  réfraction  de  la  lumière 
homocentrique  sur  n  plans  parallèles.  (44  Pm  4  l^^O' 

Mang.  —  Compte  rendu  de  la  section  de  renseignement  des 
Sciences  mathématiques  et  naturelles  au  Congrès  des  Natura- 
listes et  des  Médecins  à  Baden-Baden ,  septembre  1879.  (157- 
i65  ). 
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Scliaesven  (von).  —  Sur  la  résolution  des  équations  trigonomé- 
triques.  (•i64-'>-^>7). 

Schtegel  (l  ,).  —  Remarques  sur  Tarticle  de  M.  Gilles  au  coni- 
mencenient  de  ce  Volume,  ('aj^-'^'^)' 

Défense  des  idées  de  la  Géométrie  iiiodcrnc  contre  les  objections  de  M.  Gilles. 

Gilles. —  Réfutation  des  remarques  de  M.  V.  Sclilegel.  (278-281). 

Pt'ck  (Ad.'Jos.),  —  Démonstration  élémentaire  de  la  formule  de 
la  déviation  vers  l'est  des  corps  tombant  librement.  (337-342). 

Soient  h  la  hauteur  de  la  chute,  g  Tintensité  de  la  pesanteur,  9  la  latitude, 
iv  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre,  or  la  déviation  vers  l'est.  L'auteur  établit  la 
formule 


=  vW 


-l/i 

x=  -  wn\/  y  cos?. 


Hoffmann  (/.-C-F.).  —  Les  déterminants  ou  leur  suppression. 

(343-360). 

L'auteur  présente  dans  cet  article  des  considérations  sur  la  manière  d'intro- 
duire les  déterminants  dans  l'enseignement  élémentaire,  en  s'élevant  du  simple 
au  composé.  Il  passe  ensuite  en  revue  les  principaux  Traités  qui  ont  paru  en 
Allemagne  sur  cette  matière,  et  signale,  comme  les  plus  propres  à  être  mis  entre 
les  mains  des  commençants,  ceux  de  Studnicka  et  de  Reidt.  Comme  Traités  com- 
plets il  indique  le  Traité  classique  de  Baltzcr,  les  Ouvrages  plus  ou  moins  éten- 
dus de  GUnther,  de  Mansion  (traduction  allemande),  de  Dôlp,  etc. 

M.  tloiïmann  attribue  à  l'emploi  des  mauvaises  méthodes  dans  les  écoles  élé- 
mentaires d'Autriche  le  veto  dont  cette  théorie  a  été  frappée  dans  ce  pays,  et 
devant  lequel  n'a  pas  trouvé  grâce  l'excellent  Livre  de  M.  Studnicka. 

Schlbmilcli  (O.).  —  Sur  les  moyennes  arithmétiques,  géomé- 
triques et  harmoniques  d'un  nombre  quelconque  de  valeurs  po- 
sitives. (361-362). 

La  moyenne  arithniéti(|ue  est  plus  grande  que  la  moyenne  géométrique,  et 
celle-ci  plus  grande  que  la  moyenne  liarmoni({uc. 

Guntlier  {S.).  —  Les  lignes  remarquables  dans  le  triangle  sphé- 
rique.  (4'^'i-4^7)* 

Expressions  de  l'arc  bissecteur  d'un  côté  ou  d'un  angle;  arc  mené  du  som- 
met perpendiculairement  à  la  base,  etc.  Pour  cet  arc  perpendiculaire,  on  trouve 
la  formule 

V/        sinflE  sin6  sin.v  »»in  (.t   -  r) 
Mn'rt  -1   ixw^h   i-  2  sinw  ««ino  ru>r 
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L'auteur  indique  le  moyen  de  ramener  le  dénomÎDateur  à  la  forme  monùnie  ao 
moyen  d'un  angle  auxiliaire.  Il  serait  facile  de  montrer  que  cette  simplification 
est  illusoire,  comme  dans  presque  tous  les  cas  analogues. 

Schmitz  (Al/.).  —  Remarque  sur  l'emploi  de   la  méthode  fran- 
çaise pour  la  résolution  des  équations  linéaires.  ( 428-43 1). 

Klant  données  les  équations 

jc  -f-  3^v  -h  5  c  -4-  3  M  =  3 4, 
JL'  ~t-y  -i-  a  5  -!-  M  =  i3, 
•r  -h  'ij'  -4-5  5-1-  fi  u  —  3fi, 
;r-T-3r-4-85-t-3i/  —  5i, 

si  on  les  ajoute   après  avoir  n*sperlivement  multiplié  par  les  facteurs  1,2,^,7, 
et  qu'on  égale  à  séro  les  coefficients  de  jc^y,  z,  on  trouve  des  équations  en  z,  ^,7 
contradictoires  entre  elles,  bien  que  le  système  proposé  soit  résoluble  et  déter- 
miné. L'auteur  explique  ce  paradoxe  par  la  considération  des  déterminants,  e( 
parvient  à  cette  conclusion  : 

«  Si  d'un  système  d'équations  on  peut  déduire  deux  ou  plusieurs  équatioo» 
dans  lesquelles  deux  ou  plusieurs  inconnues  aient  respectivement  les  niéme^ 
coefficients,  la  méthode  française  n'est  pas  applicable  à  ce  système.  • 

KiUing{  W,),  —  Nouvelles  remarques  sur  Tarlicle  de  M.  Gilles. 
(435-43(5). 

Gilles,  —  Réponse  aux  nouvelles  remarques.  (436). 

Schefjler.    —  \  ues  erronées  sur   l'espace  à  quatre  dinieusioib. 

(437-440). 

Kxlraitd.-*  l'Ouvra^je  inliliilé  :  Die  polrdimensionalcn  Grossen  u/id  die  'vll- 
ko  m  menen  Prim  zci  h  len . 


Tome  XU;   1881. 


Heidt.  —  Petites  remai^ques  sur  la  planiniélrie.  (8-1  j). 

1.  Sur  les  angles  formés  par  deux  parallèles  coupées  par  une  sécaule,  cl  dool 
la  nomenclature  est  encore  indécise  et  incomplète.  -  *2.  Sur  le  classement  de> 
quadrilatères.  —  3  et  4.  Des  démonstrations  par  superposition  {Congruenz^c^ 
démonstrations  analogues  des  cas  de  similitude. 

Fleisrilhauer  (O.).  —  Les  principaux  écucils  du  calcul  <lcs  inlé- 
rcls.  (i8-'.>.y). 
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Schlomilch  (O.).  —  Noie  sur  les  séries  condilionnellement  con- 
vergentes. (3o-3i). 

Afûller.  —  La  quatrième  dimension  de  l'espace.  (4o-40- 

Réfutation  de  la  preuve  tirée  de  l'existence  de  la  fonction  d'ordre  supérieur 
formée  par  les  exponentielles  successives,  et  sur  laquelle  on  a  cru  pouvoir  fon- 
der l'existence  de  la  quatrième  dimension. 

Compte  rendu  du  Congrès  de  philologues  et  de  professeurs  tenu  à 
Steltin,  en  septembre  1880.  (79-85). 

Nous  remarquons  les  questions  suivantes,  traitées  dans  cette  assemblée  : 

t.  Comparaison  entre  la  méthode  algébrique  et  la  méthode  purement  géomé- 
trique pour  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie  élémentaire. 

2.  Avantagés  et  inconvénients  de  l'introduction  de  Tétude  des  déterminants 
dans  l'enseignement  des  Gymnases.  A  une  grande  majorité,  l'assemblée  s'est 
prononcée  contre  cette  introduction,  dont  les  avantages  ne  se  font  sentir  que 
lorsqu'on  s'occupe  d'applications  générales,  auxquelles  ne  donne  pas  lieu  l'en- 
seignement élémentaire  donné  dans  les  Gymnases. 

Dieckmann  (/.).  —  Les  déterminants  devant  la  Section  mathé- 
matique et  physique  du  35"^  Congrès  de  philologues  et  de  pro- 
fesseurs tenu  à  Stettin.  (gS-gg). 

Réclamation  contre  la  décision  du  Congrès. 

Godt,  —  Remarques  critiques  sur  l'article  du  D'  Pick  (t.  XI, 
p.  337)(*).  (100-104).  * 

Pick,  —  Observations  sur  l'article  précédent.  (io4-io5). 

Schumann. —  Détermination  élémentaire  de  la  déformation  dans 
la  projection  stéréographique  polaire.  (i63-i64)> 

Ernst  {A,),  —  Construction  des  tangentes  à  l'ellipse  et  détermi- 
nation de  leurs  points  de  contact,  connaissant  les  diamètres 
conjugués  de  la  courbe.  (179-189,  25i-254). 

Stammer.  —  Sur  l'enseignement  de  la  théorie  des  combinaisons. 
O90-192). 


(')   Foir  plus  haut,  p.  287. 
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Diekmann  (/.i.  —  Sar  les  détenniiiants.  (4^5-437)- 


Vzmttmr  combat  wie  aMcrtioa  et  M.  Barier  9m  smjH  et  TmsMpt  éet  dèteni- 
maats  poor  la  rnolotioa  des  éqaatioas  ■■aac'rifft  4«  premier  defié,  ci  doaac 
■a  exemple  d'oa  algorithme  tr»  «impie  fomrtMcetmer  ccUc  nsolatioa. 
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ttnurel.   i.')'. 

Ilatpl.fn.  -r.,  3J.  V|.  ''">. 

flupl.ll.  1;. 

I>u\erj;icr.  l'iti. 
Edinburgh  Hfiifi 
V.Wfs.  ni.!. 
Kllii.1.  II.  ',"> 
Emsmann.  'tUI,  3.1 
Knestrom.  [iVi.  su 


llir^l.  :>i<). 
Ilolevar.  r,.5. 
llrifTmann.  j8t>.  »47. 
Ilxtimililcr.  t4S. 
iioppe.  11(0. 

Knrn<lein,   l'tfl. 
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Hoûel.  253,  25^1,  262. 
Ilovestadt.  i48. 
Hultsch,  ig-;. 
Humbcrt.  277. 
Jablonski.  it)\. 
Jacquier,  i.'ig. 
Jamcl.  i53,  181,  182. 
Janaud.  4<>- 
Jansscn.  288. 
Jeffery.  5o,  5^. 
Jensen.  184. 
Jefâbek.   igS. 
Jonquières  (tic).  166. 
Jordan.  23 1,  275,  2';6. 
Jouberl.  266. 
JuHiard.  26*7. 
Jung.  161. 

Kantor  (S.),  ii^,  ii5. 
Kempc.  210. 
Kennedy.  212. 
Ketleler.  261 . 
Kicpert.  67. 
Killing.  288. 
Kirchhoff.  249,  25 1. 
Klein  (F.).  210. 
Kleinslûck.  290. 
Kœhlcr.  265. 
Korleweg.  27. 
Kraus  (L.).  23. 
Krause  (M.).  19. 
Krey.  147. 

Kronecker.  245,  247,  249. 
Kummer.  24^»  249. 
Kattner.  146. 
Lafon.  160. 

Laguerre.  87,  43,  4^»  79»  83,  88.  89,  91, 
92,   223,   23o. 

Laisant.   i5i,    i63,    167,    169,    170,    173, 

181,  186. 
Lamb.  208. 
Landré.  173. 
Landi-y.  178,  187. 
Lange.  i43. 

Laquière.  176,  179,  180,  187,  188. 
Laudi.  255. 
Laucrmann.  147. 
Laussedat.  275. 
Léauté.  94,  96. 
Le  Cordier.  4^. 
Lecornu.  275. 
Ledieu.  239. 
Legoux.  i52,  i55. 
Lcinekugel.  i52. 
Le  Lasseur.  190. 
Lemoine.  i63,  177. 
Lemonnier.  264. 
ÂAi  Paige.  73,  76,  «7.  181.  r86,  188. 


Letnikof.  i5i. 

Leudersdorf.  209. 

Levcau.  162. 

Lévy  (L.).  33,  i56,  184. 

Lévy  (M.).  33,  34,  87,  88. 

Lewis.  5i,  57. 

Leygue.  233. 

Lez.  i52. 

Lidy.  252. 

Lie.  26. 

Liebrechl.  190. 

Lionnet.  i58. 

Lips.  28G. 

Lœwy.  241. 

Lommel.  22. 

Lucas  (É.).  159,  i63,  i65,  168,  170,  181, 

182,  187,  191. 
M . . . .  258. 

MacCoH.  2o5,  211,  2i5. 
Maggi.  2o3. 
Malet.  72. 
Malloisel.  26a. 
Mang.  2X5,  286. 
Mannheim.  161,  162,  i63,  164,  167,  168, 

169. 
Mansion.    181,    184,  187,  189,   190,   191, 

193. 
Marsilly  (de).  174,  177. 
Marre  (Ar.).  204,  281. 
Martin.  266. 
Mascart.  5. 

Mathieu  (É.).  i3,  3o,  37,  97,  276. 
Mattkicssen.  i'|5. 
Maurer.  285. 
Maxwell.  208. 
Meissel.  27. 
Méray.  23o. 
Michetson.  89. 
Minchin.  209. 
Mister.  190. 
Mittag-Lefflcr.  83,  88,  90,  91,  224»  226, 

227,  229,  23o. 
Monro.  210. 

Morcl.  252,  253,  254,  256,  259,  263,  266. 
Moret-Blanc.  i52,  i53,  i54,  i56,  i58. 
Mouchez.  38,  88,  287,  241. 
Much.  147. 
Muir.  48. 
Mûller.  289. 
Nachreiner.  285. 
Nageisbach.  285, 
Narducci.  279. 
Neuberg.    182,    184,    i85,   186,   190,  191, 

192,  193. 
Neumann  (C).  26. 
Niewcnglowski.  i5. 
Noether.  23,  27. 
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Normand.  i65. 

Ocagne  (d').  i56,  i58,  191,  263,  a65. 

Oppolzcr  (v.).  a'|H,  249- 

Orlof.  iS;. 

Paiincnlicr.  170. 

Fearson.  ôK. 

Pecquery.  iSJ. 

Pcllcl.  3G,  47,  i.V),  17',. 

Pépin.  58,  78,  ij\. 

Piarron  de  Mond<mr.  iG  »,  i63. 

Picard  (K.).  9,  3o,   36,    '17,   «7,  89,  ^3, 

aaS,  93 '1,  'j3(),  ^43,  '266. 
Pican  (A.).  17. 
Pick  (A.).  287,  j8y. 
Picqucl,  H>8. 
I»il|pt.  a()3. 
Pisani.  i.V|. 
PUszvrki.  93. 
Poinran''.  3o,  '|a,  73,  78,  79,  87,  89,  93, 

99,  226,  23(),  a 38. 
Puist'ux  (V.).  :'\i. 
Uadirkc.  188. 
Ha^ona.  17'^. 
Raw^>n.  211. 
Ilayet.  i'i9. 

Haylci{;li  (lord),  aofi,  908,  ai'j. 
Hoalis.  i53,  i.')5,  157,  180,  181,  182,  i8'|, 

186,  187,  1S8,  193. 
Rebout.  •.i')3. 
Rcidt.  ->K.'i,  :\S^. 
Rcsal.  3s,  <)|,  tp,  ()<),  i53,  i5(»,  i58,  2?7, 

Ribaucour.   18 1,  18.'). 
Rirrardi.  19'). 
Rittcr.  171. 
Ritz.  2S.'). 

Roberls  (S.).  V»,  .«oH.  .»ii,  ji't. 
RocrhrUi.    ».'»(;. 
Rorhc.  I-  ». 
WbWinçiev.  ?S.*). 
Rotli,  '.>9i. 
Rouchô.  •»V|,  w-^x. 
Routli.  --»i(). 
Ruc\.  njft. 
Riissel.   »i->. 

Sainte-Claire  Dexillr.  .'). 
Saint-\onaiil  (île).  '.»'.»,  :>j'j.  j.mk 
Salanson.   179. 
Sallcl.  i.VS.  18.'). 
Srhacrtlin.  i|'- 
Scliacweii  (>.).  ?S7. 
Srhoffler.    »SS. 
Sclicriiîîî.  'h). 
Scherrcr.  i.li. 
Srhlcgel.  2K<i.  287. 

SchlOmiIrh.  i|0,  l'^i,  l'i'j,  286.  287,  289, 
290.  ?9i. 


Sclimitz.  a88,  290,  291. 

Schônemann.  ifS. 

Schoule.   171,   172,    173,    17Î,   175,  177, 

180. 
SchrOter.  146. 
Schubert,  ai. 
Schulhof.  3o, 
Schumann.  i44f  289. 
Schwarz.  120. 
Sharp.  5j,  .>6. 
Simon  (Ch.).  171. 
Sire.  95. 

Smith.  178,  2i3,  217. 
Sonine.  18. 
Spoerer.  82. 

Spottiswoode.  212,  320,  aai. 
Stammer.  289. 
Starkof.  182. 
Slearn.  54» 

Steinschneidcr.  198,  279. 
Stephan.  3o. 

Stéphanos.  29,  3o,  43,  177,  aSi. 
Stotzcnburp.  284. 
Strark.  290. 
Sutcr.  202,  259. 
Svlvcstci    75.  83,  i-fi. 
Tacchini.  42,  88,  91,  223. 
Tagliaferro.  169. 
Tait.  218. 

Tanner  (Ll.).  49»  207,  208,  216,  aao. 
Tanncry  (J.)-  '^\^- 
Tannery  (P.).  148,  149,   i5i. 
Tarry.  2.»'|. 
Trhcbychcf.  iGi,  1G9. 
TlioUon.  :»^i. 
Tlir»mac  (J.)-  l'il»  i4G. 
Tisserand.   jS.  •.>.>.],  j'i*.). 
Tonelli.  (uj,  1.Î8. 
Townsend.  Tu,  ,')'>. 
Trépied.  'j\i. 
Tyeliscn.  -.>ir>. 
Van  Aubel.  181. 
\ane('ek.  S>,  2. 'S,  239,   2'ji. 
Vazeille.  2'>\. 
Veltniann.  139. 
Verslraelen.   19'». 
Villarceau  (V.).  ^7,  2;^'». 
Vo;iel.  i'j7. 

V(»ns  (  \.).  :>i,  ->-,  ?S. 
Walker.  :;i3,  21  S,  j:»o. 
Waller.  283. 
AVanijerin.  247. 
Warren.  53. 
Wassilicf.  186. 
\Veber.  G9. 
Wedekind.  23. 
A>'eicrslra5<.  2^9. 
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Wcilirauch.  i.'|i,  i.\Zf  i\\, 
Weill.  47»  ï57« 
VVcin.  if\b. 
Wcinmeisler.  285. 
W'csl.  9^1,  95. 
Weyr  (Ed.).  i^- 


Wiedemann.  ao3. 
Wiener.  i46. 
Wiltwcr.  147. 
Wolf  (C).  240. 
2ebras\vki.  196. 
Zeuthen.  221. 
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